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චاری... ণپاس໋�
و داشته�ها تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس
رفتنͬ غم�ها همه�ی که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است
حمايت�های از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک
سپاس�گزاری خیرفام بهروز دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه بذل بی�دريغ،

نمايم.
زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز خانͬ علͬ دکتر آقای همچنین و حدیقه غفاری علیرضا دكتر آقای از و

گرفتند. برعهده را تحقيق اين داوری و فرموده
کسب راه در صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم پدر و مادر دستان بر مͬ�زنم بوسه و
و بی�دریغ کم�ͷهای پاس به عزیزم، خواهران و برادران از مͬ�کنم تشͺر هم�چنین بردارم. قدم دانش و علم
عزیزم دوست زحمات از مͬ�دانم واجب خود بر بودند. من پشتیبان بهترین که بی�پایان�شان، دلͽرمͬ�های
من دلͽرمͬ مایه که محبت�شان پاس به دوستانم همه از همچنین کنم. تشͺر احمدی کلثوم دکتر خانم
پاک عشق و محبت با که صیدی مریم خانم و اسلامͬ زینب خانم عزیزم هم�اتاقͬ�های از سپاسͽزارم. بود
سوسن خانم مهربانم و عزیز دوست دو از پایان در سپاسͽزارم. نمودند سهل من بر را غربت تحمل خود
را جمله کدامین نمͬ�دانم مهربانم طاهره و جان سوسن اما مͬ�کنم تشͺر خدامرادی طاهره خانم و قادری
آسمانͬ بلور، جنس از دوستانͬ کنم، توصیف را شما چͽونه نمͬ�دانم بنویسم، محبت�هایتان توصیف برای

مͬ�کنید. آسمانͬ را واژه�ها زیبا چقدر مهربان، و

قزوینه سپیده
١٣٩٢ شهریورماه



چͺیده

تعقیب درونͬ نقطه الͽوریتم مطالعه به اقلیدسͬ جردن جبر از استفاده با پایان�نامه این در
مخروط�های روی خطͬ مͺمل مسائل و متقارن بهینه�سازی مسائل برای اولیه-دوگان مسیر
یافتن برای جدید شیوه�ای پایه�ی بر کدام هر شده پیشنهاد الͽوریتم�های مͬ�پردازیم. متقارن
نسترو- کامل گام�های از فقط تکرار هر در الͽوریتم�ها این هستند. استوار جستجو جهت�های
ͷکوچ سازی بهنگام روش�های برای رایج تکرار کران بهترین پایان در مͬ�کنند. استفاده تاد
اقلیدسͬ جردن جبر رتبه r آن در که است O(√r log r

ε
) تکرار کران این شد. خواهد نتیجه

است. مطلوب دقت ε و وابسته
نقطه روش�های متقارن، مخروط خطͬ مͺمل مسئله متقارن، بهینه�سازی کلیدی: کلمات

.ͷکوچ بهنگام�سازی روش�های اقلیدسͬ، جردن جبرهای درونͬ،

پ



پیشͽفتار

علوم، زمینه�های در وسیعͬ طور به که است کاربردی ریاضیات از شاخه�ای بهینه�سازی
١ (LO) خطͬ بهینه�سازی دارد. کاربرد زمینه�ها دیͽر و صنعت مدیریت، اقتصاد، مهندسͬ،
مͬ�توانند خطͬ قیدهای این که مͬ�کند، کمینه یا بیشینه خطͬ قیدهای روی را خطͬ تابع ͷی
استاندارد شͺل در LO مسئله ͷی برای شدنͬ ناحیه باشند. نامساوی یا مساوی صورت به
راس�های از ͬͺی حداقل باشد، جواب دارای LO مسئله که صورتͬ در است. چندوجهͬ ͷی
مͬ�تواند LO مسئله ͷی به وابسته راس�های تعداد متاسفانه بود. خواهد بهینه راس چندوجهͬ
یافتن برای را ممͺن راس�های همه نمͬ�توان کم بعد با مسائل برای جز به که باشد، زیاد آنقدر

آزمود. بهینه راس
ابداع بهینه راس یافتن برای سادک روش نام به روشͬ [٣]٢ ͷدانتزی ١٩۴٧ سال در
در برسد. بهینه راس به که زمانͬ تا مͬ�کند حرکت چندوجهͬ ضلع�های روی روش این کرد.
مربوط چندوجهͬ که دادند، ارائه LO مسئله ͷی از مثالͬ [١۴]٣ مینتͬ و کلͬ ١٩٧٢ سال
که دادند نشان آنها است. مسئله متغیرهای تعداد n آن در که بود، مͺعبn-بعدی ͷی آن به
پیچیدگͬ یعنͬ مͬ�پیماید، بهینه جواب به رسیدن برای را راس ٢n مسئله این در سادک روش
قانون ͷی آیا که است مطرح هم هنوز سوال این است. نمایی حالت بدترین در سادک روش

کند. حل چندجمله�ای زمان در را مسائل که دارد وجود سادک روش در محورگیری
قابل چندجمله�ای زمان در LO مسئله ͷی داد نشان که بود کسͬ اولین [١٢]۴ خاچیان
توانست [١١]۵ کارمارکار ١٩٨۴ سال در گرفت. کار به را بیضوی روش وی است، حل
روش�های زمینه در فعالیت ترتیب این به بخشد، بهبود را خاچیان توسط آمده دست به نتایج

شد. آغاز ۶ (IPMs) درونͬ نقطه
هستند. بهینه�سازی مسائل از بسیاری حل برای روش�ها موثرترین از ͬͺی IPMs امروزه
محاسباتͬ دیدگاه از اولیه-دوگان مسیر تعقیب روش�های درونͬ، نقطه روش�های میان در

١Linear Optimization
٢Dantzig
٣Klee and Minty
۴Khachiyan
۵Karmarkar
۶Interior Point Methods

ت



در مͬ�روند. کار به مخروطͬ بهینه�سازی مسائل حل برای روش�ها این هستند. موثر بسیار
محدب مخروط ͷی و آفین فضای ͷی اشتراک روی خطͬ تابع ͷی مخروطͬ بهینه�سازی
مسائل مͬ�توان مناسب بسته محدب مخروط و آفین فضای انتخاب با مͬ�شود. کمینه بسته
مسائل از مجموعه�ای زیر عنوان به را دو مرتبه مخروط بهینه�سازی و نیمه�معین بهینه�سازی ،LO

آورد. حساب به مخروطͬ بهینه�سازی
بهینه�سازی مسائل مخروطͬ مقطع فرمول که بودند کسانͬ اولین [١٨]٧ ͬͺنمیروس و نسترو
برای اولیه-دوگان درونͬ نقطه روش�های [١٩ ،٨[٢٠ تاد و نسترو کردند. مطالعه را محدب
ترتیب این به کردند. بیان خودمقیاس مخروط چارچوب در را محدب بهینه�سازی مسائل
محدب مخروط ͷی با بودن، نامنفͬ قیدهای ٩ (LCP ) مسئله ͷی یا LO مسئله ͷی در اگر
حفظ را خود کارایی هم باز اولیه-دوگان الͽوریتم�های شوند، تعویض خود�دوگان و همͽن

مͬ�کنند.
با متقارن مخروط ͷی بین ارتباط گرفت، صورت لͬ جبرهای زمینه در که تحقیقاتͬ در
جبرهای بین ارتباط به بار اولین برای [٩]١٠ گویلر شد. مشخص اقلیدسͬ جردن جبرهای
با خودمقیاس مخروط�های خانواده که رسید نتیجه این به او برد. پی بهینگͬ و جردن
بهینه�سازی زمینه فعالیتدر به ترتیبمحققان این به است. ͬͺی متقارن مجموعه�یمخروط�های
روی ١٢ (SCLCP ) متقارن مخروط خطͬ مͺمل مسئله حل همچنین و ١١ (SO) متقارن
متقارن مخروط ͷی و آفین فضای ͷی اشتراک SO مسئله ͷی برای شدنͬ ناحیه آوردند.

است.
رفته کار به اولیه-دوگان درونͬ نقطه روش�های که بود کسͬ اولین [٨]١٣ فیبوسویچ
داد. تعمیم SO به اقلیدسͬ جردن جبرهای از استفاده با را معین نیمه بهینه�سازی برای
کاربرد اقلیدسͬ جبرجردن SCLCP و SO مسائل حل برای که رسید نتیجه این به او
دسته�ای متقارن، مخروط�های روی خطͬ بهینه�سازی مسائل برای [١٧]١۴ ماراماتسو دارد.
اولیه- درونͬ نقطه روش�های پیچیدگͬ و داد ارائه را جابجایی�پذیر جستجوی جهت�های از

کرد. بررسͬ را SO برای دوگان
مسائل حل به که نشدنͬ درونͬ نقطه روش�های که کرد ثابت [٢٢] ١۵ رانگاراجان
چندجمله�ای زمان همͽرایی دارای پرداخته�اند، متقارن مخروط�های روی مخروطͬ برنامه�ریزی

٧Nesterov and Nemirovskii
٨Nesterov and Todd
٩Linear Complementarity Problem
١٠Guler
١١Symmetric Optimization
١٢Symmetric Cone Linear Complementarity Problem
١٣Faybusovich
١۴Maramatsu
١۵Rangarajan



اسچمیتا کرد. بررسͬ SCLCP برای را نشدنͬ حالت بار اولین برای همچنین وی هستند.
چارچوب تحت ،SO برای اولیه-دوگان درونͬ نقطه روش�های مطالعه به [٢۴] ١۶ علیزاده و

پرداختند. اقلیدسͬ جردن جبر
بهترین و پرداخت SO مسائل حل به شرایط واجد کرنل توابع اساس بر [٢۶] ١٧ ویرا
دست به بزرگ بهنگام�سازی و ͷکوچ بهنگام�سازی روش�های برای را رایج تکرار کران�های
پرداختند. SCLCP مسائل حل به توابع همین اساس بر نیز [١۵]١٨ روس و لساجا آورد.

کامل گام با اولیه-دوگان مسیر تعقیب درونͬ نقطه الͽوریتم ͷی [۴]١٩ داروی اخیراً
LO برای داروی الͽوریتم [٢٨ ،٢١[٢٩ ونگ و [١]٢٠ آچاچه کرد. پیشنهاد LO برای نیوتن
بهینه�سازی مسئله و دوم مرتبه مخروط بهینه�سازی محدب، دوم درجه بهینه�سازی مسئله به را

دادند. تعمیم نیمه�معین
برای نیوتن کامل گام با نشدنͬ درونͬ نقطه الͽوریتم ͷی [٢٣]٢٢ روس ٢٠٠۶ سال در
روس الͽوریتم اقلیدسͬ جردن جبرهای از استفاده با [١٠]٢٣ گو داد. ارائه خطͬ بهینه�سازی
تکرار کران با الͽوریتم، این برای آمده به�دست تکرار کران داد. بسط SO به را LO برای

است. SO برای رایج تکرار کران بهترین واقع در و است منطبق LO برای شده نتیجه
پایه�ای تعاریف و مفاهیم برخͬ اول فصل در است. شده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این
مفهوم به همچنین است. آمده برسد نظر به ناآشنا خواننده برای ابتدا در است ممͺن که
فصل در پرداخت. خواهیم آنها به وابسته متقارن مخروط�های و اقلیدسͬ جردن جبرهای
جهت�های آوردن دست به و مرکزی مسیر معرفͬ از پس و پرداخته SO مساله معرفͬ به دوم
به سوم فصل در مͬ�پردازیم. آن تحلیل به و کرده بیان را جدید الͽوریتم آن، برای جستجو
این حل برای الͽوریتمͬ مͬ�پردازیم. SCLCP متقارن مخروط خطͬ مͺمل مساله بررسͬ

مͬ�پردازیم. الͽوریتم تحلیل به و مͬ�شود ارائه مساله
چاپ به ٢٠١٠ سال در که بای٢۴[٢٧] و ونگ مقاله اساس بر پایان�نامه این مطالب
و تهیه رسید، چاپ به ٢٠١٣ سال در که [١٣] مهدوی و خیرفام مقاله همچنین و رسید

است. گردیده تنظیم

١۶Schmieta and Alizadeh
١٧Vieira
١٨Lesaja and Roos
١٩Darvay
٢٠Achache
٢١Wang
٢٢Roos
٢٣Gu
٢۴Wang and Bai
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١ فصل

اصطلاحات و تعریف�ها مقدماتͬ، مفاهیم

ابتدا در است ممͺن که پایان�نامه این در شده استفاده پایه�ای تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم برخͬ فصل این در
معرفͬ به اول بخش در است. بخش چهار شامل فصل این مͬ�شود. آورده برسد، نظر به نا�آشنا خواننده برای
معرفͬ به بخشسوم در مͬ�گردد، بیان اقلیدسͬ تعریفجبرجردن دوم بخش در مͬ�شود، پرداخته جبرجردن
قضایا، از تعدادی چهارم بخش در و مͬ�شود پرداخته اقلیدسͬ جبرجردن با آن ارتباط و متقارن مخروط

هستند. نیاز مورد دوم فصل در شده ارائه الͽوریتم تحلیل برای که مͬ�شود ارائه مقدماتͬ نتایج و لم�ها

جردن جبرهای ١.١

ͷی برای مشخصه چندجمله�ای سپس مͬ�گردد، بیان مثال چند و مهم تعاریف برخͬ ابتدا بخش، این در
مͬ�گردد. معرفͬ جبرجردن

ها مثال و تعاریف

h : V ×V −→ V نگاشت باشد. R روی متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V �فرضکنید ١.١ تعریف
اگر مͬ�شود نامیده دوخطͬ

h(αx+ βy, z) = αh(x, z) + βh(y, z), ∀ x, y, z ∈ V α, β ∈ R; الف)

h(z, αx+ βy) = αh(z, x) + βh(z, y), ∀ x, y, z ∈ V α, β ∈ R. ب)

برای هرگاه است متقارن h گوییم باشد V برداری فضای روی دوخطͬ فرمͬ h فرضکنید ١.٢ تعریف
x, y ∈ V هر

h(x, y) = h(y, x).

x ̸= ٠ هر برای هرگاه است مثبت معین و

h(x, x) > ٠.

١
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جبر ͷی (V, ◦) آنگاه باشد، داشته وجود V توی به V × V از (x, y) → x ◦ y دوخطͬ نگاشت اگر
مͬ�نامیم. (V, ضرب(◦ را ◦ آن در که مͬ�شود نامیده R-جبر یا R روی

یعنͬ باشد، شرکت�پذیر ضرب◦ هرگاه است، ,V)شرکت�پذیر ◦) جبر -R

x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z, ∀ x, y, z ∈ V.

یعنͬ باشد، جابجایی ضرب◦ هرگاه است، جابجایی و

x ◦ y = y ◦ x, ∀ x, y ∈ V.

،x ∈ V هر برای که طوری به باشد داشته وجود e ∈ V عنصر اگر

x ◦ e = e ◦ x = x,

مͬ�شود. نامیده V همانͬ عنصر e آنگاه

،x, y ∈ Rnبرای کنید فرض ١.١ مثال

x ◦ y = (x١ y١ ; x٢ y٢ ; . . . ;xn yn).

است. R روی جبر ͷی (Rn, ◦)

آنگاه باشند V همانͬ عنصرهای e٢ و e١ اگر زیرا است فرد به منحصر e همانͬ عنصر که کنید توجه
داریم

e١ = e١ ◦ e٢ = e٢ ◦ e١ = e٢.

صورت به عضو هر بازگشتͬ توان�های ،e همانͬ عنصر با (V, ◦) R-جبر در

x٠ = e, xn = x ◦ xn−١, n ≥ ١,

مͬ�شود. تعریف

p, q مثبت صحیح اعداد و x ∈ V هر برای هرگاه مͬ�گوییم شرکت�پذیر توان را (V, ◦) جبر ١.٣ تعریف
باشیم داشته

xp ◦ xq = xp+q.

x, y ∈ V هر برای هرگاه مͬ�گوییم جردن جبر ͷی را (V, ◦) متناهͬ بعد با جبر ١.۴ تعریف

x ◦ y = y ◦ x, الف)
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x ◦ (x٢ ◦ y) = x٢ ◦ (x ◦ y). ب)

.x٢ = x ◦ x آن در که

شرکت�پذیر لزوماً جبرجردن هر که مͬ�دهد نشان زیر مثال مͬ�گویند. جردن اصل را جردن جبر دوم ویژگͬ
است. برقرار داخلͬ ضرب تحت شرکت�پذیری ولͬ نیست

کنید تعریف ،x, y ∈ Rn هر برای ١.٢ مثال

x ◦ y = (xTy , x١y٢ + x٢y١ , . . . , x١yn + xny١).

آنگاه y = z = (١,٠,١) و x = (١,١−,١) ،n = ٣ دهیم قرار اگر

(x ◦ y) ◦ z = (۴,−١,۴) ̸= x ◦ (y ◦ z) = (۴,−٢,۴).

جبرجردن ͷی مشخصه ای چندجمله

دترمینان و اثر مقادیرویژه، مینیمال، و مشخصه چندجمله�ای�های رتبه، مانند مفاهیم برخͬ قسمت این در
مͬ�شوند. تعریف جردن جبر ͷی

R[x] ،x ∈ V هر برای باشد. R در ضرایب با ی�ͷمتغیره چندجمله�ای�های از یRͷ-جبر R[X] فرضکنید
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را

R[x] = {p(x) : p ∈ R[X]}.

بالا از (که k مثبت صحیح عدد x ∈ V هر برای است، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V کنید فرض
این و بوده، خطͬ وابسته {e, x, x٢, . . . , xk} مجموعه که طوری به دارد وجود است) کراندار V بعد به
این اگر حال ، p(x) = ٠ که طوری به مͬ�دهد نتیجه را p ∈ R[X] مانند غیرصفر چندجمله�ای ͷی وجود
چندجمله�ای را آن �باشد، درجه کمترین دارای و باشد) ͷی آن پیشروی ضریب (یعنͬ بوده تکین چندجمله�ای

.[۵] xگوییم مینیمال
است. x مینیمال چندجمله�ای درجه همان که مͬ�شود، مشخص deg(x) با x ∈ V عنصر درجه

یعنͬ هاست x ∈ V همه برای x درجه بزرگترین ،V رتبه

rank(V ) = max{deg(x) : x ∈ V }.

باشد. برابر جبرجردن رتبه با درجه�اش اگر مͬ�شود، نامیده منظم x ∈ V عنصر ١.۵ تعریف

کرد. تعیین x ∈ V هر برای را مشخصه چندجمله�ای مͬ�توان زیر لم از استفاده با
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چندجمله�ای�های است. چͽال و باز ،V در منظم عنصرهای مجموعه�ی ([۵] در II.٢.١ (گزاره ١.١ لم
داده زیر صورت به x منظم عنصر هر برای مینیمال چندجمله�ای که طوری به دارند وجود a١, a٢, . . . , ar

شود: مͬ
f(λ; x) = λr − a١(x)λ

r−١ + · · ·+ (−١)rar(x),

هستند. j درجه از همͽن ajها و بوده یͺتا a١, a٢, . . . , ar چندجمله�ای�های ضمن در

مجموعه�یعنصرهای چون مͬ�شود. نامیده x منظم برایعنصر فوقچندجمله�ایمشخصه لم در f(λ;x)
عنصرهای همه به را چندجمله�ایمشخصه طور همین و ai(x)چندجمله�ای�های مͬ�توان چͽال�اند، V در منظم
رتبه r که است، λ برحسب r درجه از چندجمله�ای ͷی مشخصه چندجمله�ای که کنید توجه داد. بسط V
است، آن مینیمال چندجمله�ای با برابر مشخصه�اش چندجمله�ای باشد، منظم عنصر ͷی x اگر است. V
x ∈ V برای مͬ�کند. عاد را مشخصه چندجمله�ای مینیمال، چندجمله�ای منظم غیر عنصرهای برای اما

هستند[۵]. x مقادیرویژه آن، مشخصه چندجمله�ای از λ١, . . . , λr ریشه�های

مشخصه چندجمله�ای ریشه�های λ١, . . . , λr و x ∈ V کنید فرض ١.۶ تعریف

f(λ; x) = λr − a١(x)λ
r−١ + · · ·+ (−١)rar(x),

صورت به x برای اثر و دترمینان هستند.

tr(x) = λ١ + · · ·+ λr = a١(x), det(x) = λ١ . . . λr = ar(x).

مͬ�شوند. تعریف

مͬ�شود. بیان اثر از مهمͬ ویژگͬ زیر گزاره در

یعنͬ است، شرکت�پذیر tr(x ◦ y) متقارن دوخطͬ فرم ([۵] در II.۴.٣ (گزاره ١.١ گزاره

tr
(
(x ◦ y), z

)
= tr

(
x, (y ◦ z)

)
.

.x ◦ y = y ◦ x = e که طوری به باشد داشته وجود y ∈ R[x] اگر است معکوس�پذیر x ∈ V عنصر
مͬ�دهیم. نشان x−١ نماد با را xمعکوس

اقلیدسͬ جبرجردن ٢.١

مͬ�شوند. یادآوری است، جردن جبر از زیرکلاسͬ که اقلیدسͬ جردن جبر خواصپایه�ای برخͬ بخش این در
مͬ�شوند. بیان آن ویژگͬ�های از تعدادی و آن ١ دوم مرتبه نمایش سپس

١Quadratic
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دوخطͬ فرم اگر مͬ�شود نامیده اقلیدسͬ e همانͬ عنصر با R روی (V, ◦) جبرجردن ١.٧ تعریف
هر برای یعنͬ است، شرکت�پذیر که طوری به باشد داشته وجود V روی Q مانند متقارنͬ و معین�مثبت

x, y, z ∈ V

Q(x ◦ y, z) = Q(x, y ◦ z).

rank(V ) = r و باشد اقلیدسͬ جردن یͷجبر (V, ◦, tr(x◦y)) که فرضمͬ�کنیم پایان�نامه این بقیه در
مͬ�دهیم. نشان V با را آن سادگͬ برای �که

◦ دوتایی عملͽر که (Sn, ◦) است. n× n حقیقͬ متقارن ماتریس�های فضای Sn کنید فرض ١.٣ مثال
است. جبرجردن ͷی شده، تعریف زیر رابطه وسیله به

X ◦ Y =
XY + Y X

٢ ,

اگر است اقلیدسͬ (Sn, ◦) دهد. مͬ نشان را ماتریسͬ معمولͬ ضرب حاصل XY و X, Y ∈ Snآن در که
کنیم تعریف زیر صورت به را Q

Q(X,Y ) = Tr(X ◦ Y ) = Tr(XY ).

.c٢ = c و c ̸= ٠ اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته خودتوان c ∈ V عنصر الف) ١.٨ تعریف

.c١ ◦ c٢ = اگر٠ متعامدند c٢ و c١ خودتوان دو ب)

غیرصفر خودتوان دو مجموع صورت به را آن نتوانیم که است غیرصفری خودتوان اولیه، خودتوان پ)
بنویسیم.

هر اگر است جردن پایه ͷی یا متعامد اولیه خودتوان�های از کاملͬ دستگاه {c١, . . . , cr} مجموعه ت)
و بوده اولیه خودتوان ͷی ci

ci ◦ cj = ٠ i ̸= j ∈ {١,٢, . . . , r},
r∑

i=١
ci = e.

است. V رتبه r که است اولیه خودتوان r شامل همیشه جردن پایه هر که شود توجه

λ١(x), . . . , λr(x)ͬحقیق اعداد ,c١}و . . . , cr} جردن پایه ،x ∈ V برای ([۵] در III.١.٢ (قضیه ١.١ قضیه
که طوری به دارند وجود

x =
r∑

i=١
λi(x)ci. (١.١)
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براین علاوه هستند. x ویژه مقادیر ها) آن تکرار مرتبه با (همراه λi(x) اعداد

tr(x) =
r∑

i=١
λi(x) , det(x) =

r∏
i=١

λi(x). (٢.١)

طیفͬ تجزیه قضیه بالا قضیه هستند. f(λ;x) مشخصه چندجمله�ای ریشه�های λ١, . . . , λr حقیقت در
x ویژه مقدار کوچͺترین و

(
λmax(x)

)
x ویژه مقدار بزرگترین مͬ�توان ترتیب این به مͬ�شود. نامیده

تکرار تعداد با ١ ویژه مقدار دارای e = c١ + c٢ + · · ·+ cr چون که کنید توجه کرد. تعیین را
(
λmin(x)

)
داریم: مͬ�باشد، r

tr(e) = r, det(e) = ١.

استفاده با را ψ(t) مانند ی�ͷمتغیره پیوسته تابع هر تعریف مͬ�توانیم که است این در (١.١) رابطه اهمیت
ψ(t) که مͬ�کنیم فرض پایان�نامه این در دهیم. بسط اقلیدسͬ جبرجردن ͷی عنصرهای به ویژه، مقادیر از
،t > ٠ هر برای و بوده مشتق�پذیر (٠,+∞) روی که �است [٠,+∞[ روی حقیقͬ ی�ͷمتغیره تابع ͷی

.ψ′(t) > ٠

برداری تابع بͽیرید. نظر در (١.١) رابطه وسیله به شده تعریف طیفͬ تجزیه با را x ∈ V ١.٩ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر صورت به ψ(x)

ψ(x) = ψ
(
λ١(x)

)
c١ + . . .+ ψ

(
λr(x)

)
cr. (٣.١)

معکوس صورت این� غیر در و x−١ = λ−١
١ c١ + · · ·+ λ−١

r cr داریم i = ١, . . . , r برای λi ̸= ٠ اگر
در و x ١

٢ = λ
١
٢
١ c١ + · · · + λ

١
٢
r cr داریم i = ١, . . . , r برای λi ≥ اگر٠ همچنین است. نشده تعریف� x

است. نشده تعریف x ١
٢ صورت این غیر

مͬ�آوریم دست به در(٣.١) i = ١, . . . , r برای ψ′(λi(x)) با ψ(λi(x)) کردن عوض با

ψ′(x) = ψ′(λ١(x))c١ + . . .+ ψ′(λr(x))cr.
صورت به را داخلͬ ضرب x, s ∈ V هر برای

⟨x, s⟩ = tr(x ◦ s), (۴.١)

هم�ارز طور به (یا tr(x ◦ s) = ٠ اگر متعامدند اثر داخلͬ ضرب به نسبت s و x گوییم و مͬ�کنیم تعریف
.(⟨x, s⟩ = ٠

مͬ�شود تعریف زیر صورت به ∥ · ∥F فروبنیوس نرم

∥x∥F =
√
⟨x, x⟩ =

√
tr(x٢) =

√√√√ r∑
i=١

λ٢i (x). (۵.١)
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هستند: بدیهͬ زیر نامساوی�های (۵.١) به توجه با

|λmax(x)| ≤ ∥x∥F , |λmin(x)| ≤ ∥x∥F . (۶.١)

برای نیاز مورد قضایای اثبات در که مͬ�کنیم بیان را P (·) دوم مرتبه نمایش ویژگͬ�های برخͬ ادامه، در
مͬ�روند. کار به الͽوریتم تحلیل

دوم مرتبه نمایش

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را L(x) : V −→ V خطͬ نگاشت نگاشت◦، بودن دوخطͬ به توجه با

x ◦ y = L(x)y ∀y ∈ V.

مͬ�شود. مشخص I با که است همانͬ عملͽر L(e) و L(x)x = x٢ ،L(x)e = xخاص حالت در

اگر تنها و اگر هستند جابجایی عملͽری صورت به x, y ∈ V عنصر دو ١.١٠ تعریف

L(x)L(y) = L(y)L(x),

،z ∈ V هر برای اگر تنها و اگر جابجایی�اند عملͽری صورت به x, y ∈ V دیͽر عبارت به

x ◦ (y ◦ z) = y ◦ (x ◦ z).

یعنͬ هستند، جابجایی عملͽری صورت به L(x٢) و L(x) که گرفت نتیجه مͬ�توان جردن، اصل طبق

L(x٢)L(x)y = x٢ ◦ (x ◦ y) = x ◦ (x٢ ◦ y) = L(x)L(x٢)y.

صورت این در است V جردن جبر در خودتوان ͷی c کنید فرض ([۵] در III.١.٣ (گزاره ١.٢ گزاره
.١ و ١

٢ ،٠ از عبارتند L(c) ویژه مقادیر

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را دوم مرتبه نمایش ،x ∈ V هر برای ١.١١ تعریف

P (x) = ٢L(x)٢ − L(x٢),

مͬ�شود. نامیده V دوم مرتبه نمایش P نگاشت(·) .L(x)٢ = L(x)L(x) که
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ضرب به نسبت g الحاقͬ را g∗ خطͬ نگاشت باشد. V به V از خطͬ نگاشت ͷی g اگر ١.١٢ تعریف
اگر مͬ�نامیم ⟨, ⟩ داخلͬ

⟨gx, y⟩ = ⟨x, g∗y⟩ ∀x, y ∈ V.

است. خودالحاق g گوییم g = g∗ اگر

داریم: ∀x, y, z ∈ V زیرا خودالحاق�اند دو هر P (x) و L(x) که کرد ثابت مͬ�توان

⟨L(x)y, z⟩ = ⟨x ◦ y, z⟩ = ⟨y ◦ x, z⟩ = ⟨y, x ◦ z⟩ = ⟨y, L(x)z⟩.

مͬ�شود. نتیجه ١.١ گزاره از سوم تساوی که
داریم: است خودالحاق L(x) اینکه و P (x)تعریف به توجه با صورت همین به

⟨P (x)y, z⟩ = ⟨٢L٢(x)y − L(x٢)y, z⟩

= ⟨٢L٢(x)y, z⟩ − ⟨L(x٢)y, z⟩

= ⟨y,٢L٢(x)z⟩ − ⟨y, L(x٢)z⟩

= ⟨y, P (x)z⟩.

است معکوس�پذیر xصورت این در باشد معکوس�پذیر L(x) فرضکنید ([۵] در II.٢.٣ (گزاره ١.٢ لم
داریم: و

x−١ = L(x)−١e.

باشد، معکوس�پذیر P (x) اگر تنها و اگر است معکوس�پذیر x ∈ V هر ([۵] در II.٣.١ گزاره ) ١.٣ لم
داریم همچنین

P (x)x−١ = x, الف)

P (x)−١ = P (x−١). ب)

x, y ∈ V هر برای ([۵] در II.٣.٣ (گزاره ١.۴ )لم
P (x)y

)−١
= P (x−١)y−١ و است معکوس�پذیر نیز P (x)y آنگاه باشند، معکوس�پذیر y و x اگر الف)

P
(
P (y)x

)
= P (y)P (x)P (y). ب)
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مفید نتیجه چندین بنیادی فرمول است. شده شناخته جردن جبر در بنیادی فرمول عنوان به (ب) رابطه
مͬ�شود. آورده ادامه در آن نتایج از ͬͺی در�بر�دارد.

صورت این در باشد. مثبت صحیح عدد ͷی k و x ∈ V فرضکنید ([٢۶] در ٢.٣.٩ (نتیجه ١.١ نتیجه

P (xk) = P (x)k.

رابطه کنید فرض است. بدیهͬ تساوی k = ١ برای مͬ�دهیم. انجام k روی استقرا به را اثبات : برهان
.P (xk) = P (x)k یعنͬ باشد، درست k برای

داریم: بنیادی فرمول از استفاده با حال

P
(
P (xk)x

)
= P (xk)P (x)P (xk).

نوشت مͬ�توان استقرا فرض از استفاده با

P (xk)P (x)P (xk) = P (x)kP (x)P (x)k = P (x)٢k+١.

که مͬ�شود نتیجه P (xk)x = x٢k+١ اینکه به توجه با

P (x٢k+١) = P (x)٢k+١.

داریم: روند همین تکرار با دیͽر طرف از

P
(
P (xk)e

)
= P (xk)P (e)P (xk),

که مͬ�شود نتیجه استقرا فرض و P (e) = I ،P (xk)e = x٢k از استفاده با بنابراین

P (x٢k) =
(
P (x)

)٢k
.

� مͬ�کند. کامل را اثبات این و

متقارن مخروط ٣.١

مͬ�کنیم. بیان را آن ویژگͬ�های برخͬ متقارن، مخروط تعریف از پس بخش، این در

داشته ٠ ≤ α ≤ ١ که α هر و x, y ∈ K هر برای اگر است محدب K مجموعه الف) ١.١٣ تعریف
.αx+ (١− α)y ∈ K باشیم

.αx ∈ K باشیم داشته α ≥ ٠ و x ∈ K هر برای اگر مͬ�شود نامیده مخروط K مجموعه ب)


