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    گفتار پيش

الكترون  هر( هاآن اسپينبنا به  .است فرميونيا  بوزون  در نظريه مكانيك كوانتومي همه ذرات بنيادياصولا 

ذاتي،  اين اندازه حركت كهدارد مداري،  اي يهكاملاً مستقل از حركت زاو ،ذاتي اي هي حركت زاوياندازهيك 

نيمه صحيح  اسپين ذرات با ،).كوانتومي الكترون استاسپين چهارمين عدد  .شود اسپين الكترون ناميده مي

لازم يم يصحبت كنيم بايد بگو اگر بخواهيم با استعاره .گويند مي بوزونرا صحيح  اسپينبا  و ذرات فرميونرا 

ها با يك دور به فاز  اما بوزون ردندـدو دور كامل بچرخند تا به وضعيت ابتدايي خويش بازگ ها است فرميون

ها بوزون  و فوتون باشند ها همگي فرميون مي ها و حتي كوارك نيتريون ها، ها، لپتون الكترون .گردند مي براوليه 

فضاهاي اصلي گسترش نظريه  انگيزهبر يكديگر هاي اين دو ذره  ارـرفتتاثيرات زمان هممطالعه  .هستند

سازي رياضي  ها در واقع مدل  خمينه بيشنظريه يعني  .انند آن را زدهجرقه ها  يزيكدانـفاست كه  متقارن بيش

   )]۵[(اند ها در پي آن بوده فيزيكدانكه آن چيزي است 

 B. Kostant و] ٧[ F. A. Berezinهمچون پيشگام  فيزيكدانان توسطكه  يهندس  بيش اشياء اولين

فضاهاي حلقوي  ،شد ساخته رياضي هايسازي  مدل به وسيله] ١[ B. De Witt و] ۶[ D.A. Leitesو ]٢[

 و ]١٢[ Bernstein هندسه جبري توسط روش هاي ازاستفاده ، آن از پس. هستند جبري مدرج-Z2با بافه

D.A. Leites ]۶[ ي هندسه  هاي نظريه پايهسپس  .گرفتصورت  تقارن بيش مطالعه تعميق براي

 ه هاها و مقـال ابكتـتعدادبا واين وجود  –]١۵[ ،]١٣[ ،]١٢[-بنا نهاده شد ها خمينه   شبيروي ديفرانسيل 

 ،در واقع بيشتر تحقيقـات معطوف. نيست چندان چشمگير ها خمينه اني روي بيشريمــ هندسهي زمينه در

 .در دسترس نيست ريماني هاي  خمينه شبيـ تري از يكل  و نظريه باشد مي» Levi-Civita«اربه هموست

 .V. Sتقارن در دهه اخير فزوني يافته و اشخاصي چون روي مقوله بيشمندي به مطالعه  علاقه

Varadarajan ]١۵[ اند باره ارائه كرده خوبي در اينو تاًليفات  ه هامقال.  
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م مفاهي 1 فصلابتدا در  :پردازد و ساختار آن چنين است  مي ]١٠[ مرجع مطالب تشريح به نامه  ن پايا اين

د خواه هها پرداخت ترين مباحثي كه به آن مهم .شود ميها بيـان  خمينه و مورد نياز جهت مطالعه بيش اساسي

ها كه در اين  بر نظريه رسته و نظريه بافه اي ها، مقدمه ماتريس ها، بيش مدول جبرها، بيش بيش: عبارتند از شد

 تا دهد را  ميازه ـاجاين ، بافهمفهوم . رود ميبه شمار  ها خمينه ها به نوعي شالوده بناي بيش ميان نظريه بافه

  . شود هندسي ارائه اشياء براي توصيف واحد راه يك

كه به نوعي ساختار اصلي يك  مطالعه قرار خواهد گرفتمورد  ويحلق فضاي مفهومابتدا  2در فصل

همراه  به توپولوژيك يك فضايكه است  تشكيل شده از يك جفتوي حلقفضاي هر  .خمينه است بيش

واقع همان  در ورمذك توابع هـباف عادي، هاي خمينه براي  مثلا .دباش مي بر روي آن شده تعريف از توابعاي  بافه

از نظر  فضاهاي حلقوي بيشاي از  زير مجموعه عنوان بهها  خمينه  بيش معرفيسپس . است ��بافه توابع

خمينه  هاي شكافته شده و كاهيده وابسته به يك بيش خمينه پس ازآن به تشريح بيش. خواهد گذشت

در نهايت . تعميم داده خواهد شدها  خمينه روي بيشبه حساب ديفرانسيل مقدمات و بعد  شود پرداخته مي

 .شود بيان مينقاط به اجمال مبحث تابعگون ها  خمينه جهت رسيدن به يك درك و بينش بهتر از بيش

متقارن،  هاي بيش فضادر مطالعه  و ستها خمينه هاي لي كه زير مجموعه مهمي از بيش بيش گروه 3در فصل

ي يها نگاشت آنهمراه به است كه  اي هخمين بيش ،گروه لي بيشيك . شوند اجمالا معرفي مي ،شوند مي مطرح 

 بر حسب متدوال را كهروابط ها يك سري   اين نگاشتكه  چنان، دنشو مي رب و معكوس تعريفـضهاي   نام  به

به هر بيش گروه لي،  توان به طور طبيعي مي. سازند مي برآورده ،شود ميبيان  يايي مناسبـهاي جابج دياگرام

 .دباش مي چپ يهاي برداري ناوردا ميدان بيششامل  كه ردوابسته كرا    لي جبر بيشيك 

هاي  خمينه بيشتعريف خمينه،  هموستار روي يك بيش بيشبا معرفي متريك ريماني مدرج و  4در فصل

- ن هموستار لوياهيم معمول در هندسه ريماني همچومف گسترشو سپس به شود  ميبنا نهاده  ريماني

لينگ يكهاي  ها و ميدان ي موازي، ژئودزيكهاي بردار وردا در امتداد يك خم، ميدانچيويتا، مشتق هم

  .   پرداخته خواهد شد
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     1فصل 

  هندسه بيش پيش نيازهاي 

 مبحث هاييمهمترين  .شود ميان ـبي ها خمينه بيشجهت مطالعه مورد نياز و م اساسي ـدر اين فصل مفاهي

رسته و  اي بر نظريه ها، مقدمه ماتريس ها، بيش مدول بيشجبرها،  عبارتند از بيش شود ه ميها پرداخت نآكه به 

رض كنيد ـف. رود به شمار مي ها خمينه اي بيشها به نوعي شالوده بن ها كه در اين ميان نظريه بافه نظريه بافه

  .باشد ℂيا   ℝميدان، نشان دهنده �

    فضاهاي برداري  بيش 1....1

 يفضايمدرج است، يعني -	ℤضاي برداريـ، يك ف�روي ميدان� ضاي برداريـف يك بيش: 1.1.1تعريف

�دو زير فضايبرداري است كه بتوان آن را به  = ��⨁�
را زوج و ��وـعض بردارهاي. كرد زيهـتج

�����اگراست �|� دـبعاز  � همچنين. نامند رد ميـرا ف
� بردارهاي عضو = 
����و � = � .

��ياـاعض ∪ �
 پايينبه صورت � يهـن ناصفر باشد، درجـيك عنصر همگ� اگر. ندنام ن ميـرا همگ 

  .دشو مشخص مي |�|و با نماد تعريف

                  |�| = �0      ����1      ���

�  

�نماد ��|�
��فضاي برداري  بيش ⨁��  . كند را مشخص مي 

 �از يك نگاشت خطي از عبارت ، �ريبردافضاي  به بيش�ضاي برداريـف يك ريختي از بيش: 2.1.1تعريف
اي همگن را به ـل خطي كه اعضـي تبديـيعن .مدرج بودن تحت آن حفظ شود-	ℤ ت به طوري كهـاس�به

 را با نماد  �به�ضاي برداريـف بيش ها از ريختي ي همه ي مجموعه .اعضاي همگني از همان درجه نظير كند

� �!"#$(�, �  .دهيم نمايش مي(
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�اگر :3.1.1تعريف = ��⨁�
�و  = ��⨁�
,�)� � فضاي برداري باشند، بيشدو   �را (

,�)� �.در نظر بگيريد �به �ي خطي ازها نگاشت همه عه  مجمو �به  )1( به صورت بندي هدرجبا  (

  .شود برداري تبديل مي فضاي يك بيش

� �(�, �)� = {� )→ �=)    {+ حافظ درجه باشد| � �-"#$(�, �))   

)1(                                                       � �(�, �)
 = {� )→ �       {+ درجه را عوض كند|

�اگر: 4.1.1مثال = � �.|/
�و  = � ��|�

 :داريم  

� �(�, �)� = {01 00 23 �1 و   /×�2 ماتريس هايي با درايه هايي در � هستند|×.}       

� �(�, �)
 = 500 6� 03        .9/×68 و   .×�� ماتريس هايي با درايه هايي در � هستند7

  جمع مستقيم آنها با درجه بندي فضاي برداري باشند، حاصل دو بيش �و �هرگاه

(�⨁�); = �;⨁�;    

  .فضاي برداري خواهند بود نسوري آنها با درجه بندي زير بيشضرب تا و حاصل 

(�⨂�);  =  ∑ �>⨂�?>@?≡;(.BC	)    ⇒ � (�⨂�)� = (��⨂��) ⨁ (�
⨂�
) (�⨂�)
 = (��⨂�
) ⨁ (�
⨂��) �     

يك زير فضاي . يك پايه  متشكل از عناصر همگن است� فضاي برداري بيش منظور از يك پايه همگن براي

�به طوريكه است �از �، زير فضاي چون�همگن از = ��⨁�
�و ��و 
به ترتيب زير فضايي  

  .باشد 
�و ��از

جابجايي و  ، به طور طبيعي⨂برداري ضرب تانسوريدر دسته فضاهاي : و سازگاري آن ها قانون علامت

   برقرار )2(به صورت پذيرييكريختي طبيعي شركت �و �و Eبراي فضاهاي برداري در واقع .شركتپذير است
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  .است 

)2          (   (U⨂V)⨂W      ≃       JKKKL U⨂(V⨂W) , (M⨂�)⨂N ⟼ M⨂(�⨂N)                              

PQ,R � را به صورت يكريختي جابجايي همچنين ∶ �⨂� ⟶ �⨂�
            �⨂N ⟼ N⨂� داريم�. 

- جايكريختي  برايماند ولي  همان شكل فوق باقي مي هاي برداري يكريختي شركتپذيري بهفضا بيشبراي 

 .لازم است )3(بجايي تغييري به صورت 

)3              (    � PQ,R ∶ �⨂� ⟶ �⨂�                              
  �⨂N ⟼ (−1) |"| |V|N⨂� �     

دهنده سازگاري آن با يكريختي  كند كه نشان صدق مي) 1شكل(ضلعي  ابجايي در دياگرام ششـيكريختي ج

 .شركتپذيري است

 را آن توان اند زيرا با استفاده از خاصيت خطي مي مول اخير فقط عناصر همگن لحاظ شدهدر فر :5.1.1توجه

  

  1شكل 

  :همچنين داريم. به عناصر غيرهمگن گسترش داد

PQ,R ∘  PR,Q =  1Q⨂R     
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 خورد هاي فيزيكي و رياضياتي به چشم مي و نوشته اتمنشاء قانون علامت است كه در برخي تاليف )3(رابطه 

 .»آنها ايجاد خواهد شد جلويجا شوند يك علامت منفي  هب هرگاه دو عنصر فرد با هم جا«كند كه  بيان مي و

  /Z�Xعنصر باشد، براي يك Yهاي گروه جايگشت /Xفضاهاي برداري باشند و بيش /�و.... و 	�و  
�هرگاه

  .تعميم داد )4(جايي را به شكل توان يكريختي جاب مي

)4(               [ P\ ∶ �
⨂�	⨂ ⋯ ⨂ �/   ⟶ �\(
)⨂�\(	) ⨂ ⋯ ⨂�\(/)                       
 �
⨂�	⨂ ⋯ ⨂�/ ⟼ (−1)|\|�\(
)⨂�\(	)⨂ ⋯ ⨂�\(/)

�  

  ،كه در آن

|Z| ∶= ∑ |�?||�̂ | ? _ ^\(?)`\(^)           

    گانفضاي دو 2.1

∗ �، به صورت ∗ �گان آن،فضاي برداري باشد، دو يك بيش �گاههر = � �(�,  بنا. شود تعريف مي (�

  داريم براين

         (� ∗)� = � �(�, �)� = � �!"#$(�, �) = 5� )→ ��
|�      9+ حافظ درجه باشد7

                                                                 = 5� )→ ��
|� 7+(��) ⊂ �
, +(�
) ⊂ ��9 

                                                                                      = 5� )→ ��
|� 7cde + = �
 9     

      به طور مشابه و 

                                  (� ∗)
 = � �(�, �) 
 = 5� )→ ��
|� 7cde + = �� 9                    

 پس به طور كلي داريم
                                    (� ∗); = 5� )→ � �
|� 7cde + = �
f;  9            
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.〉 هرگاه , . 〉: � ∗ × � ⟶ ,j) كه � �) ⟼ 〈j, ز دوگاني سا جفتساز دوگاني باشد،  جفتنگاشت  〈�

  .شود تعريف مي )5( به صورت �و �فضاي برداري ضرب تانسوري دو بيش حاصل

 )5(                                                                       〈 . , . 〉: (�⨂�) ∗ × �⨂� ⟶ �   

           (k⨂j , �⨂N)  ⟼  〈k⨂j , �⨂N〉 =  (−1)|l||"|〈k, �〉〈j, N〉 

  سمت چپ باشد يا راست بستگي ندارد زيرا ∗ �به اينكه در ضرب تانسوريمنفي توجه كنيد كه علامت 

                                           (−1)|l||"| =  (−1)|m||V|    

يك نگاشت دو  nفضاي برداري و دو بيش �و �فرض كنيد: )سوريخاصيت جهاني ضرب تان( 1.2.1گزاره

�خطي از × �  ي يكتايتدر اين صورت ريخ. باشد oفضاي برداري سومي چون بيش تويبه  

                                                            p: � × � ⟶ o   

��Nو  ���كه براي هر موجود است به طوري   

     p(�⨂N) = n(�, N)      

  ∎.را ببينيد] 5[مرجع : برهان

=: توجه  �⨂�⨂. . . ⨂�rssstsssu
/ بار

-همچنين  مي. تعريف است خوش �فضاي برداري به ازاي يك بيش /⨂�   

;(�)Π ،) Πتغيير درجه  توانيم با استفاده از تابع = �
f;( ،را به/⨂� مفهوم �  .گسترش دهيم .|/⨂�

                        � �/|. ≔   � × � ×. . .× �rssstsssu
/ بار

×  Π(�) ×  Π(�) ×. . .× Π(�)rssssssstsssssssu
. بار

       

  :حال با استفاده از خاصيت جهاني داريم

                        � �⨂/|. ≔   �⨂�⨂. . . ⨂�rssstsssu
/ بار

⨂  Π(�)⨂ Π(�)⨂. . . ⨂Π(�)rssssssstsssssssu
. بار
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  .آيد كه قبلاً به آن اشاره شدضرب تانسوري بدست ميتعريف با استفاده  هر عنصر جهصورت در در اين

  جبر بيش 3.1

حال يك . باشدخطي مجهز كه به يك ضرب دو 1 برداريبه طور معمول يك جبر عبارت است از يك فضاي 

  .كنيم تعريف مي زيرجبر را به صورت  بيش

و در ( شركتپذيربه همراه يك ضرب  1فضاي برداري  ست از يك بيشا عبارت ،رجب يك بيش: 1.3.1تعريف

1⨂1  :) يكداربيشتر مواقع  ⟶ 1  xيعني داري استهاي برفضا بيش يـــريخت كه در واقع يك ،

 1;1> ⊆ x جابجائي است هرگاه )بيش( 1 جبر يم بيشيگومي. <@;1 ∘ Pz,z = x،  اين بدان معني است

|}در هم ضرب شوند از قانون  | و }كه اگر عناصر همگن  =    .كنند تبعيت مي }||~||{|(1−) 

x داريم 1⨂1⨂1بدين معني است كه روي1 جبر شركتپذيري بيش ∘ x⨂�� = x ∘ ��⨂x ) شكل

P(|})يعني، )2 = {(|P) ،دار است هرگاه به ازاي هر يك 1همچنين جبر{ ∈  داشته باشيم ،1

                                            x(1⨂{) =  x({⨂1) = {        

.1يعني،  { = {. 1 = {.  

  

  2شكل 

  .جبر خواهد بود  نيز يك بيش 6⨂1فضاي برداري بيش )6(جبر باشند با ضرب  دو بيش6 و 1هرگاه 

)6 (                                                                      ({⨂|)(P⨂�) =  (−1)|~||$|{P⨂| 



 

٩ 

 

   .جبر تانسوري را تعريف كنيم شركتپذير قصد داريم بيش جبر يك بيش به عنوان مثالي از

  اي برداري ــفض است از بيش ارتــجبر تانسوري عب بيش. ر باشدـــجب يك بيش �دفرض كني: 2.3.1تعريف

+(�) = �(�)+كه در آن  /⨂� ��/⨁ = 
(�)+ و /⨂� / زوج⨁ =  به همراه، /⨂� / فرد⨁

   .شود تعريف مي )7(به صورت  -,��خطي نگاشت دو از طريقضرب طبيعي كه 

)7(                                                                              ��,-: � ⨂� × � ⨂� ⟶ � ⨂(�@-)   

                    ��,-(�;�⨂ ⋯ ⨂�;�  , N>�⨂ ⋯ ⨂N;�) = �;�⨂ ⋯ ⨂�;�⨂N>�⨂ ⋯ ⨂N;�   

ها را شركتپذير و يكدار در نظر جبر همه بيش اين پس ما از .شركتپذير و يكدار است جبر بيشيك  (�)+

يد شده توسط عناصر ايده آل تول  �zگاههرواضح است كه  .شود مگر اينكه مشخصاً خلاف آن ذكرگيريم  مي

1باشد در اين صورت 1جبر جابجايي فرد از يك بيش �z �  خواهد بود ) زوج ( يك فضاي برداري معمولي.  

1 :4.3.1مثال = ���
, �	, … , ��, �
, �	, … , ��
�را در نظر بگيريد كه در آن �, �	, … , ��متغير  


�و )زوج ( هاي معمولي , �	, … , ��1، به اين معني كه برايفرد هستند متغيرهاي  ≤ � , � ≤  داريم   �
                                                         �;�> = −�>�;       

�∀دهد كه نتيجه مي تساوي اين(   ∶ �;	 = را به صورت حاصلضرب 1 نيمتوا به بيان ديگر مي. )0


���تانسوري, �	, … , ���⨂⋀(�
, �	, … , ��
�)⋀، كه در آن منظور ازببينيم (, �	, … , ��جبر  (


�طـتوس  ارجي توليد شدهـخ, �	, … , ��  به و است ابجاييـجبر ج يك بيش 1وان ديد كهـت مي. باشد مي 

  .شود مدرج مي )8(صورت 

                                   �� = �;
�;	 … �;�    ,   |�| = e    ,     n�, n� ����
, �	, … , ���    

)8(                                                1� = {n� + ∑ nزوج��� |�|   |  � = {�
 < ⋯ < ��}}    


