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¢¤�õ ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ø ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ �� ��¨�õ üÎ¡Â�è ý�û´ª�Ú÷ ¥� ý�ù¢¤ �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¤¢¢��ø üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ø ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ß�� �î üÏ�±�¤� �� ���� �� .À÷Â�ðüõ ¤�Âì ü¨¤Â��� ö���üõ �¤ üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ý�Â� ´��� �ÎÖ÷ °þÂÖ� ø ¢��ø ���õ¥ ¤¢ ùÀª ´��� ý�þ�Ìì ,¢¤�¢��Ìì ×þ ��ßþ� ¤¢ �õ ,ñ�� ßþ� �� .¢Â� ¤�î �� ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ÂÔ¬ °þÂÖ� ø ¢��ø ¢¤�õ ¤¢ ý�½÷üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ¥� ÛÖµÆõ ¤�Ï �� �¤ ùÀ�þ��ê� �f þ�ì ø ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ý�Â� ÂÔ¬ ý¢��øý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ ý�ù¢��÷�¡ ý�Â� �¤ íÂµÈõ ÂÔ¬ üÎþ�Âª ´½� ß��»Þû .Ý��îüõ ö���×þ ÂÔ¬ °þÂÖ� ý�Â� �¤ ¢¤�Ø�� ¤�ÂØ� ©ø¤ üþ�ÂÚÞû ø Ý�÷¥üõ °þÂÖ� öÂ³ó�û ¤�ÂØ� ©ø¤ �� ,ùÀ�þ��ê�-m.Ý��îüõ ��±�� ,ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ø �µ�È³�ó ´ª�Ú÷üó�½� �ó¢�ãõ ü¨¤Â� ,´¨� ù¢�� �ÂÎõ ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ �� ù¤��Þû �î üÞúõ ¶½�u0(t) +Au(t) = 0 ; u(0) = x;×þ A : D � E �! E , �÷� � ý�Ìê ×þ E ö� ¤¢ �î Àª��üõ ���� üþ�µØþ ø ¢��ø ÂÑ÷ �ÎÖ÷ ¥�Â�üÜî �¤�¬ ×þ ý�Â� �¤ ���� ¢��ø Íþ�Âª ��¹÷�Â¨ .Àª��üõ ´��� ýÂÊ�ä x 2 D ø ùÀ�þ��ê� ÂÚÜÞäý�Â� ´��� �ÎÖ÷ °þÂÖ� ø ¢��ø ���õ¥ ¤¢ �þ�Ìì ßþ� ¢Â�¤�î �� ´þ�ú÷ ¤¢ ø Ý��îüõ ö��� üó�½� �ó¢�ãõ ¥�.´¡�¢Â� Ý�û��¡ ü®�±Ö÷� �±ª �fþ�ì ø ü®�±Ö÷� �±ª ý�û´ª�Ú÷
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´¨Âúê�½Ô¬ ö���ä1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¤�µÔðÇ��6 ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ ø Óþ¤�ã� .ñø� ÛÊê6 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¥��÷Ç�� 1-113 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ���ð ÂþÁ�ÕµÈõ â��� 2-114 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÕµÈõ Âþ¥ 3-118 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¤��Þû ´¡���Øþ ¤�Ï �� ø ¤��Þû  �÷�� ý�û�Ìê 4-120 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀª ñ�õÂ÷ ü÷�ðø¢ ´ª�Ú÷ 5-122 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �À½õ �fÀ�î� ý�Ìê 6-122 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ø ùÀ�þ��ê�-m ,ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ 7-126 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü®�±Ö÷� �±ª �fþ�ì ø ü®�±Ö÷� �±ª ý�û´ª�Ú÷ 8-129 (IV P ) �ó¢�ãõ ���� ¤¢ ¶½� .�ø¢ ÛÊê30 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¢Â�¤�î Ýó À�� 1-240 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (IV P ) �ó¢�ãõ ���� ¢��ø ¤¢ ¶½� 2-244 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üó�½� �ó¢�ãõ ���� 3-246 ´��� �ÎÖ÷ ø ÂÔ¬ ¢��ø ��Ìì .��¨ ÛÊê47 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ûÂÚÜÞä ¥� ü¡Â� ý�Â� ÂÔ¬ ¢��ø 1-351 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ó�ã® ü÷ø¤¢ ¯Âª 2-32



53 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�þ��ê� �fþ�ì Ó�ã® ¤�Ï �� ý�ûÂÚÜÞä ý�Â� ÂÔ¬ ¢��ø 3-356 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�þ��ê� Ó�ã® ¤�Ï �� ý�ûÂÚÜÞä ý�Â� ÂÔ¬ ¢��ø 4-357 ´��� �ÎÖ÷ ø ÂÔ¬ °þÂÖ� .�¤�ú� ÛÊê57 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¥��÷ ¢¤�õ Ýó À�� 1-465 : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�þ��ê�-m ý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ ý�ù¢��÷�¡ ý�Â� üþ�ÂÚÞû ��Ìì 2-470 : : : : : : : : : : : : : : : : ü®�±Ö÷� �±ª ý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ ý�ù¢��÷�¡ ý�Â� üþ�ÂÚÞû ��Ìì 3-472 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ�þ��ê� �fþ�ì �µ�È³�ó ´ª�Ú÷ ×þ ý�Â� ¢¤�Ø�� ¤�ÂØ� ©ø¤ üþ�ÂÚÞû 4-476 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü¨¤�ê �� üÆ�ÜÚ÷� �õ�÷ ù��ø78 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â���õ
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�û¢�Þ÷ ´¨Âúê~R f+1g ��ÞÌ÷� �� üÖ�Ö� ¢�Àä� ö�À�õ�f f â��� ÕµÈõ Âþ¥IntD D ü÷ø¤¢ ¯�Ö÷D(f) f â��� Â��bõ ��õ�¢E ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�ÌêE� E ö�ðø¢ ý�ÌêFix(T ) T â��� ´��� ¯�Ö÷ �ä�Þ¹õN(T ) T â��� ÂÔ¬ �ä�Þ¹õhx; fi x �ÎÖ÷ ¤¢ f â��� ¤�ÀÖõJ ùÀª ñ�õÂ÷ ü÷�ðø¢ ´ª�Ú÷IV P ��óø� ¤�ÀÖõ �� �ó¢�ãõ! ý�ì üþ�ÂÚÞû*� �Ó�ã® üþ�ÂÚÞûC1 �µ¨��� ÕµÈõ �� ÂþÁ�ÕµÈõ â���� �ä�Þ¹õd(x;D) D �ä�Þ¹õ ¥� x �Ü¬�ê
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¤�µÔðÇ��
1ùÀ�þ��ê� �¤ A : D(A) � E �! E ÂÚÜÞä ,Àª�� üÖ�Ö� ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ E À��î ÂêÝ�ª�� �µª�¢ � > 0 Âû ø x; y 2 D(A) Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷k x� y k�k x� y + �(Ax�Ay) k :2ùÀ � þ�� ê�-m �¤ A ù� ðö� ,À ª� � E Â ��Â � I + �A Â Ú Ü Þ ä ¢Â � , � > 0 Â û ý�Â � Â ð� ß þ� Â � ùø� äý�û´ª�Ú÷ ù¢¤ (.Àª��üõ ü÷�Þû ÂÚÜÞä ø A ÂÚÜÞä ��õ�¢ °��Â� �� I ø D(A) ¥� ¤�Ñ�õ).À�õ�÷üõ�î üÞúõ ý�ÜÿÆõ .À÷Àª üêÂãõ 4���î ø 3¤¢ø�Â� Í¨�� 1967 ñ�¨ ¤¢ ,ùÀ�þ��ê�-m ø ùÀ�þ��ê� üÎ¡Â�è.Àª��üõ �ûö� ý�Â� ÂÔ¬ °þÂÖ� ø ¢��ø ,´¨� �ÂÎõ �û´ª�Ú÷ ßþ� ¢¤�õ ¤¢5ùÀ�þ��ê� �fþ�ì �¤ A : D(A) � E �! E ÂÚÜÞä ,Àª�� üÖ�Ö� ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ E À��î ÂêÝ�ª�� �µª�¢ � > 0 Âû ø x; y 2 D(A) Âû ý�Â� �îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õ ý�k 2 (0;1) ù�ðÂû À�õ�÷k x� y k�k x� y + �[(A� kI)x� (A� kI)y℄ k :°þÂÖ� ø ¢��ø ÂÑ÷ �ÎÖ÷ ¥� ,ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ý�û´ª�Ú÷ ,ùÀ�þ��ê� ý�ûÂÚÜÞä ü¨¤Â� Â� ùø�ä �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¤¢.À÷Â�ðüõ ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ ��÷ ÂÔ¬��óø� ¤�ÀÖõ �� Û�Æ÷�ÂÔþ¢ �ó¢�ãõ ü¨¤Â� ,´¨� ù¢�� �ÂÎõ ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ �� �È�Þû �î üÞúõ ¶½�u0(t) +Au(t) = 0 ; u(0) = u0; (1)aretive1m-aretive2Browder3Kato4strongly aretive55



�� .Àª��üõ ñ�ú¹õ â��� u : [0;+1) �! D(A) ø u0 2 D(A) ,ùÀ�þ��ê� ýÂÚÜÞä A ö� ¤¢ �î Àª��üõü���� ý�¤�¢ (1) �ó¢�ãõ Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� D(A) ¤¢ ýÂÔ¬ ý�¤�¢ A ÂÚÜÞä �î ¢�ªüõ ùÀþ¢ ��®øÛ��Æõ ¥� ý¤��Æ� ø ´¨� éøÂãõ 6üó�½� �ó¢�ãõ �� ,üÜî ´ó�� ¤¢ (1) �ó¢�ãõ .Àª�� (t ¥� ÛÖµÆõ) ´���.À÷�ªüõ ý¥�¨ñÀõ ��¢�ãõ á�÷ ßþ� Í¨�� üØþ��ê���� ü®�±Ö÷� �±ª ý�û´ª�Ú÷ ù¢¤ �� ¯�±�¤� ´ú� ¥� ´��� �ÎÖ÷ �þÂÑ÷ ¤¢ ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ß��»Þû�fþ�ì �¤ U : D(U) � E �! E ÂÚÜÞä ,Àª�� üÖ�Ö� ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ E À��î Âê .À÷�´�Þû�Ý�ª�� �µª�¢ � > 0Âû ø x; y 2 D(U) Âû ý�Â� �îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õ ý�t > 1 Âð� À�õ�÷ 7ü®�±Ö÷� �±ªk x� y k�k (1+ �)(x� y)� �t(Ux� Uy) k :.À�õ�÷üõ 8ü®�±Ö÷� �±ª �¤ U , t = 1´ó�� ¤¢Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� (ü®�±Ö÷� �±ª �fþ�ì) ü®�±Ö÷� �±ª U ÂÚÜÞä �î ¢Âî Ý�û��¡ �Ñ��õ ñø� ÛÊê ¤¢�fþ�ì) ü®�±Ö÷� �±ª ÂÚÜÞä ý�Â� üµ��� �ÎÖ÷ x ÂÚþ¢ �¤�±ä �� �þ ,Àª�� (ùÀ�þ��ê� �fþ�ì) ùÀ�þ��ê� A = I � U.Àª�� A = I � U (ùÀ�þ��ê� �fþ�ì) ùÀ�þ��ê� ÂÚÜÞä ý�Â� ýÂÔ¬ x Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� U (ü®�±Ö÷� �±ª��÷ �� üÎ¡Â�è ý�û´ª�Ú÷ ¥� üÞúõ ù¢¤ �� üØþ¢�÷ ¤��Æ� ¯�±�¤� ùÀ�þ��ê� ý�ûÂÚÜÞä ÂÚþ¢ ù�ðÀþ¢ ¥�.Àª�� C � E ø üÖ�Ö� ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ E À��î Âê .À÷¤�¢ 9üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷Ý�ª�� �µª�¢ x; y 2 C Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷ üÏ�Æ±÷�Â�è �¤ T : C �! E ´ª�Ú÷k Tx� Ty k�k x� y k :�ä�Þ¹õ °��Â� �� �¤ F (T ) = fx 2 D(T );Tx = xg ø N(T ) = fx 2 D(T );Tx = 0g ý�û�ä�Þ¹õ.Ý��îüõ ÓþÂã� T ´ª�Ú÷ ´��� ¯�Ö÷ �ä�Þ¹õ ø ÂÔ¬�� ×þ , � > 0 Âû ý�Â� , I + �A ,üðÀ�þ��ê� ÓþÂã� �� � � � ,Àª� � ùÀ� þ��ê� ýÂÚÜÞä A À��î Âêù�ðö� ,Àª�� x; y 2 D(J�) = R(I + �A) ø J� = (I + �A)�1 Âð� .´¨� ÂþÁ�öø¤�ø �¹�µ÷ ¤¢ ø ×þùÀ�þ��ê� ¥� üêÂÏ ¥� . y = (I + �A)y0; x = (I + �A)x0 �îý¤�Ï�� À÷¤�¢ ¢��ø ý�x0; y0 2 D(A)Àþ�üõ ´¨¢ �� A ö¢��k (I + �A)�1x� (I + �A)�1y k = k x0 � y0 k�k x0 � y0 + �(Ax0 �Ay0) kevolution equation6strongly pseudo-ontrative7pseudo-ontrative8nonexpansive96



= k (I + �A)x0 � (I + �A)y0 k=k x� y k :,� > 0 Âû ý�Â� Âð� �î ¢Âî Ý�û��¡ �Ñ��õ �¤�¬ ß�Þû �� .´¨� üÏ�Æ±÷�Â�è J� ÂÚþ¢ �¤�±ä ��. F (J�) = N(A) ß��»Þû ø ´¨� ùÀ�þ��ê� ýÂÚÜÞä A ù�ðö� ,Àª�� üÏ�Æ±÷�Â�è J� ´ª�Ú÷ý�û´ª�Ú÷ ý�Â� ´�� � �ÎÖ÷ ¢��ø ���õ¥ ¤¢ ùÀª ´�� � ý�û��Ìì ö�� �üõ ¤�îÁõ ¯�± �¤� � � ���� � �ßþ� ¥� üþ�û�÷�Þ÷ �� ö���üõ �î ¢Â� ¤�î �� ��÷ ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ÂÔ¬ ý�Â� üä�÷ �� �¤ üÏ�Æ±÷�Â�è.¢Âî ù¤�ª� [3;4;12;17℄ â���õ ¤¢ �û��ÌìÀª��üõ ´��� ¯�Ö÷ ßþ� °þÂÖ� �� ¯��Âõ ,üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ´��� �ÎÖ÷ ý�û��Ìì ¥� ýÂÚþ¢ Ç¿�.¢�ªüõ ´ê�þ [13;14;15;18;22;23℄ â���õ ¤¢ �ûö� ¥� üþ�û�÷�Þ÷ �îü�À½õ �ä�Þ¹õÂþ¥ ýø¤ �î üÏ�Æ±÷�Â�è ´ª�Ú÷ ¢�¡ ×þ ´��� �ÎÖ÷ °þÂÖ� ý�Â� 1971 ñ�¨ ¤¢ íÂî¤�ÂØ� �ó�±÷¢ ,´¨� ùÀª ÓþÂã� 10�À½õ ´¡���Øþ ¤�Ï ��  �÷�� ý�Ìê ×þ ¥�xn+1 = �0xn + �1Txn + �2T2xn + � � �+ �rT rxn ; n � 0;.¢Âî üêÂãõ ,Àª��üõ �i � 0; �0 > 0;Pri=0 �i = 1 ö�¤¢ �î �¤üû� � µ õ ù¢�� ÷�¡ ×þ (i = 1;2; : : : ; k); Ti : C �! C ø C � E , � ÷� � ý�Ìê ×þ E À� � î Âê´ �� � ¯� Ö ÷ � ä� Þ ¹ õ ý�¤�¢ � î fTigki=1 ù¢�� ÷� ¡ Ý � þ� ðü õ ,À ª� � ü Ï� Æ ± ÷�Â � è ý� û´ ª� Ú ÷ ¥�ü óø� ÷Â � è â �� � ù� ðÂ û ,À � îü õ ëÀ ¬ A ¯Â ª ¤¢ ,À ª� �ü õ F = Tki=1 F (Ti) 6= ; íÂ µ È õ�(�) > 0 , � 2 (0;+1) Âû ý�¥� �� ø �(0) = 0 �îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õ � : [0;+1) �! [0;+1)d(x; F ) = inffk x� z k; z 2 Fg �î k x� Sx k� �(d(x; F )) Ý�ª�� �µª�¢ x 2 C Âû ý�Â� ß��»Þû ø�¤�¬ �� S ´ª�Ú÷ øS = �0I + �1T1 + �2T2 + � � �+ �kTk;. �i � 0; �0; �1 > 0;Pki=0 �i = 1 ö� ¤¢ �î Àª��üõ¤�À÷�Âî ø �µÆ� ,�À½õ ,üú��÷ �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ C Âð� �î À÷¢�¢ ö�È÷ 11Ç÷�¤�ØÞû ø ��ó , 2000 ñ�¨ ¤¢ù�ðö� ,À�î ëÀ¬ A ¯Âª ¤¢ fTigki=1 üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ù¢��÷�¡ ø Àª�� E üÖ�Ö�  �÷�� ý�Ìê ¥�¢¤�Ø�� ¤�ÂØ� ©ø¤ ¥� Û¬�� fxngn�1 �ó�±÷¢xn+1 = Sxn ; n � 0; (2)uniformly onvex10Liu et al117



.´¨�ÂÚÞû �ûfTigki=1 íÂµÈõ ´��� �ÎÖ÷ �� , x0 2 C ù��¿ó¢ ý¥�è� �ÎÖ÷ ��ý�Ìê ×þ ¥� �À½õ ø �µÆ� �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ C Âð� �î ¢Âî ´��� 1967 ñ�¨ ¤¢ 12öÂ³ó�û ¤�� ß�óø�©ø¤ ¥� Û¬�� ý�ó�±÷¢ ù�ðö� ,Àª�� F (T ) 6= ; �� üÏ�Æ±÷�Â�è ´ª�Ú÷ ×þ T : C �! C ø �Â±Ü�û¤�ÂØ�xn+1 = �nu+ (1� �n)Txn ; n � 0;T ´�� � �Î Ö ÷ � � f�ng � [0;1℄ ý� ó� ± ÷¢ ýø¤ üÎ þ�Â ª ´½ � ,ù��¿ ó¢ x0 2 C ø ´ �� � u 2 C � �´¡���Øþ ¤�Ï ��  �÷�� ý�û�Ìê ¤¢ �¤ öÂ³ó�û ¤�ÂØ� ©ø¤ üþ�ÂÚÞû , 2002 ñ�¨ ¤¢ 13�¡ .´¨�ÂÚÞûÍþ�Âª ´½� 14¤��Þû. limn!1 �n = 0; f�ng � [0;1℄ (1. P1n=0 �n =1 (2. limn!1 �n��n�1�n = 0 (3ÏÂª ø (2) , (1) Âê �� f�ng ý�Â� �¤ ��Ìì ß�Þû 15ö�Þµþø .¢Âî ´���. P1n=0 j�n+1 � �nj <1 (30¤�Ï �� �Â÷ �� 16�À½õ �fÀ�î� ø ü¨�Øã÷�  �÷�� ý�Ìê ×þ E �î ¢�ª Âê Âð� ß��»Þû .¢Âî ��±��� � üÏ�Æ ± ÷�Â �è ý�û´ª�Ú ÷ (i = 1;2; : : : ; k); Ti : E �! E ø Àª� � 17� �� ð Â þÁ �Õ µÈõ ´¡�� �Ø þý�ó�±÷¢ ù�ðö� ,Àª�� ý��ó�±÷¢ �µ¨��� Ó�ã® ¤�Ï �� J�1 : E� �! E ø À�ª�� F = Tki=1 F (Ti) 6= ;�î ´¨� ý���Ìì ßþ� .´¨�ÂÚÞû Ó�ã® ¤�Ï �� ,�ûTi íÂµÈõ ´��� �ÎÖ÷ �� (2) ¤�ÂØ� ©ø¤ ¥� Û¬��.Àª ´��� 2002 ñ�¨ ¤¢ 18Ù÷�� Í¨��¶½� ø ¥�� ÷ ¢¤�õ ��óø� ý�ûÝó ø Óþ¤�ã� �� ñø� ÛÊê ¤¢ .´¨� ÛÊê ¤�ú� Â� ÛÞµÈõ �õ�÷ö�þ� � ßþ�ø ¢��ø ¤¢ ¶½� �� �ø¢ ÛÊê ¤¢ .´¡�¢Â� Ý�û��¡ ùÀ�þ��ê�-m ø ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ,ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ Ûõ�îý�û��Ìì ¥� ß��»Þû ø Ýþ¥�¢Â� üõ °¨��õ ý�ûÂê ø Íþ�Âª ´½� ,üó�½� �ó¢�ãõ ý�Â� ���� üþ�µØþ�î ùÀ�þ��ê� ø ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ý�û´ª�Ú÷ ý�Â� ÂÔ¬ ý¢��ø ��Ìì ×þ ��±�� ý�Â� ÛÊê ßþ� ¤¢ ùÀª ´���Halpern12Xu13uniformly smooth14Witmann15stritly onvex16uniformly Gateaux di�erentiable17Jung188



¤¢ ´þ�ú÷ ¤¢ .ÝþÂ�ðüõ ùÂú� ,¢¢Âðüõ ö��� ��¨ ÛÊê ¤¢ üÏ�Æ±÷�Â�è ý�û´ª�Ú÷ ¥� ÛÖµÆõ ¤�Ï ��¤�ÂØ� ©ø¤ �� ùÀ�þ��ê�-m ý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ ý�ù¢��÷�¡ ý�Â� �¤ íÂµÈõ ÂÔ¬ �¤�ú� ÛÊêý�û´ª�Ú÷ ¥� üû��µõ ý�ù¢��÷�¡ ý�Â� 19¢��úª ø ��ð¥ Í¨�� �f ±ì ��Ìì ßþ� .Ý�÷¥üõ °þÂÖ� öÂ³ó�ûíÂµÈõ ÂÔ¬ ö���üõ ,��Ìì ßþ� ¥� ü¹þ�µ÷ ö���ä �� ßþ� Â� ùø�ä .[24℄¢�� ùÀª ´��� ,ùÀ�þ��ê�-mý�ù¢��÷�¡ ý�Â� �¤ íÂµÈõ ´��� �ÎÖ÷ ø ,�µ¨��� ø ùÀ�þ��ê� ý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ ý�ù¢��÷�¡©ø¤ üþ�ÂÚÞû Ûõ�ª �¤�ú� ÛÊê ß��»Þû .¢¥ °þÂÖ� ü®�±Ö÷� �±ª ý�û´ª�Ú÷ ¥� �¤�Þª üû��µõ�÷ø �õ�À�� 1998 ñ�¨ ¤¢ .Àª��üõ �µ�È³�ó ø ùÀ�þ��ê� �f þ�ì ´ª�Ú÷ ×þ ÂÔ¬ °þÂÖ� ý�Â� ¢¤�Ø�� ¤�ÂØ�´äÂ¨ üóø ,[5℄À÷¢¥ °þÂÖ� �µ�È³�ó ø ùÀ�þ��ê� �fþ�ì ´ª�Ú÷ ×þ ý�Â� �¤ ÂÔ¬ ,üÎþ�Âª ´½� ,20×�Ü�¨�.´¨� ÂµÈ�� ×�Ü�¨� ø �õ�À�� ¤�ÂØ� ©ø¤ ¥� °��Âõ �� ¢¤�Ø�� �ó�±÷¢ üþ�ÂÚÞû:´¨� ùÀª Ý�Ñ�� ø ��ú� Âþ¥ ý�û�ó�Öõ §�¨� Â� �õ�÷ö�þ�� ßþ�1) Ciri, L. and Ra�q, A. and Caki, N. "On Piard iterations for strongly aretiveand strongly pseudo-ontrative lipshitz mappings," Nonlinear Analysis, vol. 70,pp. 4332-4337, 2009.2) Deimling, K. "Zeros of aretive operators,"Manusripta Math. vol. 13, pp. 365-374,1974.3) Martin, R. H. "Di�erential equations on losed subsets of a Banah spae," Trans.Amer. Math. So. vol. 179, 399-414, 1973.4) Ofoedu, E. U. "Iterative approximation of a ommon zero of a ountably in-�nite family of m-aretive operators in Banah spaes," Fixed Point Theory andAppliations, ID 325792, doi:10.1155, 2008.
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1 ÛÊê
ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ ø Óþ¤�ã�

â �� � ý�Â � .´ ¨� × þ�� ó� �� � ý¤�¢Â � ý� Ì ê × þ X Ý � � îü õ Â ê Û Ê ê ß þ� ¤¢ý�ä�Þ¹õ , f : X �! ~R = (�1;+1℄D(f) = fx 2 X; f(x) < +1g;. D(f) 6= ; ù�ðÂû À�õ�÷ 2ùÂ¨ �¤ f ß��»Þû ø À�õ�÷üõ f 1Â��bõ ��õ�¢ �¤¥��÷Ç�� 1-1Ý�ª�� �µª�¢ � 2 [0;1℄ Âû ø x; y 2 X Âû ý�Â� ù�ðÂû ,À�õ�÷ �À½õ �¤ f : X �! ~R â��� : ý¤ø�¢�þf(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):.´¨� �À½õ D(f) ,f �À½õ â��� ý�Â� �î ¢¢Âðüõ �Ñ��õ ��®ø �� : ����e�etive domain1proper210



ø F : D �! Y , X ¥� ý¥�� �ä�Þ¹õÂþ¥ D ø üÖ�Ö�  �÷�� ý�û�Ìê Y;X À��î Âê : 1.1 ÓþÂã�À� ,Àª�� x 2 Dlimt!0+ F (x+ ty)� F (x)t = F 0+(x; y);Ýþ¤�¢ ß��»Þû .À�õ�÷üõ y 2 X ¤�¢Â� ´ú� ¤¢ ø x ¤¢ F ¤�¢´ú� ÕµÈõ ,¢��ø �¤�¬ ¤¢ �¤F 0�(x; y) = �F 0+(x;�y):�êÂÏ ×þ ÕµÈõ ý�¤�¢ t 2 IntD(') Âû ¤¢ ' ù�ðö� ,Àª�� �À½õ ' : R �! ~R â��� Âð� : 1.1 Ýóø ù¢��'0�(t) � '0+(t): (1)Ýþ¤�¢ t1 < t2 �î t1; t2 2 IntD(') Âû ý�Â� ßþ� Â� ùø�ä'0+(t1) � '(t2)� '(t1)t2 � t1 � '0�(t2): (2).¢�ª �ã��Âõ [6℄ â±�õ �� : ö�ûÂ�¤�ÂìÂ� ��÷ ,Àª��üõ t1 < t2 �î t2 2 R Âû ø t1 2 IntD(') Âû ý�¥� �� (2) ¤¢ ýø�Æõ�÷ ß�óø� : �µØ÷.´¨�ü ÷ø¤¢ � Î Ö ÷ × þ ¥� ý�üÚ þ� Æ Þ û ýø¤ � î À ª� � ü �À½ õ â �� � f : X �! ~R Â ð� : 1.1 ��Ìì.Àª��üõ �µ¨��� IntD(f) ýø¤ f ù�ðö� ,´¨� ¤�À÷�Âî ��� ¥� x0 2 D(f)U À��î Âê ß��»Þû . f(x0) = 0; x0 = 0 ¢Âî Âê ö���üõ �ÜÿÆõ ´�Üî ¥� ßµ¨�î öøÀ� : ö�ûÂ�. f(x) �M <1 Ý�ª�� �µª�¢ x 2 U Âû ý�Â� �îý¤�Ï�� Àª�� �bÀ±õ ¥� ý�üÚþ�ÆÞûÝþ¤�¢ x 2 �W Âû ø � 2 (0;1) Âû ý�Â� . W = U T(�U) À�û¢ ¤�Âì ñ��f(x) = f(� � x� + (1� �) � 0) � �f(x� ) � �M: (3)ÂÚþ¢ éÂÏ ¥�0 = f(0) = f( 11+ � � x+ (1� 11+ �)(�x� )) � 11+ �f(x) + �1+ �f(�x� ):11



ßþ�Â����11+ �f(x) � ��1+ �f(�x� ); �þf(x) � ��f(�x� ) � ��M: (4)ý�Â� .´¨� �µ¨�� � ÂÔ¬ ¤¢ f ü�ãþ , jf(x)j � �M Àþ�üõ ´¨¢ �� x 2 �W Âû ý�Â� (4) ø (3) ¥�´¨� ¢���õ y ñ�� üÚþ�ÆÞû ×þ , y 2 IntD(f) Âû ý�¥� �� �î Ý�û¢ ö�È÷ ´Æ�ê�î ��±�� Û�ÞØ�.´¨� ¤�À÷�Âî ��� ¥� ,üÚþ�ÆÞû ö� ýø¤ f �îý¤�Ï���Â þ¥) . �y 2 D(f) � îý¤� Ï� � ´¨� ¢� �� õ ý�� > 1Å� ,´¨� ¥� � ý�� ä� Þ¹ õ IntD(f) ö��1 < � < rk + 1 ö���üõ , Sr(y) = fx 2 X; jx � yj < rg � D(f) �îý¤�Ï�� ´¨� ¢���õ ý�r > 0Â û ý�Â � ù� ðö� ,À ª� � Â Ô ¬ ñ� � ü Ú þ� Æ Þ û ö� Þ û W Â ð� (. k y k= k � î ¢Â î ¤� � µ ¡� �¤´ª�÷ ö���üõ x 2 y + (1� 1� )W = Vyx = y + (1� 1� )z = 1� (�y) + (1� 1� )z;�Áó . x 2 D(f) ¢¢Âðüõ ùÀû�Èõ D(f) ö¢�� �À½õ ¥� , 0 < 1� < 1 ö�� . z 2W � D(f) �îy + (1� 1� )W � D(f);Àû¢üõ �¹�µ÷ x 2 Vy Âû ý�Â� , f â��� ö¢�� �À½õ ö�þ�� ¤¢ øf(x) � 1� f(�y) + (1� 1� )f(z) � 1� f(�y) + (1� 1� )M <1:.´¨� ¤�À÷�Âî ��� ¥� ,üÚþ�ÆÞû ö� ýø¤ f �îý¤�Ï�� ´¨� ¢���õ y ñ�� Vy üÚþ�ÆÞû Å�f : X �! ~R ùÂ¨ �À½õ â��� ù�ðö� ,Àª�� üû��µõ Àã� �� ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ X Âð� : 1.1 �¹�µ÷.´¨� �µ¨��� IntD(f) ýø¤� > 0 ¢Àä .Àª�� X ý�Â� ý��þ�� fei;1 � i � ng ø dimX = n , 0 2 IntD(f) À��î Âê : ö�ûÂ�Ý�ª�� �µª�¢ �î Ý��îüõ ¤��µ¡� ×��î ¤Àìö� �¤V = fx 2 X;x = nXi=1xiei;0 < xi < �ng � D(f):12



´ª�÷ ö���üõ x 2 V Âû ý�¥� ��x = nXi=1xiei = nXi=1 xi� � �ei + (1� nXi=1 xi� ) � 0¢�ªüõ �¹�µ÷ 0 <Pni=1 xi� < 1 ø f ö¢�� �À½õ ¥�f(x) � nXi=1 xi� f(�ei) + (1� nXi=1 xi� )f(0) � 1n nXi=1 jf(�ei)j+ jf(0)j:.¢�ªüõ Û¬�� IntD(f) ýø¤ üÚµ¨��� ,(1.1) ��Ìì ¥� ñ�� ,´¨� ¤�À÷�Âî ��� ¥� V ýø¤ f ßþ�Â����3´±·õ ßÚÞû �¤ f : X �! Y â��� .À�ª�� üÖ�Ö� ý¤�¢Â� ý�û�Ìê X;Y À��î Âê : 2.1 ÓþÂã�. f(�x) = �f(x) Ý�ª�� �µª�¢ � > 0 Âû ø x 2 X Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷Â û ý�Â � �¤� ¬ ß þ� ¤¢ ,À ª� � ùÂ ¨ �À ½ õ â �� � × þ f : X �! ~R À � � î Â ê : 2.1 ��Ìì : y ! f 0+(x; y) â�� � ,´¨� ¢���õ y 2 X ´ú� Âû ¤¢ f 0+(x; y) ¤�¢´ú� ÕµÈõ , x 2 IntD(f)Ýþ¤�¢ y 2 X Âû ý�Â� ø Àª��üõ ´±·õ ßÚÞû ø �À½õf 0�(x; y) � f 0+(x; y):.´¨� �µ¨��� X ýø¤  ù�ðö� ,Àª�� �µ¨��� x0 2 D(f) ü÷ø¤¢ �ÎÖ÷ ×þ ¤¢ f â��� Âð� ß��»Þû.'(t) = f(x+ ty) À��î ÓþÂã� t 2 R Âû ý�¥� �� ,Àª�� y 2 X ø x 2 IntD(f) À��î Âê : ö�ûÂ�Ýþ¤�¢ � 2 [0;1℄ Âû ø t1; t2 2 R Âû ý�Â� �Âþ¥ ´¨� �À½õ â��� ×þ ''(�t1 + (1� �)t2) = f(x+ (�t1 + (1� �)t2)y) = f(�(x+ t1y) + (1� �)(x+ t2y))� �f(x+ t1y) + (1� �)f(x+ t2y)= �'(t1) + (1� �)'(t2):ù� ðö� , Sr(x) � D(f) � î Ý þÂ � Ú � Â Ñ ÷ ¤¢ ö� � � �¤ r > 0 Â ð� ) 0 2 IntD(') ß � � » Þ û øø ¢¤�¢ ¢��ø '0�(0) ø '0+(0) ,(1.1) Ýó �� ��� ñ�� .((� rkxk ; rkxk) � D(')f 0�(x; y) = '0�(0) � '0+(0) = f 0+(x; y): positive homogeneous313



, � > 0 Âû ý�Â� �î ¢�ªüõ ùÀû�Èõ ��®ø �� üêÂÏ ¥� (�y) = f 0+(x; �y) = �f 0+(x; y) = � (y):üÎ¡Âþ¥  â��� �î Ý��î ü¨¤Â� ´Æ�ê�î ö� ö¢�� �À½õ ��±�� ý�Â� ñ�� ,´¨� ´±·õ ßÚÞû  ü�ãþ.Àª��üõù�ðö� , y1; y2 2 X À��î Âê (y1 + y2) = f 0+(x; y1 + y2) = limt!0+ f(x+ t2(y1 + y2))� f(x)t2= limt!0+ 2f(x+ty12 + x+ty22 )� 2f(x)t� limt!0+ f(x+ ty1)� f(x)t + limt!0+ f(x+ ty2)� f(x)t= f 0+(x; y1) + f 0+(x; y2) =  (y1) +  (y2):�¤ M > 0 ø � > 0 ¢�Àä� ø Àª�� �µ¨��� x0 2 IntD(f) ¤¢ f À��î Âê Å³¨ .´¨� �À½õ  ü�ãþÝ�ª�� �µª�¢ �î ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ ö����S�(x0) = fx 2 X; k x� x0 k� �g � D(f);ÂÑ÷ ¤¢ R ýø¤ �¤ '(t) = f(x0 + ty) â��� , y 2 X Âû ý�Â� . jf(x)j �M , x 2 �S�(x0) Âû ý�¥� �� ø¢¢Âðüõ �¹�µ÷ t1 = 0; t2 = �kyk �� (1.1) Ýó ¤¢ (2) ýø�Æõ�÷ ¥� ø [� �kyk ; �kyk ℄ � D(') Å� .ÀþÂ�Ú�f 0+(x0; y) = '0+(0) � '( �kyk )� '(0)�kyk = f(x0 + �kyky)� f(x0)� k y k� 2M� k y k : Ýþ¤�¢ , t2 = 0; t1 = � �kyk �� ���Èõ ¤�Ï ��f 0+(x0; y) � f 0�(x0; y) = '0�(0) � '(0)� '(� �kyk )� k y k= f(x0)� f(x0 � �kyky)� k y k� �2M� k y k :,y 2 X Âû ý�Â� �¹�µ÷ ¤¢j (y)j = jf 0+(x0; y)j � 2M� k y k;14



�¹�µ÷ X ýø¤  â��� üÚµ¨��� (1.1) ��Ìì ¥� ø Àª��üõ y0 = 0 ¤¢  â��� üÚµ¨��� ü�ãõ �� ßþ� ø.¢¢Âðüõ¥� ý�� þ� � ý�¤�¢ ù� ðÂû À � õ� ÷üõ 4�À½õ �f ã®�õ �¤ X ×þ�� ó� �� � ý¤�¢Â � ý�Ìê : 3.1 ÓþÂã�.Àª�� ÂÔ¬ �ÎÖ÷ ñ�� �À½õ ý�ûüÚþ�ÆÞû,Àª�� ×þ��ó���� ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ X À��î Âê : 4.1 ÓþÂã��îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õ ý�� > 0 , x 2 X Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷ 5�£�� �ä�Þ¹õ ×þ �¤ A � X (1. �x 2 A Ý�ª�� �µª�¢ , 0 � � < � Âû ý�Â�. �x 2 A Ý�ª�� �µª�¢ , j�j � 1 Âû ø x 2 A Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷ 6ö¥��µõ �¤ A � X (2.À�õ�÷üõ 7�ØÈ� ×þ �¤ ö¥��µõ ø �£�� ,�µÆ� ,�À½õ �ä�Þ¹õ ×þ (3�¤ �Ìê ù�ðö� ,Àª�� ÂÔ¬ �ÎÖ÷ ñ�� üÚþ�ÆÞû ×þ Ûõ�ª �ØÈ� Âû , X �À½õ �fã®�õ ý�Ìê ¤¢ Âð� (4.À�õ�÷üõ 8ý��ØÈ�.´¨� ý��ØÈ� ø �À½õ �fã®�õ ý�Ìê ×þ , �÷�� ý�Ìê Âû : 3.1 ��Ìì.¢�ª �ã��Âõ [8℄ â±�õ �� : ö�ûÂ�x0 2 X Âû ý�Â� ù�ðÂû À�õ�÷ (l:s: ¤�Êµ¡� �� �þ) 9ü��þ�� �µ¨���Ý�÷ �¤ f : X �! ~R â��� : ý¤ø�¢�þÝ�ª�� �µª�¢f(x0) = lim infx!x0 f(x) = supv2vx0 infx2v f(x);.Àª��üõ x0 �ÎÖ÷ ý�ûüÚþ�ÆÞû ý�ä�Þ¹õ vx0 �î:À�ó¢�ãõ Âþ¥ ��¤�±ä f : X �! ~R â��� ý�Â� : 2.1 Ýó.´¨� l:s: , X ýø¤ f (i.´¨� �µÆ� X ¤¢ fx 2 X; f(x) � �g �ä�Þ¹õ , � 2 R Âû ý�Â� (iiloally onvex4absorbent5balaned6barrel7barrelled8lower semiontinue915



� ä� Þ ¹ õ Â ð� � ú � � ø Â ð� ´ ¨� � µ Æ � A = fx 2 X; f(x) � �g � ä� Þ ¹ õ : i ) ii : ö� ûÂ �,(i) �� ��� , x0 2 A ø � 2 R À��î Âê .Àª�� ¥�� A = fx 2 X; f(x) > �g� < f(x0) = supv2vx0 infx2v f(x):�¤�±ä �� �þ , v0 � A ßþ�Â���� . infff(x);x 2 v0g > � �îý¤�Ï�� ´¨� ¢���õ ý�v0 2 vx0 Å�.´¨� ¥�� A ÂÚþ¢Ý��îüõ ÓþÂã� .Àª�� � > 0 ø x0 2 X À��î Âê : ii) iv0 = fx 2 X; f(x) > f(x0)� �g:ßþ�Â���� . infff(x);x 2 v0g � f(x0)� � ø v0 2 vx0 ,(ii) �� ���lim infx!x0 f(x) � f(x0)� �;.¢�ªüõ Û¬�� ��ÜÎõ �¹�µ÷ ,¢�� ùÀª �µêÂð ÂÑ÷ ¤¢ ù��¿ó¢ � ö�� øßþ� ¤¢ ,Àª�� l:s: ø ùÂ¨ ,�À½õ üã��� f : X �! ~R ø  �÷�� ý�Ìê ×þ X À��î Âê : 4.1 ��Ìì.Àª��üõ �µ¨��� IntD(f) ýø¤ f �¤�¬�ä�Þ¹õ ��®ø �� . f(0) < M ø 0 2 IntD(f) ¢ÂîÂê ö���üõ �ÜÿÆõ ´�Üî ¥� ßµ¨�î öøÀ� : ö�ûÂ�Âð� �Âþ¥ ,´¨� �£�� W ß��»Þû ,´¨� �µÆ� (2.1) Ýó �� ��� ø �À½õW = fx 2 D(f); f(x) �Mg,´¨� �µ¨��� X0 �� f ÀþÀ½� ,(1.1) �¹�µ÷ �� ��� ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ X0 = f�x;� 2 Rg ø Àª�� x 2 Xù�ðö� , j�j � �� Âð� �îý¤�Ï�� ´¨� ¢���õ ý��� > 0 , 0 < � � M � f(0) Âû ý�¥� �� �¹�µ÷ ¤¢�£�� W ü�ãþ �x 2 W Å� . f(�x) � M , j�j � �� ý�Â� ÂÚþ¢ �¤�±ä �� �þ . f(�x)� f(0) � �ßþ� Â� ùø�ä .Àª��üõ �£�� ø �À½õ ,�µÆ� ��÷ U = W T(�W ) �î ¢¢Âðüõ �Ñ��õ ��®ø �� .´¨�Ýþ¤�¢ j�j � 1 Âû ý�¥� �� ,Àª�� x 2 U Âð�f(�x) = f [�x+ (1� �) � 0℄ �M:Ûõ�ª U �Áó ,´¨� ý��ØÈ�  �÷�� ý�Ìê ö�� ø ´¨� �ØÈ� ×þ U ßþ�Â���� ,Àª��üõ ��÷ ö¥��µõ U ü�ãþ.À�îüõ Ûõ�î �¤ ��±�� (1.1) ��Ìì ø Àª��üõ ÂÔ¬ �ÎÖ÷ ý�Â� üÚþ�ÆÞû ×þ16



���ð ÂþÁ�ÕµÈõ â��� 2-1�Þû ý�Ìê L(X;Y ) ø �ûö� ö�ðø¢ ý�Ìê °��Â� �� Y �;X� ,üÖ�Ö�  �÷�� ý�û�Ìê Y;X À��î Âê.Àª�� Y ý�� �� X ¥� �µ¨��� ø üÎ¡ ý�û´ª�Ú÷ÂþÁ�ÕµÈõ x 2 D ¤¢ �¤ F : D �! Y â��� ,Àª�� X ¥� ý¥�� �ä�Þ¹õÂþ¥ D À��î Âê : 5.1 ÓþÂã��� �îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õ Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ F 0(x) �� �¤ ö� �î L(X;Y ) ¤¢ ýÂÚÜÞä ù�ðÂû ,À�õ�÷ 10���ðÝ�ª�� �µª�¢ y 2 X Âû ý�¥�limt!0 F (x+ ty)� F (x)t = F 0(x)y = hF 0(x); yi:x ¤¢ F 11���ð ÕµÈõ �¤ F 0(x) ø ´¨� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x ¤¢ F ,Ý� þ�ðüõ ¤�Êµ¡� �� �¤�¬ ßþ� ¤¢.Àª�� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x 2 D Âû ¤¢ F ù�ðÂû À�õ�÷ ÂþÁ�ÕµÈõ-G �¤ F â��� .À�õ�÷üõø ´¨� Â þÁ �Õ µÈõ-G , X � f0g ýø¤ f(x) =k x k â �� � , X �Â± Ü � û ý�Ìê Âû ¤¢ : 1 ñ�·õ. f 0(x) = xkxkÂû ý�Â� Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x 2 IntD(f) ¤¢ f �µ¨��� ø �À½õ â��� : 2.1 �¹�µ÷. f 0+(x; y) = f 0�(x; y) Ý�ª�� �µª�¢ , y 2 X¤�¢´ú� ÕµÈõ ý�¤�¢ y 2 X ´ú� Âû ¤¢ ø x ¤¢ f ù�ðö� Àª�� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x 2 D ¤¢ f Âð� : ö�ûÂ�,y 2 X Âû ý�Â� ß��»Þû ø Àª��üõf 0+(x; y) = f 0(x)(y) = �f 0(x)(�y) = �f 0+(x;�y) = f 0�(x; y):,(2.1) ��Ìì ö�ûÂ� �� ��� . f 0�(x; y) = f 0+(x; y) Ý�ª�� �µª�¢ , y 2 X Âû ý�Â� À��î Âê :ÅØãó��Ýþ¤�¢ , y1; y2 2 X Âû ý�Â� ü�ãþ ´¨� üÎ¡Âþ¥  (y) = f 0+(x; y) = f 0�(x; y) â���f 0+(x; y1 + y2) � f 0+(x; y1) + f 0+(x; y2): (5)ßþ� Â� ùø�ä�f 0+(x; y1 + y2) = f 0�(x;�(y1 + y2)) � f 0�(x;�y1) + f 0�(x;�y2)Gateaux di�erentiable10Gateaux derivative1117



= �f 0+(x; y1)� f 0+(x; y2): ÂÚþ¢ �¤�±ä �� �þf 0+(x; y1 + y2) � f 0+(x; y1) + f 0+(x; y2): (6)��� � � � ÂÚ þ¢ éÂÏ ¥� . f 0+(x; y1 + y2) = f 0+(x; y1) + f 0+(x; y2) �î ¢¢Âðüõ �¹� µ ÷ (6) ø (5) ¥�a < 0 ý�Â� ø . f 0+(x; ay) = af 0+(x; y) Ýþ¤�¢ y 2 X Âû ø a > 0 Âû ý�Â�  ö¢�� ´±·õ ßÚÞû ��¢¢Âðüõ �Ñ��õ (ay) = f 0+(x; ay) = f 0+(x;�jajy) = jajf 0+(x;�y)= jajf 0�(x;�y) = �jajf 0+(x; y) = af 0+(x; y) = a (y):ßþ�Â �� � � .Àª� �üõ �� ÷ �µ¨�� � X ýø¤  â�� � ,(2.1) ��Ìì �� � � � �f¢À¹õ .´¨� üÎ¡  â�� � ü�ãþ.´¨� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x ¤¢ f ü�ãþ , 2 X�ÕµÈõ Âþ¥ 3-1:Àª�� ¤�ÀõÂ÷ ý¤�¢Â� ý�Ìê ×þ X À��î Âêý�� 2 X� ×ã��� ù�ðÂû À�õ�÷ 12ÂþÁ�ÕµÈõ Âþ¥ x 2 X �ÎÖ÷ ¤¢ �¤ f : X �! ~R â��� : 6.1 ÓþÂã�Ý�ª�� �µª�¢ y 2 X Âû ý�Â� �îý¤�Ï�� Àª�� ¢���õf(y)� f(x) � h�; y � xi:Çþ�Þ÷ �f(x) �� �¤ x ¤¢ f ý�ûö�þ¢�Âð Âþ¥ ý�Þû ý�ä�Þ¹õ .À�õ�÷ üõ x ¤¢ f 13ö�þ¢�Âð Âþ¥ ×þ �¤ �.À�õ�÷üõ f 14ÕµÈõ Âþ¥ �¤ �f : X �! 2X� ¤�ÀÖõ �ä�Þ¹õ ´ª�Ú÷ ø À�û¢üõ.Àª��üõ X� ¥� �Ó�ã® �µÆ� ø �À½õ �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ �f(x) : ����ù�ðö� ,Àª�� � 2 (0;1) ø �1; �2 2 �f(x) À��î Âê : ö�ûÂ�h��1 + (1� �)�2; y � xi = �h�1; y � xi+ (1� �)h�2; y � xi subdi�erentiable12subgradient13subdi�erential1418



� �(f(x)� f(y)) + (1� �)(f(x)� f(y)) = f(x)� f(y):Â ê ñ� � .´ ¨� �À ½ õ �f(x) Â Ú þ¢ �¤� ± ä � � � þ , ��1 + (1 � �)�2 2 �f(x) ü � ã þÝ þ¤�¢ Å � ,´ ¨�Â Ú Þ û � � � � Ó � ã ® ¤� Ï � � �n � îý¤� Ï� � À ª� � f�ngn � �f(x) À � � îüêÂÏ ¥� . h�n; y � xi ! h�; y � xih�n; y � xi � f(y)� f(x):.Àª��üõ �Ó�ã® �µÆ� , X� ¤¢ �f(x) �¹�µ÷ ¤¢ ø � 2 �f(x) ü�ãþ . h�; y � xi � f(y)� f(x) �Áó�¤�¬ ßþ� ¤¢ ,Àª�� x 2 IntD(f) ø ùÂ¨ �À½õ â��� ×þ f : X �! ~R À��î Âê : 5.1 ��ÌìÝ�ª�� �µª�¢ y 2 X Âû ý�Â� Âð� �ú�� ø Âð� � 2 �f(x)f 0�(x; y) � h�; yi � f 0+(x; y): (7)Ýþ¤�¢ t > 0 Âû ø y 2 X Âû ý�Â� ù�ðö� , � 2 �f(x) À��î Âê : ö�ûÂ�f(x)� f(x� ty)t � h�; yi � f(x+ ty)� f(x)t ;.Àû¢üõ �¹�µ÷ �¤ (7) , t! 0+ üµìø ýø�Æõ�÷ ßþ� ø. '(t) = f(x+ tz) À�û¢ ¤�Âì , t 2 R ý�Â� .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ z = y � x ø y 2 X : ÅØãó��Ýþ¤�¢ � 2 (0;1) Âû ø t1; t2 2 R Âû ý�Â� �Âþ¥ ´¨� �À½õ ''(�t1 + (1� �)t2) = f(x+ �t1z + (1� �)t2z)= f(�(x+ t1z) + (1� �)(x+ t2z))� �f(x+ t1z) + (1� �)f(x+ t2z) = �'(t1) + (1� �)'(t2):¢�ªüõ ùÀû�Èõ t2 = 1 ø t1 = 0 ý�Â� (1:1) Ýó ø (7) ¥� ù¢�Ôµ¨� �� Å�h�; zi � f 0+(x; y) = '0+(0) � '(1)� '(0) = f(y)� f(x):. � 2 �f(x) ü�ãþßþ� ¤¢ ,Àª�� l:s: ø ùÂ¨ ,�À½õ üã��� f : X �! ~R ø  �÷�� ý�Ìê ×þ X À��î Âê : 6.1 ��Ìì.´¨� ÂþÁ�ÕµÈõ Âþ¥ IntD(f) ýø¤ f �¤�¬19



�Î��¤ ¤¢ �îý¤�Ï�� ´¨� ¢���õ ý�� 2 X� , x 2 IntD(f) Âû ý�Â� �î Ý��î ´��� ´Æ�ê�î : ö�ûÂ�ÂÑ ÷ ¤¢ ´�� � �¤ y0 2 X .´¨� � µ¨� � � IntD(f) ýø¤ f ,(4.1) � �Ìì � � � � � .À � îüõ ëÀ¬ (7)�¤�¬ �� Y0 = f�y0;� 2 Rg ý�Ìê Âþ¥ ýø¤ �¤ F üÎ¡×ã��� ø ÝþÂ�ðüõF (�y0) = �f 0+(x; y0)ÝþÂ�ðüõ �¹�µ÷ Å� ´¨� ´±·õ ßÚÞû ø �µ¨��� y 7! f 0+(x; y) ,(2.1) ��Ìì �� ��� . Ý��îüõ ÓþÂã�Ýþ¤�¢ � < 0 Âû ý�¥� �� ß��»Þû . F (�y0) = f 0+(x; �y0) ,� � 0 Âû ý�Â�F (�y0) = �f 0+(x; y0) = j�jf 0�(x;�y0) � j�jf 0+(x;�y0) = f 0+(x; �y0):×ã��� ×þ �� �¤ F ö���üõ , �÷��-ö�û ��Ìì �� ��� ñ�� . F (y) � f 0+(x; y) , y 2 Y0 Âû ý�Â� ßþ�Â����Ý�ª�� �µª�¢ y 2 X Âû ý�Â� �îý¤�Ï�� ¢�¢ �ã¨�� X ýø¤ � À�÷�õ �µ¨��� ø üÎ¡h�; yi � f 0+(x; y) ; h�; y0i = f 0+(x; y0): (8)ßþ�Â����h�; yi = �h�;�yi � �f 0+(x;�y) = f 0�(x; y):Ýþ¤�¢ , y 2 X Âû ý�Â� �Áóf 0�(x; y) � h�; yi � f 0+(x; y):,´¨� ùÀª ù¢�¢ X  �÷�� ý�Ìê ýø¤ �î Àª�� �À½õ ø �µ¨��� ,ùÂ¨ üã��� f À��î Âê : 3.1 �¹�µ÷x ¤¢ �µØþ ö�þ¢�Âð Âþ¥ ×þ ý�¤�¢ Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x 2 IntD(f) ¤¢ f �¤�¬ ßþ� ¤¢. �f(x) = f 0(x) ´ó�� ßþ� ¤¢ �î Àª��. f 0+(x; y) = f 0�(x; y) , y 2 X Âû ý�Â� ,(2.1) �¹�µ÷ �� ��� ,Àª�� ÂþÁ�ÕµÈõ-G , x ¤¢ f Âð� : ö�ûÂ�.¢�ªüõ �¹�µ÷ (7) �Î��¤ ¥� ö� üþ�µØþ ø Àª ù¢�¢ ö�È÷ (6.1) ��Ìì ��±�� ¤¢ ö�þ¢�Âð Âþ¥ ¢��ø��Ìì ��±�� �� ���� �� ö�þ¢�Âð Âþ¥ ßþ� ,Àª�� � ý�µØþ ö�þ¢�Âð Âþ¥ ý�¤�¢ x ¤¢ f À��î Âê :ÅØãó��,(8) ¥� ßþ�Â���� .¢�ªüõ �µ¡�¨ ù��¿ó¢ y0 2 X ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �î ´Æû ý�� 2 X� ×ã��� ö�Þû (6.1)¢�ªüõ �¹�µ÷ ,y 2 X Âû ý�Â�h�; yi = f 0+(x; y):20


