
رياضͬ علوم دانشͺده

پايان�نامه

کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت

عنوان

مجدد شروع روشGMRESبا همͽرایͬ بهبود

راهنما استاد

مشهد توتونیان فائزه دکتر خانم

مشاور استاد

مهنه هاشمͬ دکتر آقای

نͽارش

عسͽری زهرا

١٣٩٠ اسفند



پیش�گفتار

برق، مهندسͬ در جمله از عملͬ کاربردهای همۀ در تقریباً خطͬ دستͽاه�های مسائل همۀ که نباشد اغراق این شاید
و ماتریس مقدم اصلͬ کهادهای و معͺوس دترمینان، کردن پیدا مسائل همچنین و ساختمان و راه شیمͬ، ،ͷانیͺم

دستͽاه حل برای روش�ها از دسته ͷی مͬ�آیند. پیش غیره

Ax = b (١)

کاربردهای از حاصل و (١ ) بزرگ خیلͬ و ͷتن خطͬ دستͽاه ͷی حل برای معمولا˟ که هستند تͺراری روش�های
بردار تعدادی ذخیره�سازی به فقط و نمͬ�دهند تغییر را Aماتریس هرگز تͺراری روش�های مͬ�شوند. استفاده مهندسͬ
توجه وسیعͬ به�طور مͬ�شود نامیده GMRES که روشͬ اخیر، سال چند در دارند. نیاز زمان ͷی در n طول با
سال در که روش است.این کرده جلب خود به بزرگ و ͷتن دستͽاه�های حل زمینه در را عددی جبرخطͬ متخصصین
معرفͬ آرنولدی٣ توسط ۱۹۵۱ سال در که است ͬͺکلاسی طرح بر مبتنͬ شد ارائه ٢ شولتز و سد١ توسط ۱۹۸۶

نامیده کریلف۴ فضای زیر که فضا زیر ͷی از یͺامتعامد پایه ͷی روش این مͬ�شود. نامیده آرنولدی اثر و است شده
برای بنابراین و شود پیاده�سازی بردار ماتریس ضرب از استفاده با فقط مͬ�تواند آرنولدی روش مͬ�سازد. مͬ�شود،
نرم سازی مͬ�نیمم جهت GMRES روش مͬ�شوند. حفظ صفر غیر عناصر زیرا است، مناسب ͷتن ماتریس�های
GMRES الͽوریتم است. شده ریزی طرح کریلفmبعدی فضای زیر بردارهای همه روی بر b−Ax مانده بردار
حل برای مͬ�یابد. افزایش m شدن بزرگ با نیاز مورد محاسبات و حافظه زیرا مͬ�شود عملͬ غیر m شدن بزرگ با
آن نشده تضمین همͽرایͬ مجدد شروع با GMRES عمدۀ مشͺل ͷی مͬ�کنند. استفاده مجدد شروع از مشͺل این

است. GMRESروش همͽرایͬ و دقت بهبود برای روش�هایͬ بررسͬ و مطالعه پایان�نامه این هدف است.
فصل در شده�اند. بیان نیاز مورد مفاهیم و ابزار آن از قبل است، شده معرفͬ GMRES روش اول فصل در
کاهش مجدد شروع با GMRES و (GMRES− E ) ویژه بردارهای با شده تͺمیل GMRES روش�های دوم
بهبود باعث و مͬ�کنند حفظ مجدد شروع زمان در را اطلاعات برخͬ که مͬ�کنیم معرفͬ را (GMRES−DR) یافته
سوم فصل در مͬ�شوند. ارائه روش�ها این موازی سازی پیاده فصل انتهای در مͬ�شوند. روش دقت و همͽرایͬ سرعت
مجدد شروع و دارد مجدد شروع به نیاز نیز روش این چون که مͬ�پردازیم بلوکͬ GMRES تͺراری روش معرفͬ به
هر پایان در مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را روشGMRES−DRبلوکͬ مͬ�دهد، قرار تأثیر تحت را روش همͽرایͬ

است. شده ارائه روش�ها این مقایسه و عددی نتایج فصل،

١Saad
٢Schultz
٣Arnoldi
۴Krylov

آ�
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١ فصل

مقدمه

گفته باید حقیقت ͷی به�عنوان مͬ�شود. مطرح کاربردها از وسیعͬ دامنه در Ax = b خطͬ دستͽاه حل مسأله

ͷی دارند. خطͬ مسأله ͷی حل به نیاز کاربردی علوم و عملͬ مهندسͬ مسائل همه عددی جواب�های تقریباً که شود

خطͬ دستͽاه ͷی حل برای معمولا˟ که هستند تͺراری روش�های خطͬ دستͽاه حل برای معمول روش�های از دسته

و ابزار آن از قبل کرد. خواهیم معرفͬ را GMRES روش فصل، این در ما مͬ�شوند. استفاده بزرگ خیلͬ و ͷتن

مͬ�کنیم. بیان را نیاز مورد مفاهیم

زیرفضاها و متعامد بردارهای ١.١

باشیم: داشته i ̸= j که j و i هر برای اگر مͬ�شود نامیده متعامد G = {a۱, ..., ar} بردارهای از مجموعه ͷی

(ai, aj) = ۰

بردارهای همۀ بر که برداری باشد. ͷی با برابر ،G بردار هر نرم-دو بالا، شرط بر علاوه اگر مͬ�شوند نامیده یͺا�متعامد و

S زیرفضای بر که بردارهایͬ همۀ مجموعۀ مͬ�شود. نامیده زیر�فضا بر عمود بردار باشد، عمود S مانند زیر�فضا ͷی

S مستقیم جمع با برابر Rn فضای مͬ�شود. داده نشان S⊥ با و مͬ�شود نامیده S بر متعامد فضای زیر هستند، عمود

نوشت. S⊥ در بردار ͷی و S در بردار ͷی به�صورتجمع یͺتایͬ شͺل به مͬ�توان را x بردار هر بنابراین است. S⊥ و

مͬ�آید. به�دست آن کردن یͺامتعامد و آن از پایه هر کردن اختیار با که مͬ�پذیرد یͺامتعامد پایه ͷی زیر�فضا هر

زیر به�صورت الͽوریتم این مͬ�آید. به�دست مͬ�شود، نامیده ١ گرام-اشمیت فرایند که الͽوریتمͬ از بودن یͺامتعامد

١Gram-Schmidt

١



٢ مقدمه .١ فصل

را x۱ بردار ابتدا باشد. مفروض G = {x۱, ..., xr} خطͬ مستقل بردارهای از مجموعه ͷی کنید فرض مͬ�باشد.

متعامد q۱ به نسبت x۲ بردار سپس مͬ�نامیم. q۱ را حاصل بردار و مͬ��کنیم تقسیم خودش نرم-دو بر یعنͬ مͬ�کنیم یͺه

یعنͬ مͬ�شود، انجام q۱ � بر حاصل بردار ساختن متعامد� برای x۲ از q۱ از مضربͬ کردن کم با این�کار مͬ�شود.

x۲ ←− x۲ − (x۲, q۱) q۱

xi بردار سازی متعامد از گرام-اشمیت فرایند از گام امین i مͬ�شود. یͺه دوباره حاصل بردار ، q۲ آمدن به�دست برای

مͬ�شود. تشͺیل qj قبلͬ بردارهای همۀ بر

Algorithm 1·1 Gram-Schmidt
1. Compute r11 =∥ x1 ∥2. if r11 = 0 stop, else compute q1 = x1/r11
2. For j = 2, ..., r, Do
3. Compute rij = (xj, qi) for i = 1, 2, ..., j − 1

4. q̂ = xj −
∑j−1

i=1 rijqi
5. rjj =∥ q̂ ∥2
6. If rjj = 0 then stop, else qj = q̂/rjj
7. EndDo

اگر فقط و اگر شد خواهد کامل گام r یعنͬ نمͬ�شود، مواجه شͺست با بالا الͽوریتم که مͬ�شود ثابت آسانͬ به

زیر رابطۀ الͽوریتم، از مرحله هر در که است واضح ۵ و ۴ گام از باشند. خطͬ مستقل xr ، ... ،x۲ ،x۱ بردارهای

است: برقرار

xj =

j−۱∑
i=۱

rijqi

الͽوریتم از rij آن، صفر غیر عناصر که r × r مثلثͬ بالا ماتریس R و Q = [q۱, ..., qr ] Xو = [x۱, ..., xr ] اگر

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را بالا رابطۀ آن�گاه مͬ�آیند، به�دست بالا

X = QR

دارد وجود Xزمانͬ ماتریس QR تجزیه بالا، مطالب به توجه با مͬ�شود. Xنامیده ماتریس QR تجزیه تجزیه، این

فرمول�بندی�های است. استاندارد گرام-اشمیت فرایند بالا الͽوریتم باشند. خطͬ مستقل X ماتریس ستون�های که



٣ مقدمه .١ فصل

اصلاح گرام-اشمیت فرایند آن�ها معروف�ترین دارند. بهتری عددی خاصیت�های که دارد وجود الͽوریتم برای دیͽری

مͬ�باشد: زیر به�صورت که است (MGS) ٢ شده

Algorithm 1·2 MGS

1. Define r11 =∥ x1 ∥2 . If r11 = 0 stop, else q1 = x1/r11

2. For j = 2, ..., r, Do

3. Define q̂ = xj

4. For i = 1, ..., j − 1, Do

5. rij = (q̂, qi)

6. q̂ = q̂ − rijqi

7. EndDo

8. Compute rjj =∥ q̂ ∥2

9. If rjj = 0 then stop, else qj = q̂/rjj

10. EndDo

موریسون - شرمن فرمول ٢.١

را B مانند دیͽر ماتریس ͷی معͺوس باید ما ،Aماتریس ͷی معͺوس بودن مفروض با کاربردها، از بسیاری در

را B معͺوس آیا که مͬ�شود مطرح سؤال این طبیعتاً دارد. تفاوت ͷرتبه-ی اختلال ͷی در فقط A با که کنیم پیدا

که Aوسͺمع از استفاده با مͬ�توان را B معͺوس آیا یعنͬ آورد، به�دست محاسبات همۀ مجدد شروع بدون مͬ�توان

چͽونه که مͬ�دهد نشان است، شده بیان زیر در که شرمن-موریسون فرمول آورد. به�دست است، شده محاسبه قبلا́

شود. انجام مͬ�تواند کار این

داشت خواهیم آنͽاه ،vTA−۱u ̸= ۱ و باشد نامنفرد ماتریس ͷی A و بردار دو v و u اگر

(
A− uvT

)−۱
= A−۱ + α

(
A−۱uv

T

A−۱
)

٢Modified Gram-Schmidt



۴ مقدمه .١ فصل

آن در که

α =
۱

(۱− vTA−۱u)

.vTA−۱u ̸= ۱ زمانͬ�که

معادلاتخطͬ دستͽاه حل ٣.١

مقدمه ١.٣.١

خطͬ دستͽاه حل مسأله

Ax = b

همۀ تقریباً عددی جواب�های که شود گفته باید حقیقت ͷی به�عنوان مͬ�شود. مطرح کاربردها از وسیعͬ دامنۀ در

استفاده محاسباتعددی روشدر نوع دو معمولا˟ دارند. خطͬ مسأله ͷی جواب به نیاز کاربردی علوم و عملͬ مسائل

مͬ�شوند.

مستقیم روش�های •

تͺراری روش�های •

به�دست از قبل مفروض روش هر برای باید ͬͽهم که مͬ�شوند تشͺیل گام متناهͬ تعداد ͷی از مستقیم روش�های

x جواب برای تقریب�ها از دنباله ͷی محاسبه بر مبتنͬ تͺراری روش�های دیͽر طرف از شوند. انجام جواب، آمدن

متوقف شد، کامل تͺرار معین تعداد ͷی یا آمد، به�دست معین دقت با جواب ͷی هرگاه مͬ�تواند کاربر ͷی و هستند

گردد.

و کامپیوتری زمان جهت از Aماتریس مثلثͬ�سازی بر مبتنͬ مستقیم روش�های باشد بزرگ نسبتاً Aماتریس اگر

جزئͬ مشتقات معادلات گسسته�سازی نظیر دیͽر عملͬ وضعیت�های دیͽر طرف از نمͬ�شوند. توصیه ذخیره�سازی

روش�های مسأله�هایͬ چنین برای باشد هزار صد چند بزرگͬ به مͬ�تواند ضرایب ماتریس آن�ها در که دارند وجود

برای روز ٣ یا ٢ است ممͺن آنͽاه باشد ۱۰۰۰۰۰ × ۱۰۰۰۰۰ مرتبۀ از A اگر مثال برای مͬ�شوند. غیرعملͬ مستقیم

متعامد�سازی روش�های یا گاوس حذفͬ روش از استفاده با Ax = b دستͽاه تا بͺشد طول IBM۳۷۰ کامپیوتر ͷی
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مͬ�رود بین از مثلثͬ�سازی فرایند طͬ در بودن ͷتن و تنͷهستند مسائل بیشتر به�علاوه شود. حل گیونز و هاوسهولدر

بسیار صفر مخالف عناصر با بزرگ خیلͬ ماتریس ͷی با انتها در بنابراین مͬ�یابد. توسعه ملاحظه�ای قابل به�طور و

مͬ�شود توصیه مسائلͬ، چنین برای مͬ�شود. سخت بسیار عمل ͷی ذخیره�سازی و داشت خواهیم کار و سر زیادی

و نمͬ�دهند تغییر را Aماتریس هرگز که گردد استفاده مͬ�شوند، نامیده تͺراری روش�های که روش�هایͬ از رده�ای از

تصویری تͺراری روش بررسͬ به پایان�نامه این در دارند. نیاز زمان ͷی در n طول با بردار تعدادی ذخیره�سازی به فقط

مͬ�دهیم. توضیح را تصویری روش�های مختصر به�طور ابتدا منظور این برای مͬ�پردازیم. GMRES

تصویری روش�های ۴.١

تصویری، روش�های اصلͬ ایده است. n× nماتریس ͷی A آن در که بͽیرید نظر در را Ax = b خطͬ دستͽاه

جواب که باشد فضایͬ زیر κm فرضکنیم است. Rn از فضایͬ زیر از دستͽاه، این برای تقریبͬ جواب ͷی استخراج

تا شود تحمیل مسأله بر باید mشرط حالت�کلͬ در این�صورت، در mباشد آن بعد و مͬ�گردد استخراج آن از تقریبͬ

به�ویژه است. تعامد mشرط اعمال محدودیت�ها این آوردن به�دست برای کلͬ روش ͷی آید. به�دست تقریبͬ جواب

mرا بعد از دیͽری زیرفضای بردارها این شود. عمود خطͬ مستقل mبردار بر که مͬ�شود مقید b−Ax ماندۀ بردار

به�کار متفاوت ریاضͬ روش�های از بسیاری برای که ساده چارچوب این مͬ�کنند. تعریف شد، خواهد نامیده Lm که

در اریب. و متعامد از: عبارت�اند تصویری روش�های از کلͬ ردۀ دو مͬ�شود. نامیده -گالرکین٣ پترو شرط مͬ�رود

Lm اریب تصویری روش ͷی در و مͬ�شود اختیار κm فضای زیر همان Lm زیرفضای متعامد، تصویری روش ͷی

روش ͷی پس مͬ�شود. متفاوتͬ الͽوریتم�های به منجر و است مهم نسبتاً تفاوت این مͬ�شود. اختیار κm با متفاوت

که مͬ�کند انتخاب به�گونه�ای را x̃ تقریبͬ جواب تصویری

x̃ ∈ κm و b− Ax̃ ⊥ Lm

همͽن برداری فضای به�جای x۰ + κm آفین زیرفضای از باید را تقریبͬ جواب باشد دلخواه اولیۀ حدس ͷی x۰ اگر

که آورد به�دست به�گونه�ای باید را x̃ این�رو از کرد. جستجو κm

x̃ ∈ x۰ + κm و b− Ax̃ ⊥ Lm

٣Petrov -Galerkin



۶ مقدمه .١ فصل

کرد. بیان تصویری روش�های ͬͽبهین مورد در مͬ�توان را زیر مهم نتیجه دو

روش ͷی از x̃ بردار ͷی این�صورت در Lm = κm و باشد مثبت معین ماتریس ͷی A � کنید فرض .١.۴.١ گزاره

مͬ�نیمم x۰ + κm روی خطا A-نرم اگر فقط و اگر شد خواهد نتیجه x۰ شروع بردار با κm روی (متعامد) تصویری

اگر فقط و اگر یعنͬ باشد

E (x̃) = min
x∈x۰+κm

E (x)

و است واقعͬ جواب x∗ آن در که

E (x) ≡ (A (x∗ − x) , x∗ − x)۱/۲

شود. رجوع [٣٠] مرجع به برهان.

ͷی از x̃ بردار ͷی این�صورت در .Lm = Aκm و باشد دلخواه مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .٢.۴.١ گزاره

بردار نرم-دو اگر فقط و اگر شد خواهد نتیجه x۰ شروع بردار با Lm بر عمود و κm روی (اریب) تصویری روش

اگر فقط و اگر یعنͬ باشد مͬ�نیمم x ∈ x۰ + κm روی b− Ax ماندۀ

R (x̃) = min
x∈x۰+κm

R (x)

آن در که

R (x) ≡∥ b− Ax ∥۲

شود. رجوع [٣٠] مرجع به برهان.

کریلف زیرفضای ١.۴.١

زیر به�صورت v بردار ͷی و A مانند n× nماتریس ͷی توسط شده تعریف mو بعد از کریلف زیرفضای ͷی

مͬ�شود: ارائه

κm (A, v) = span
{
v, Av,A۲v, ..., Am−۱v

}
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v = r۰ = b − Ax۰اگر مͬ�دهیم. نشان κm با را زیرفضا این باشد، نداشته وجود ابهامͬ که هنͽامͬ سادگͬ برای

شͺل به کریلف فضای زیر روش ͷی از حاصل تقریب�های که است واضح تقریب، تئوری نظر نقطه از شود، اختیار

هستند زیر

A−۱b ≈ x۰ + qm−۱ (A) r۰

تقریب روند از مرحله هر در کریلف زیرفضای بعد −mاست. ۱ درجه از خاص جمله�ای چند ͷی qm−۱ آن در که

شͺل به مͬ�توان را آن�ها که است Rn در بردارهایͬ همۀ زیرفضای κm مͬ�کنیم �ملاحظه که همان�طور مͬ�یابد. افزایش

که مͬ�کنیم یادآوری −mاست. ۱ مساوی یا کوچͺتر درجۀ از جمله�ای چند ͷی p آن در که نوشت x = p (A) v

.p (A) v = ۰ به�طوری�که است درجه کمترین از p صفر مخالف تͺین جمله�ای چند v بردار مینیمال جمله�ای چند

نداشته وجود ابهامͬ اگر سادگͬ برای و مͬ�شود نامیده A به نسبت v رتبۀ ،A به نسبت v مینیمال جمله�ای چند درجه

در بود. نخواهد n از متجاوز v رتبۀ که است این -هامیلتون کیلͬ قضیه از نتیجه ͷی مͬ�شود. نامیده v رتبۀ باشد

شده�اند. ارائه [٣٠] مرجع در زیر گزاره�های κm کریلف فضای زیر بعد مورد

.m ≥ µ همه برای κm = κµ و است پایا Aتحت κµ این�صورت در باشد. v رتبۀ µ کنید فرض .٣.۴.١ گزاره

شود. رجوع [٣٠] مرجع به برهان.

mنباشد. از Aکمتر به نسبت v بردار µ رتبه اگر فقط و اگر mاست بعد دارای κm کریلف زیرفضای .۴.۴.١ گزاره

یعنͬ

dim (κm) = m ←→ grade (v) ≥ m

بنابراین

dim (κm) = min {m, grade (v)}

شود. رجوع [٣٠] مرجع به برهان.

اولین مͬ�شوند. شده شناخته روش�های بهترین به منجر Lm برای کلͬ انتخاب دو خطͬ معادلات دستͽاه� حل در

در مͬ�گیرند. قرار دسته این در پایان�نامه این در شده ارائه روش�های و مͬ�باشد Lm = Aκm و Lm = κm انتخاب



٨ مقدمه .١ فصل

گرفته نظر در Lm = κm
(
AT , r۰

)
یعنͬ AT به وابسته شده تولید کریلف زیرفضای به�صورت Lm دوم انتخاب

مͬ�شود.

آرنولدی الͽوریتم ٢.۴.١

حساب در است. κm کریلف فضای زیر برای متعامد یͺا پایه ͷی ساختن برای الͽوریتم ͷی [١] آرنولدی روال زیر

است. زیر به�صورت الͽوریتم از گونه ͷی دقیق

Algorithm 1·3 Arnoldi
1. Choose a vector v1 such that ∥ v1 ∥2= 1

2. For j = 1, 2, ...,m Do

3. Compute hij = (Avj, vi) for i = 1, 2, ..., j

4. Compute wj = Avj −
∑j

i=1 hijvi

5. hj+1,j =∥ wj ∥2

6. If hj+1,j = 0 then stop

7. vj+1 = wj/hj+1,j

8. EndDo

بردار و مͬ�کند ضرب A در را vj آرنولدی بردار استاندارد اشمیت - گرام روش ͷکم به مرحله هر در الͽوریتم

،۴ گام در wj بردار که مͬ�شود متوقف زمانͬ الͽوریتم مͬ�سازد. یͺا�متعامد vjها قبلͬ برداهای بر را wj یعنͬ حاصل

مͬ�کنیم. بیان را الͽوریتم سادۀ ویژگͬ�های از تعدادی حال شود. صفر برابر

vm ، ... ،v۲ ،v۱ بردارهای این�صورت در نشود. متوقف mمرحله از قبل ۱ · ۳ الͽوریتم کنید فرض .۵.۴.١ گزاره

کریلف زیرفضای برای یͺامتعامد پایه ͷی تشͺیل

κm = span
{
v۱, Av۱, A

۲v۱, ..., A
m−۱v۱

}
(١.١)

مͬ�دهند.
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زیرفضای برای بردارها این بودن پایه اثبات برای مͬ�شوند، ساخته یͺامتعامد ،j = ۱,۲, ...m ،vj بردارهای برهان.

ͷی qj−۱ که نوشت qj−۱ (A) v۱ به�صورت مͬ�توان را vj بردار هر که مͬ�کنیم استفاده حقیقت این از κm کریلف

برقرار j = ۱ برای به�وضوح نتیجه داد. نشان j روی بر استقرا به مͬ�توان را این است. j − ۱ درجۀ از جمله�ای چند

باشد برقرار j مساوی یا کمتر صحیح عدد هر برای نتیجه کنید فرض .q۰ (A) ≡ ۱ با v۱ = q۰ (A) v۱ زیرا است

داریم بͽیرید. نظر در را vj+۱ و

hi+۱,jvj+۱ = Avj −
j∑

i=۱

hi,jvi = Aqj−۱ (A) v۱ −
j∑

i=۱

hi,jqi−۱ (A) v۱ (٢.١)

کامل اثبات و داد نشان است j درجۀ از qj که ،qj (A) v۱ به�صورت مͬ�توان را vj+۱ که مͬ�دهد نشان رابطه این

مͬ�شود.

دهند تشͺیل vm ، ... ،v۲ ،v۱ بردارهای آن�را ستون�های که باشد n×mماتریس ͷی Vm فرضکنید .۶.۴.١ گزاره

تعریف ۱ · ۳ الͽوریتم وسیلۀ به hi,j غیرصفر عناصر که باشد هسنبرگͬ بالا (m+ ۱) ×m ماتریس ͷی H̄m و

برقرارند: زیر روابط آن�گاه باشد. H̄m سطر آخرین حذف از حاصل Hmماتریس و شوند

AVm = VmHm + weTm (٣.١)

= Vm+۱H̄m (۴.١)

V T
mAVm = Hm (۵.١)

مͬ�شود حاصل مͬ�آید، به�دست ۱ · الͽوریتم۳ ۷ ،۵ ،۴ گام�های از که زیر تساوی از (۴.١) رابطه برهان.

Avj =

j+۱∑
i=۱

hi,jvi, j = ۱,۲, ...,m (۶.١)

و V T
m در (٣.١ ) رابطۀ طرف دو ضرب (۵.١)از رابطه است. (۶.١) از ماتریسͬ فرمول�بندی ͷی (٣.١ ) رابطۀ

مͬ�آید. به�دست ،{v۱, v۲, ..., vm} بودن یͺا�متعامد خاصیˁت از استفاده

،j مانند خاصͬ گام در wj نرم که زمانͬ شود مواجه شͺست با است ممͺن الͽوریتم شد ذکر قبلا́ که همان�طور

مͬ�شود. متوقف الͽوریتم و شود محاسبه نمͬ�تواند vj+۱ بردار حالت، این� در شود. صفر
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رتبۀ از v۱ مینیمال جمله�ای چند اگر فقط و اگر مͬ�شود مواجه شͺست با jام گام در آرنولدی الͽوریتم .٧.۴.١ گزاره

است. پایا Aتحت κj فضای زیر حالت این در این علاوه�بر باشد، j

شود. رجوع [٣٠] مرجع به برهان.

در که مͬ�دهد ارائه دقیق جواب زمانͬ κj فضای زیر روی تصویری روش که است این بالا گزارۀ از نتیجۀ ͷی

. hj+۱,j = ۰ باشیم داشته ۱ · ۵ الͽوریتم از ۵ام گام در یعنͬ شود، مواجه شͺست با jام مرحلۀ

عملͬ سازی پیاده ٣.۴.١

باید عمل در است. شده گرفته نظر در دقیق حساب سادگͬ، به�خاطر اصل در آرنولدی، فرایند قبلͬ توصیف در

با آرنولدی الͽوریتم کرد. استفاده استاندارد اشمیت گرام روش به�جای (MGS) شده اصلاح اشمیت گرام روش از

است. شده ارائه زیر الͽوریتم در شده اصلاح اشمیت گرام روش از استفاده

Algorithm 1·4 Arnoldi MGS

1. Choose a vector v1 such that ∥ v1 ∥2= 1

2. For j = 1, 2, ...,m Do

3. Compute wj = Avj

4. For i = 1, ..., j, Do

5. hij = (wj, vi)

6. wj = wj − hijvi

7. EndDo

8. hj+1,j =∥ wj ∥2 . If hj+1,j = 0 stop

9. vj+1 = wj/hj+1,j

10. EndDo

۱ · ۴ الͽوریتم کردن گرد خطای وجود صورت در ولͬ هستند معادل ۱ · ۳ و ۱ · ۴ الͽوریتم دقیق حساب در

است. اطمینان�تر قابل
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یافته تعمیم مینیمال مانده روش ۵.١

مثال (برای است نامتقارن مسائل برای متداول تصویری روش ͷی ۴( GMRES)یافته تعمیم مینیمال مانده روش

Lm = Aκm و شروع بردار به�عنوان v۱ =
r۰

∥ r۰ ∥۲
� با بعدی mکریلف فضای زیر κm آن در که ببینید) را [٢٨]

در و مͬ�کند استفاده کریلف زیرفضای برای یͺامتعامد پایۀ ͷی ساخت برای آرنولدی، الͽوریتم از روش این است.

مͬ���شود. مͬ�نیمم x۰ + κm بردارهای همۀ روی مانده نرم روش این

GMRESمنظم الͽوریتم ١.۵.١

زیر به�صورت مͬ�توان را x۰ +κm در x بردار هر است. (۴.١ ) رابطۀ از استفاده الͽوریتم این استخراج برای راه ͷی

نوشت:

x = x۰ + Vmy (٧.١)

مͬ�کنیم: تعریف است. mبعدی بردار ͷی y آن در که

J (y) =∥ b− Ax ∥۲=∥ b− A (x۰ + Vmy) ∥۲ (٨.١)

مͬ�دهد: نتیجه (۴.١) رابطۀ

b− Ax = b− A (x۰ + Vmy) (٩.١)

= r۰ − AVmy (١٠.١)

= βv۱ − Vm+۱H̄my (١١.١)

= Vm+۱

(
βe۱ − H̄my

)
(١٢.١)

نوشت مͬ�توان هستند، یͺا�متعامد Vm+۱ ستون�های چون

J (y) =∥ b− A (x۰ + Vmy) ∥۲=∥ βe۱ − H̄my ∥۲ (١٣.١)
۴Generalized Minimal Residual Method
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(١٣.١ ) و (٧.١) رابطۀ به توجه با مͬ�کند. مͬ�نیمم را (١٣.١) که مͬ�دهد به�دست را تقریبͬ روشGMRESبردار

مͬ�نیمم را J (y) =∥ βe۱− H̄my ∥۲ تابع ym به�طوری�که مͬ�آید به�دست xm = x۰ + Vmym به�شͺل تقریب این

یعنͬ مͬ�کند

xm = x۰ + Vmym (١۴.١)

آن در که

ym = argminy ∥ βe۱ − H̄my ∥۲ (١۵.١)

است، (m+ ۱) ×m دوم توان�های کمترین مسأله ͷی جواب زیرا نیست گران ym محاسبۀ باشد ͷکوچ m اگر

مͬ�دهد: ارائه را زیر الͽوریتم مطالب این

Algorithm1·5 GMRES

1. Compute r0 = b− Ax0, β =∥ r0 ∥2, and v1 = r0/β

2. For j = 1, 2, ...,m, Do

3. Compute wj = Avj

4. For i = 1, ..., j, Do

5. hij = (wj, vi)

6. wj = wj − hijvi

7. EndDo

8. hj+1,j =∥ wj ∥2 . If hj+1,j = 0 set m = j and go to 11

9. vj+1 = wj/hj+1,j

10. EndDo

11. Define the (m+ 1)×m Hessenberg matrix H̄m = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m

12. Compute ym, the minimizer of ∥ βe1 − H̄my ∥2, and xm = x0 + Vmym
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GMRES همͽرایͬ ٢.۵.١

تقریبͬ جواب روش این است. تͺراری روش بهترین [١٢] و [١٠] مزدوج گرادیان روش متقارن مسائل حل برای

صفر برابر x۰ اولیه تقریب (هنͽامͬ�که مͬ�کند انتخاب span {b, Ab,A۲b, ..., Am−۱b} کریلف فضای زیر از را

تولید را کریلف فضای زیر که متعامد بردارهای از دنباله ͷی تولید برای کارا بازگشتͬ فرمول ͷی مͬ�شود). اختیار

ویژه مقادیر توزیع به آن�ها است. فهم قابل کاملا́ کریلف فضای زیر خواصهمͽرایͬ همچنین، دارد. وجود مͬ�کنند،

ماتریس ͷی بر شده (اعمال مزدوج گرادیان روش [٢۴] و [١٢] [١١] مانده نرم برای ساده کران ͷی هستند. وابسته

از: است عبارت mام تͺرار در مثبت) معین

∥ r ∥
∥ b ∥

≤ ۲

((√
κ+ ۱√
κ− ۱

)m

+

(√
κ− ۱√
κ+ ۱

)m)−۱

≤ ۲

(
۱− ۲√

κ+ ۱

)m

است شرطͬ عدد κ ≡ λn
λ۱

همچنین است، mام تͺرار در تقریبͬ جواب x̂ و است b− Ax̂ مانده بردار ،r آن در که

ͷکوچ بͬ�نهایت ویژۀ مقدار ͷی اگر بنابراین است. ویژه مقدار کوچͺترین به ویژه مقدار بزرگترین نسبت برابر که

GMRESمشابه همͽرایͬ باشد نرمال به ͷنزدی Aماتریس اگر بود. خواهد کند معمولا˟ همͽرایͬ باشد داشته وجود

مͬ�دهند. کاهش را روش همͽرایͬ کوچͷسرعت ویژه مقادیر وجود هم باز است. مزدوج گرادیان روش همͽرایͬ با

فرض باشند. مثبت و حقیقͬ A ویژه مقادیر همۀ و باشد A = ZΛZ−۱ به�شͺل طیفͬ تجزیه دارای A کنید فرض

داشت: خواهیم باشد، صفر با برابر x۰ اولیه حدس کنید

∥ r ∥
∥ b ∥

≤ ۲ ∥ Z ∥∥ Z−۱ ∥
(

۱− ۲√
k + ۱

)m

(١۶.١)

استاندارد شرطͬ عدد با لزوماً اینجا ولͬ ،κ ≡ λn
λ۱

دوباره کنید). ملاحظه را [٢٨] مرجع کلͬ�تر و مشابه نتایج (برای

در زیادی تحلیل�های تجزیه بود. خواهد پیچیده�تر خواصهمͽرایͬ سخت، نرمال غیر ماتریس�های برای نیست. ͬͺی

نمͬ�باشد مبدأ شامل که مͬ�گیرند قرار بیضͬ�ای درون ویژه مقادیر همه هنͽامͬ�که برای به�ویژه اند، شده انجام مورد این

کنید). ملاحظه را [٢٧] و [٨] ،[١۵] (مراجع
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مجدد شروع GMRESبا ٣.۵.١

m شدن بزرگ با نیاز مورد محاسبات و حافظه زیرا مͬ�شود غیرعملͬ m شدن بزرگ با ،GMRES الͽوریتم

مͬ�کنند. استفاده مجدد شروع از مشͺل این حل برای مͬ�یابد افزایش

Algorithm 1·6 Restarted GMRES (GMRES(m))

1. Compute r0 = b− Ax0, β =∥ r0 ∥2, and v1 = r0/β

2. Generate the Arnoldi basis and the matrix H̄m using the Arnoldi algorithm starting
with v1

3. Compute ym, which minimizes ∥ βe1 − H̄my ∥2, and xm = x0 + Vmym

4. If satisfied then stop, else set x0 = xm and go to 1

آن نشدۀ تضمین همͽرایͬ مجدد شروع با GMRES عمدۀ مشͺل ͷی نباشد، مثبت معین ماتریس که زمانͬ

برای زیادی گام�های اگر ولͬ مͬ�شود. تضمین مرحله n حداکثر در منظم GMRES همͽرایͬ درحالͬ�که است.

هدف که [۶ است[۴، سازی شرط� پیش� مشͺل این حل راه ͷی بود. خواهد غیرعملͬ الͽوریتم باشد نیاز همͽرایͬ

GMRES همͽرایͬ و دقت بهبود برای بعد فصل�های در است. همͽرایͬ برای نیاز مورد مراحل تعداد کاهش آن

شد. خواهد ارائه روش�هایͬ

دوم توان�های کمترین مسأله ۶.١

در ولیͺن باشد، نامنفرد و مربعͬ Aماتریس که مͬ�شود فرض معمولا˟ Ax = b خطͬ دستͽاه� حل روش�های در

دستͽاه ͷی حل به نیاز سیͽنال، پردازش و هندسͬ، مدل�سازی آماری، کاربردهای نظیر عملͬ وضعیت�های برخͬ

وجود جواب وجه هیچ به است ممͺن حالت�هایͬ چنین در است. منفرد یا و نامربعͬ A ماتریس آن در که داریم

مثال برای باشد. داشته وجود جواب بͬ�نهایت است ممͺن مͬ�شود، یافت جواب که حالت�هایͬ در باشد. نداشته

تعداد از بیشتر معادلات تعداد یعنͬ داریم، فرامعین دستͽاه ͷی mاست، > n ×mبا nماتریس ͷی A هنͽامͬ�که

ͷی معمولا˟ m < n فرومعین دستͽاه ͷی برعͺس ندارد. جواب معمولا˟ فرامعین دستͽاه ͷی و است، مجهولات

دارد. جواب نامتناهͬ تعداد


