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೯داਪیپایا৯دীهٔ اوراච໋اردنಪࣥواষند. ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو৲ماষندوॷمارඟ໋انॷدنേھایاو৯داষند،وঈوতندگان،ऑقِّ
ଘوબف ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو భیایग़ࡁ౮ජࢾشျণୀگ. ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، তناساਪیاو ඵෑزگامభراه
భ ඟ໌زهٔزඖنرا ढอণඟ໕ھا با ඳැراඅید،و یا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا दଘدر়شخلاقرا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.

य़ھارইുید.
مকی�دਗ দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا مকی�دਗ দواਘی
ৗوریا॥ت িشاਪ�ଡی৮دیدار،و້آیඓࢻുهభع࢙موردگار. کار،وبا ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
ਗی�ඇඏ࣒ماز എࠝ࢟تا॥تآه दدرتو؛وଦبا نار భیآنਛرБЗ،ت॥ا ਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟُ໕ଦد БЗଦرگا॥تآه پاک೯دایا!
৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھای ୀما م࢘ࢆوتو،وඵฬଦزا॥تୀاୀآه

آنगھان.
گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما!ൾফنکاراز ശণر ودॿمراداه کارمراଘૼن৶ما ণیدنرا৯داৣم،صلاحِ ೯دایا!ا०భඟ໋شऒودభماৣمیاراهِ

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

از່ماীشاتතअرتعلی(ع)

یک



:ଘمقدৎ

اশثاروازऒودথذਜวতی ଘپاسඵ෭ৎر࣓ࠝمواিسایشانازک࢙ૡه
ଘپاسعاهໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشانభاଌنໆردଌୃن

روزگارانනرଌن௵نا॥ت
ଘپاسقࢋیБЗرঝشان່یاభسا॥توໆرඟ໋دایوୃسসభناشان

९ଘجاࠥتਗیඟ໋اید
وଘپاسख़࡛ࢴتیਟیభࡂشان່ච໋ଽوইشਖ৶یند
اଌنहख़ࢤوଐرا৮ଘدر،ماభوঙࢡඥرସ୍مৎقدمਗی࣒م.

دو



نام೯دا
.قخالال یشْکُر مل المخلوق یشْکُر مل و

فرمود. عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمی پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم

صمیمانه بهرامی، فریبا دکتر خانم خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از می�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردانی و تشکر

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که ایواز کریم دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی

انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که شهمراد صداقت دکتر آقای جناب از
می�نمایم. تشکر دادند،

دارم. را قدردانی و تشکر کمال تحصیلم دوران دوستان تمام از
تحصیلات و ریاضی علوم دانشکده�ی محترم کارکنان نیز و گرامی اساتید تحصیلم، دوران دبیران کلیه از
شده�اند، متحمل را فراوانی زحمات اینجانب دانشگاهی تحصیلات مدت در که تبریز دانشگاه تکمیلی

می�نمایم. تشکر
بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامی در که همسرم و خانواده اعضای کلیه از پایان در

می�کنم. سپاسگزاری

೯داوୌدیز৯دآبادی عادل
ජ໑داد۱۳۹۲

سه



عادل نام: زندآبادی خداویردی دانشجو: خانوادگی نام

کوانتوم مکانیک به مربوط کسری جزئی دیفرانسل معادلات عنوان:

بهرامی فریبا دکتر : راهنما استاد

ایواز کریم دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشگاه دیفرانسیل معادلات گرایش: کاربردی ریاضی رشته: ارشد� کارشناسی تحصیلی: مقطع

٧۴ صفحات: تعداد ١٣٩٢ مرداد التحصیلی: فارغ تاریخ ریاضی علوم دانشکده

مشتق ریمان-لیوویل، مشتق ریمان-لیوویل، انتگرال کسری، مرتبه مشتق و انتگرال واژه�ها: کلید
کوانتوم. مکانیک شرودینگر، معادلات کاپوتو،

چکیده
در کاربردهایش اما است، ریاضی موضوعات از یکی که است سال ٣٠٠ از بیش کسری محاسبات
نوسانی رفتار تحلیل گذشته، سال ١٠ در است. شده گزارش اخیر سال�های در مهندسی و فیزیک زمینه

است. کرده جذب مهندسان و فیزیکدانان ریاضیدانان، میان را فزاینده�ای توجه
کاپوتو مشتقات شامل که را کسری جزئی دیفرانسیل معادلات از دسته�ای حل پایان�نامه، این در ما

کرد. خواهیم بررسی هستند، مکان به نسبت ریمان-لیوویل و زمان به نسبت
معادلات حل خاصاز مورد چند می�کنیم، استفاده فوریه تبدیل و لاپلاس تبدیل از معادلات این حل در ما

است. شده ارائه کوانتوم مکانیک به مربوط همگن غیر بعدی یک کسری جزئی دیفرانسیل
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پژوهش پیشینه و مقدمه

بلکه نیست، کسری مرتبه انتگرال�گیری و مشتق�گیری معنای به تنها کسری مرتبه دیفرانسیل حساب
و مشتق مفهوم یافته تعمیم واقع در که است، دلخواه مرتبه از انتگرال�گیری و مشتق�گیری برای نظریه�ای

می�باشد. صحیح مرتبه انتگرال
زمان آن در شد. مطرح پیش سال ٣٠٠ حدود که است ریاضی موضوعات از یکی کسری محاسبات
ارتباط برقراری عدم علت به ولی داشتند، زمینه این در تلاش�هائی ... و فوریه کاپوتو، اویلر، آبل،
و فیزیک در کسری محاسبات کاربردهای اما نرسیدند، خاصی نتیجه به دیگر، علوم و ریاضی بین

است. شده گزارش اخیراً مهندسی�ها
پدیده�ها توصیف از آمده بدست جواب�های که برده�اند پی موضوع این به دانشمندان گذشته سال ٣٠ در
است. صحیح مرتبه�ی مشتق با آنها شده توصیف مدل از دقیق�تر بسیار کسری، مرتبه�ی مشتق مدل با
خازن�های مدل�سازی برای کسری دیفرانسیل معادلات وسترلند٢ و اکستام١ توسط ١٩٩۴ سال در

است. شده گرفته کار به الکتریکی،
و ارائه را، سیالات مکانیک به مربوط جزئی کسری معادلات از دسته�ای ٢٠٠٣ سال در دبناس٣[٣]

است. کرده بررسی
برای حلی راه فوریه، تبدیلات و لاپلاس کلاسیک تبدیلات بستن کار به با بویاند۵ و نیکولا۴ ادامه در

کرده�اند. پیدا کسری جزئی دیفرانسیل معادلات از دسته�ای حل
کسری جزئی معادلات از دسته�ای برای حل�هایی راه خودشان، مقالات از تعدادی در [٩] هوبلد و سازنا

کردند. پیدا
١Ekstam
٢Westerland
٣Debnath
۴Nikola
۵Boyand

٣



۴ مقدمه

نموده�اند. مطالعه کسری مشتقات شرایط در مختلف جنبه�های از را شرودینگر معادلات سازنا٧ و ۶ نابر
حاکم معادلات از دیگری دسته داریم قصد می�باشد، [١٧] مقاله اساس بر که پایان�نامه این در ادامه در
کنیم. بررسی است، ریمان-لیوویل و کاپوتو نوع از آن�ها در درگیر مشتقات که را، کوانتوم مکانیک بر

۶Naber
٧Saxena



١ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

۵



۶ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مقدمه

بعد فصول در که انتگرال، و دیفرانسیل نظریه تعمیم برای دیدگاه�هایی و تعاریف بیان به فصل این در

خصوصیات معرفی به و کرده بیان را انتگرالی تبدیلات همچنین می�شود. پرداخته بود، خواهد نیاز مورد

می�کنیم. معرفی را شرودینگر معادله ادامه در و می�پردازیم آنها

تاریخچه ١.١

یعنی کلاسیک، محاسبات اندازه به قدمتی دارای تقریبا کسری مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب

است. شده بیشتر اخیر دهه�های در آن به توجه و اهمیت اما می�باشد. صحیح مرتبه انتگرال و مشتق

که زمانی به یعنی می�گردد، باز ( ١۶٩۵ سپتامبر ٣٠) هفده قرن اواخر به زمینه این در اولیه مطالعات

ام n مرتبه�ی مشتق برای که نمادی مورد در لایبنیتز٢ به نامه�ای در هوپیتال١ نام به ریاضیدانان از یکی

،f تابع
dnf(x)

dxn
,

پاسخ در لایبنیتز و آمد؟ خواهد بدست نتیجه�ای چه باشد n =
1

2
اگر که کرد سوال بود برده کار به

آمد. خواهد بدست آن از خوبی نتایج روزی گفت:

ریمان۴ لیوویل٣، توسط نوزدهم قرن نیمه و آغاز در زمینه، این در هدف�مند وبیش کم مطالعات اولین

١Hopital
٢Leibniz
٣Liouville
۴Riemann



٧ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

و لاپلاس٩ لاگرانژ٨، آبل٧، اویلر۶، همچون زیادی دانشمندان آن از قبل اگرچه شد. انجام گرن۵ هولم و

بودند. داده انجام علم این توسعه برای را زیادی تلاش�های فوریه١٠

کسری محاسبات در خاص توابع ٢.١

را شد خواهد استفاده کسری مشتق و انتگرال تعریف در که ضروری توابع از تعدادی قسمت این در

می�کنیم. معرفی

گاما تابع ١.٢.١

انتگرال با که است گاما تابع کسری محاسبات در اصلی توابع از یکی

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt, Re(z) > 0.

می�شود. تعریف

می�باشند: زیر صورت به گاما تابع خواص از برخی

Γ(
1

2
) =

√
π,

Γ(1) = 1,

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!,

۵Holmgren
۶Euler
٧�Abel
٨Lagrange
٩Laplace

١٠Fourier



٨ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

...

Γ(z) = (z − 1)Γ(z − 1) = (z − 1)!, z ∈ Z+.

رابطه�ی از حدی صورت به می�تواند نیز گاما تابع

Γ(z) = lim
n−→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2)...(z + n)
,

.Re(z) > 0 که صورتی در آید بدست

ناقص گامای تابع ٢.٢.١

کرد: تعریف زیر صورت به پارامتری دو صورت به می�توان را گاما تابع

Γ(z) = γ(z, x) + Γ(z, x),

که

γ(z, x) =

∫ x

0

e−ttz−1dt, x > 0,

با است برابر Γ(z, x) و می�نامند ناقص گامای تابع را

Γ(z, x) =

∫ ∞

x

e−ttz−1dt, x > 0.

بتا تابع ٣.٢.١

می�شود. استفاده بتا تابع یعنی آن به تعریف نزدیکترین از گاما تابع جای به موارد از بسیاری در

صورت به بتا تابع

β(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0,



٩ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

می�شود. تعریف

است. برقرار گاما و بتا تابع بین زیر روابط

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
,

Γ(z)Γ(1− z) = β(z, 1− z) =
π

sin(πz)
,

Γ(n+
1

2
) =

√
πΓ(2n+ 1)

22nΓ(n+ 1)
.

ناقص بتای تابع ۴.٢.١

صورت به ناقص بتای تابع

βx(y, z) =

∫ x

0

ty−1(1− t)z−1dt, 0 ≤ x ≤ 1,

می�شود: تعریف زیر نماد با ناقص بتا تابع شده نرمال و می�شود تعریف

Ix(y, z) =
βx(y, z)

β(y, z)
.

لفلر میتاق تابع ۵.٢.١

لفلر و میتاق توسط بار اولین برای تابع این دارد. عمده�ای نقش کسری محاسبات در لفلر١١ میتاق تابع

معادلات در نمایی تابع که نسبت همان به می�گویند. لفلر میتاق تابع را آن دلیل همین به و شد معرفی

مهمی نقش لفلر میتاق تابع نیز کسری مرتبه محاسبات در کند، می ایفا را مهمی نقش صحیح مرتبه�ی

می�شود. تعریف پارامتری دو و پارامتری تک های حالت در که دارد عهده بر را

١١Mittag-Leffler
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صورت به که را Eα(z) تابع صورت این در باشد، α > 0 کنید فرض .١.٢.١ تعریف

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
,

می�نامند. α مرتبه از لفلر میتاق تابع همگراست سری که زمانی می�شود، تعریف

صورت به که را Eα,β(z) تابع صورت این در باشد، α, β > 0 کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
,

می�نامند. β و α مرتبه از پارامتری دو لفلر میتاق تابع همگراست سری که زمانی می�شود، تعریف

پارامتری یک به تبدیل باشد β = 1 وقتی پارامتری دو لفلر میتاق تابع که می�کنیم ملاحظه .٣.٢.١ تذکر

داریم β = 1 ازای به یعنی می�شود،

Eα,β(z) = Eα,1(z) = Eα(z).

صورت این در بگیرید، نظر در ،α, β > 0 که را Eα,β(z) پارامتری دو لفلر میتاق تابع .۴.٢.١ قضیه

است. تام تابع دیگر عبارت به یا است همگرا z ∈ C تمامی ازای به Eα,β(z) توانی سری

سری در که می�کنیم ملاحظه پارامتری دو لفلر میتاق تابع تعریف از استفاده با برهان.
∞∑
j=0

ajx
j,

معروف فرمول از استفاده با حال می�شود. تولید لفلر میتاق تابع همان آنگاه ،aj =
1

Γ(αj + β)
اگر

یعنی استرلینگ

Γ(x+ 1) = (
x

e
)x
√
2πx(1 + o(1)),

داشت: خواهیم ریشه آزمون از استفاده با و

a
1
j

j = (
e

αj + β
)(α+

β
j
)(2π(αj + β))(

−1
2j

)(1 + o(1)),



١١ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عبارت کل نتیجه در و می�کند میل صفر به ( e

αj + β
)(α+

β
j
) مقدار ،α, β > 0 چون j −→ ∞ وقتی

سری یا می�شود، بی�نهایت فوق سری همگرایی شعاع ریشه آزمون به بنا بنابراین می�کند، میل صفر به

شود. مراجعه [۴] به بیشتر مطالعه برای می�باشد. همگرا x ∈ C تمام ازای به

می�کنیم. ثابت را یکی نمونه برای که می�باشد برقرار ذیل شرایط و خصوصیات لفلر میتاق تابع برای

E0(z) = E0,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(1)
=

∞∑
k=0

zk =
1

1− z
, |z| < 1,

E1(z) = E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez,

E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
=
ez − 1

z
,

E2,2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=
sinh(z)

z
,

E2(−z2) = E2,1(−z2) = cos(z), z ∈ C,

E2(z
2) = E2,1(z

2) = cosh(z), z ∈ C,

E 1
2
(z

1
2 ) = E 1

2
,1(z

1
2 ) = (1 + erf(z))ez, z > 0,

E1,r(z) =
1

zr−1
(ez −

r−2∑
k=0

zk

k!
), z ∈ C, r ∈ N,

dm

dzm
Em(z

m) = Em(z
m).

بصورت و دارد نام خطا تابع erf(z) که

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t2dt,

می�شود. تعریف
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است، برقرار زیر رابطه می�دهیم نشان نمونه برای
dm

dzm
Em(z

m) = Em(z
m).

داریم: لذا و آورد سری داخل به را مشتق می�توان همگراست یکنواخت طور به سری چون

dm

dzm
Em(z

m) =
dm

dzm

(
∞∑
j=0

z(mj)

Γ(mj + 1)

)

=
∞∑
j=0

dm

dzm
z(mj)

Γ(mj + 1)

=
∞∑
j=1

mj(mj − 1)...(mj −m+ 1)zmj−m

Γ(mj + 1)

=
∞∑
j=1

zm(j−1)

Γ(m(j − 1) + 1)
=

∞∑
j=0

zmj

Γ(mj + 1)
= Em(z

m).

انتگرالی تبدیلات ٣.١

تبدیل آنها اساس که دارند جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل در مهمی نقش انتگرالی تبدیلات

است. معمولی دیفرانسیل معادلات به جزئی مشتقات با معادلات

موثری نقش جزئی دیفرانسیل معادلات حل در که را لاپلاس و فوریه انتگرالی تبدیل دو ما بخش این در

می�پردازیم. تبدیلات این مهم خاصیت�های بیان به و کرده معرفی دارند،

فوریه تبدیل ١.٣.١

روی انتگرال�پذیر مطلق طور به و قطعه�ای هموار پیوسته، تابع یک f(x) کنید فرض .١.٣.١ تعریف

اگر باشد. R

F (k) = F{f(x)} =

∫ ∞

−∞
eikxf(x)dx, (−∞ < k <∞),
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داریم: x هر برای آنگاه

F−1{F (k)} = f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxF (k)dk,

F (k) فوریه معکوس تبدیل را f(x) همچنین و می�شود نامیده f(x) فوریه تبدیل F (k) تابع که

می�نامند.

فوریه تبدیلات خواص

بودن) (خطی (١

یعنی: است خطی انتگرالی تبدیل یک فوریه تبدیل

F{af + bg} = aF{f}+ bF{g},

هستند. قطعه�ای هموار و پیوسته توابع g و f و دلخواه ثابت�های b و a که

(انتقال) (٢

آنگاه باشد، f(x) تابع فوریه تبدیل F{f(x)} اگر

F{f(x− c)} = eikcF{f(x)}.

مقیاس) (تغییر (٣

آنگاه باشد، f(x) تابع فوریه تبدیل F{f(x)} اگر

F{f(xc)} =
1

|c|
F{(k

c
)},

است. صفر غیر و حقیقی ثابت c که

گیری) (مشتق (۴

اگر کنید فرض همچنین باشد. (−∞,∞) بازه در قطعه�ای هموار و پیوسته تابع یک f(x) کنید فرض
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آنگاه باشند، انتگرال�پذیر مطلق طور به f ′ و f اگر .f(x) −→ 0 آنگاه |x| → ∞

F{f ′} = (−ik)1F{f}.

nام مشتق همچنین و پیوسته آن اول مشتق n − 1 و f اگر داد، تعمیم می�توان براحتی را نتیجه این

آنگاه باشد، پیوسته قطعه�ای آن

F{f (n)} = (−ik)nF{f}, n = 0, 1, 2, ...,

n− 1 و f که می�کنیم فرض بعلاوه و باشند انتگرال�پذیر مطلق طور به آن مشتقات و f که صورتی در

هستند. همگرا صفر به |x| → ∞ برای آن اول مشتق

تابع فوریه) تبدیل در پیچش (قضیه (۵

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− ξ)g(ξ)dξ =

∫ ∞

−∞
f(ξ)g(x− ξ)dξ.

خوش�تعریف انتگرال که ناحیه�ای برای البته می�شود، نامیده (−∞,∞) بازه روی g و f تابع�های پیچش

باشد.

فوریه تبدیل آنگاه باشند، g(x) و f(x) فوریه تبدیلات ترتیب به G(k) و F (k) اگر .٢.٣.١ قضیه

دیگر عبارت به ،F (k)G(k) حاصل�ضرب با است برابر وجود صورت در (f ∗ g)(x) پیچش

F [f ∗ g] = F (k)G(k).

تعریف به بنا برهان.

F [f ∗ g] =
∫ ∞

−∞
eikxdx

∫ ∞

−∞
f(x− ξ)g(ξ)dξ

=

∫ ∞

−∞
g(ξ)eikξdξ

∫ ∞

−∞
f(x− ξ)eik(x−ξ)dx,

داشت: خواهیم η = x− ξ متغیر تغییر با

F [f ∗ g] =
∫ ∞

−∞
g(ξ)eikξdξ

∫ ∞

−∞
f(η)eikηdη = F (k)G(k).
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است: زیر خاصیت�های دارای کانولولشن

(جابجایی) (١

(f ∗ g) = (g ∗ f).

پذیری) (شرکت (٢

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

پذیری) (توزیع (٣

f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h).

لاپلاس تبدیل ٢.٣.١

مشتقات با دیفرانسیل معادلات از وسیعی دسته� جواب�های تعیین برای سادگی خاطر به لاپلاس تبدیلات

می�توان واقع در دارد. فوریه تبدیل با نزدیکی ارتباط لاپلاس تبدیل می�شود. واقع استفاده مورد جزئی

انتگرالی تبدیلات مورد در بیشتر مطالعه برای می�باشد. فوریه تبدیل از نتیجه�ای لاپلاس تبدیل گفت

کرد. مراجعه [١٢] به می�توان

با که f(x) لاپلاس تبدیل آنگاه باشد، شده تعریف x > 0 مقادیر تمام برای f(x) اگر .٣.٣.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر انتگرال با می�شود داده نشان L{f(x)} یا F (s)

L{f(x)} = F (s) =

∫ ∞

0

e−sxf(x)dx,

طوری می�شود گرفته نظر در مثبت حقیقی قسمت با مختلط عدد یا مثبت حقیقی عدد یک s آن در که

�باشد. همگرا مذکور انتگرال که


