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যࡪم�ا္�اॐඟّ໌૱ن�اনඟّ໌࣓م

೯داਪی଒پایا৯د૙ীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋ان඼෻ॷدن඘േ೸৑ھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।଒ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁ৒ජف॰ฬد਩یا॥تو ඘ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔز಻ඖنراय़భھار ඳැراඅ౶ید،وبا ষభیاॠد਩ی،وభوमࢌ൐࣊জฬید਩ی،وଘزما਩یઍ࡙ख़وصরฬود਩ی.दଘدر়شخلا৘قرا঻یا඼່ید،وଘرൕॐࢾشباد୓را

ইുید.
଒ ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویا௿د از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی�دকم দواਘی
ৗ଒وریا॥ت భع࢙م୏وردگار. ඼້آ਩یඓࢻ૛ുه িشاਪ୓�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)঻ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُ࢓චم඼່ماید. رࣺشان،وඟ໖ا਒یا॥ت඼່وزان،ودਬࣥورী୓شروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازخ࢕ࡲت৔و؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآن঍భنارदدرت৔و؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
৔و،وඵ෇ฬଦزا॥تୀاୀآ૏৅هୀما৩ھانا॥تازس࢔ാࢸت৔و،و඼່ଦاඵවرا॥ت೸৑࢟ت৔وభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥ت঍భنار඘േ೸৑ھایآنगھان.
಻ൾফ଒نکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو඼່ଥما! ശণر ঴دا૏৅ه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণ୏یدنرا راهِ ا०୏భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡو৔ھای඘শفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھای৔وতฬنا૛঩ه

از඼່ماীشاتතअرتعلی(ع)

ͷی
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دو



঻نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ مʿن˂ و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

حسن دکتر آقای جناب خود، اول راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
مجموعه این ایشان ارزنده راهنمایی�های بدون قطعاً نمایم،که قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهتد�ی�فر،

نمͬ�رسید. انجام به
بنده، دوم راهنمای استاد عنوان به ایشان زحمت قبول از نقͬ�پور رضا دکتر آقای از فراوان تشͺر
همواره که تحصیلم دوران طͬ در بی�دریغ�شان تلاش�های و گرانقدر راهنمایی�های فراوان، زحمات

بود. خواهد و بوده بخش امید
احسن نحو به رساله این سازی آماده در که شیرمحمدی، نعمت�اله دکتر آقای مشاورخود، استاد از
همه پاس به را خالصانه�ام تشͺر و تقدیر دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب

مͬ�کنم. تقدیم رئوف، استاد آن ارزنده تشویق�های
دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که سهندی پرویز دکتر آقای از

مͬ�نمایم. تشͺر

سه



حسین نام: قارنا رحمانͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

جابجایی درحلقه�های کو آ و اوکا ایده�آل�های خانواده�ی عنوان:

نقͬ�پور رضا دکتر و مهتدی�فر حسن دکتر : راهنما استادان

محمدی شیر اله نعمت دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۵٠ صفحات: تعداد ١٣٩١ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

.P.I.P اصل و Ako,Oka خانواد�ه�ی واژه�ها: کلید

چͺیده

ͷی F اگر که مͬ�کند بیان اول ایده�آل اصل باشد. یͺدار و جابجایی حلقه ͷی R کنید فرض
F مͺمل F ′ آن در که ،Max(F ′) ⊆ Spec(R) آنگاه باشد، R ایده�آل�های از اوکا یا کو آ خانواده�ی

است.
(با F ′ در غیرخالͬ زنجیر هر و باشد R ایده�آل�های نیم�فیلتراز خانواده�ی ͷی F کنیم فرض
دیاگرام در مذکور خواص همه�ی این�صورت در باشد، F ′ در بالایی کران دارای شمول) رابطه�ی

هستند: معادل زیر استنباطͬ
(P۱) =⇒ (P۲) =⇒ (P۳) =⇒ Str.Ako =⇒ Ako

⇓ ⇓ ⇓
Str.Oka =⇒ Oka =⇒ P.I.P

.R ∈ F بطوری�که باشد،� R فون�نیومن منظم حلقه�ی ͷی در ایده�آل�ها از خانواداه�ی F کنیم فرض
است. F بودن منوئیدال با معادل (P۳) و (P۲) شرایط از ͷی هر در�این�صورت





مطالب فهرست

مقدمه

۵ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

٩ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی ١.٢

١٨ عضوی دو خانواده�های و نیم�فیلتر خانواده�های ٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . عضوی دو خانواده�های و نیم�فیلتر خانواده�های ١.٣

٣٧ فون�نیومن منظم حلقه�های ۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فون�نیومن منظم حلقه�های ١.۴

۴٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۴٩ مراجع

٢



مقدمـه

از کو آ و اوکا خانواده�های مفاهیم مطالعه�ی به مͬ�باشد، [۵] بسط و شرح که نامه پایان این در

از مشخص کلاس ͷی در خانواده دو این بین روابط اثبات با و پرداخته، R حلقه�ی ایده�آل�های

خانواده��ی از ملموس مثال�های ارائه با همچنین مͬ��پردازیم. روابط این ارتقا و تقویت به حلقه�ها،

حلقه�ی ادامه در باشند. پذیر برگشت همواره نمͬ�توانند روابطͬ چنین که مͬ�دهیم نشان ایده�آل�ها،

مͬ�کنیم. مطالعه را فون�نیومن منظم
ریز٢ و لم١ توسط بار اولین جابجایی، حلقه�های در ایده�آل�ها خانواده�ی برای کو آ و اوکا مفاهیم

نمودند. بررسͬ خانواده�ها، این مورد در را جالبی و زیاد خواص آنان شدند. معرفͬ ٢٠٠٨ سال در

فرمایید. مراجعه [۴] منبع به

اوکای و اوکا قوی، کوی آ و کو آ ،(I, J), (I :R J) اولیه�ی مفاهیم و اصول و تعاریف ١ فصل در

،(Sq)∗n ،(Sq)n ،Ff.g(R) ،Fpr(R) خاصیت�های نیم-منوئیدال، منوئیدال، فیلتر، نیم�فیلتر، قوی،

شده آورده مفاهیم، این از مثال چند و منطقͬ وابستگͬ قضیه�ی اول، ایده�آل اصل ،(P۳) ،(P۲) ،(P۱)

است.

قرارمͬ�دهیم، مطالعه مورد رابطه این در را، متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی فصل٢ در

مͬ�کنیم. اثبات را زیر مهم قضیه�ی و

است، R خود شامل که R ایده�آل�های از Fخانواده�ای کنید فرض منطقͬ: �وابستگͬ قضیه�ی

١lam
٢Reyes

٣



۴ مطالب فهرست

داریم: را زیر دیاگرام این�صورت در باشد.

(P۱) =⇒ (P۲) =⇒ (P۳) =⇒ Str.Ako =⇒ Ako

⇓ ⇓ ⇓

Str.Oka =⇒ Oka =⇒ P.I.P

حلقه�های ۴ فصل در مͬ�کنیم. مطالعه را نیم�فیلتر و عضوی دو ایده�آل�های خانواده�ی ٣ فصل در

در اینکه به توجه با مͬ�کنیم. توجه نیز عضو دو از بیش خانواده�ها�ی به و مطالعه، را فون�نیومن منظم

مشابه که است موجود ایده�آل�ها خانواده�ی بین روابطͬ هستند، خودتوان ایده�آل�ها حلقه�ها، نوع این

قوی اوکای ولͬ باشد اوکا که است شده آورده مثال�هایی و نیست، برقرار دیͽر حلقه�های برای آنها

مهم قضیه�ی و نباشد، قوی کوی آ ولͬ بوده قوی اوکای که است شده آورده مثالͬ همچنین نباشد.

مͬ�کنیم. اثبات را زیر

.R ∈ F با باشد R فون�نیومن منظم حلقه ͷی در ایده�آل�ها، از خانواده ͷی F کنیم فرض قضیه�:

هستند: معادل زیر شرایط

است. کو آ خانواده�ی ͷی F (١

.(I, ee′) ∈ F آنگاه (I, e), (I, e′) ∈ F اگر ،I ER و e, e′ ∈ R خودتوان عضوهای برای (٢

.I ∈ F آنگاه (I, e), (I, e′) ∈ F اگر ،IER و e, e′ ∈ R متعامد و توان خود عضوهای برای (٣

.AB ∈ F آنگاه A,B ∈ F اگر است، دوری (A+B)/AB که باشند چنان A,B ER اگر (۴

مͬ�باشد. یͺدار و جابجایی حلقه�ی ͷی R پایان�نامه این سراسر در



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

J و I اجتماع توسط شده تولید ایده�آل باشند. R از دلخواه زیرمجموعه�هایی J و I کنیم فرض

و (I, J) = I + J آنگاه ،a ∈ R و I, J E R اگر به�ویژه، دهیم. مͬ نمایش (I, J) نماد با را

.(I, a) = I+ < a >

کنیم: مͬ تعریف A ⊆ R و I ER هر برای .١.١.١ تعریف

(I :R A) = {r ∈ R : rA ⊆ I}.

هر برای هرگاه مͬ�نامیم کو آ خانواده ͷی ،R ∈ F که را R ایده�آل�های از F خانواده .٢.١.١ تعریف

.(I, ab) ∈ F آنگاه (I, a), (I, b) ∈ F اگر ،I ER هر و a, b ∈ R

مͬ�نامیم قوی کوی آ خانواده�ی ͷی R ∈ F که را R ایده�آل�های از F خانواده�ی .٣.١.١ تعریف

.(I, aB) ∈ F آنگاه (I, a), (I, B) ∈ F اگر ،I, B ER وهر a ∈ R هر برای هرگاه

برای هرگاه مͬ�نامیم اوکا خانواده�ی ͷی R ∈ F که را R ایده�آل�های Fاز خانواده�ی .۴.١.١ تعریف

.I ∈ F آنگاه (I, a), (I :R a) ∈ F اگر ،I ER وهر a ∈ R هر

۵



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هرگاه مͬ�نامیم قوی اوکای خانواده�ی ͷیR ∈ F که را R ایده�آل�های Fاز خانواده�ی تعریف١.١.۵.

.I ∈ F آنگاه (I, A), (I :R A) ∈ F اگر ،I, AER هر برای

آنگاه J ∈ F و J ⊆ I اگر ،I, J ER برای هرگاه مͬ�نامیم نیم�فیلتر را F خانواده�ی .۶.١.١ تعریف

.I ∈ F

شود نتیجه A,B ∈ F از و بوده نیم�فیلتر هرگاه مͬ�نامیم فیلتر را F خانواده�ی .٧.١.١ تعریف

.A ∩B ∈ F

.AB ∈ F شود نتیجه A,B ∈ F از هرگاه نامیم منوئیدال Fرا خانواده�ی .٨.١.١ تعریف

.aB ∈ F آنگاه B ∈ F و < a >∈ F اگر گوئیم منوئیدال نیم- را F خانواده�ی .٩.١.١ تعریف

(Sq)n خاصیت دارای F خانواده�ی گوئیم باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف

.I ∈ F آنگاه J ∈ F و Jn ⊆ I ⊆ J اگر ،I, J ER هر برای هرگاه است

اگر ،I, J E R هر برای هرگاه است (Sq)∗n خاصیت دارای F خانواده�ی گوئیم .١١.١.١ تعریف

.J ∈ F آنگاه I ∈ F و Jn ⊆ I ⊆ J

) (Sq) علامت با را ( (Sq)∗n بترتیب ) �(Sq)n خواص فوق، تعاریف به توجه با .١٢.١.١ تذکر

مͬ�دهیم.� نشان ( (Sq)∗ بترتیب

معرفͬ زیر بشرح i = ۱,۲,۳ ازای به� Pi خواص باشد. R ایده�آل�های از خانواده�ای F کنیم فرض

مͬ�شوند:

باشد. منوئیدال فیلتر F هرگاه مͬ�کند صدق (P۱)خاصیت در F گوئیم (١

در و باشد بسته دو�به�دو ضرب حاصل تحت F هرگاه مͬ�کند صدق (P۲) خاصیت در F گوئیم (٢

کند. صدق (Sq)∗ شرط

شرط در و باشد بسته دو�به�دو اشتراک تحت F هرگاه مͬ�کند صدق (P۳) خاصیت در F گوئیم (٣

کند. صدق (Sq)

I مدول زیر -Aͷی Kباشد. کسرهای میدان با صحیح حوزه ͷی A فرضکنید تعریف١٣.١.١.

.αI ⊆ A بطوری�که باشد موجود α(̸= ۰) ∈ K و I ̸= ۰ هرگاه کسریAمͬ�نامیم ایده�آل ͷی Kرا از



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

را R از J ایده�آل ͷی صورت این در باشد.�� صحیح حوزه ͷی R کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

چون .IJ = R که باشد موجود I مانند R از کسری ایده�آل ͷی هرگاه مͬ�نامیم، پذیر١ معکوس

صورت در را J ایده�آل معکوس بعد به این از است، فرد به منحصر وارون�پذیر ایده�آل ͷی معکوس

مͬ�دهیم. نشان J−۱ با وجود

،I ⊆ J ایده�آل هر به��ازای هرگاه گوئیم، ضربی ایده�آل ͷی را R از J ایده�آل ͷی .١۵.١.١ تعریف

.I = J(I :R J)صورت این در .I = JK بطوری�که باشد موجود R از K مانند ایده�آل ͷی

R از ایده�آل�هایی I, J و صحیح حوزه ͷی R کنید فرض فاکتورگیری) (قضیه�ی .١۶.١.١ قضیه

است. برقرار I = J(I :R J) رابطه زیر شرایط از ͷی هر تحت .I ⊆ J بطوری�که باشند

باشد؛ پذیر معکوس ایده�آل ͷی J (١

باشد؛ اصلͬ ایده�آل ͷی J (٢

I؛ = ۰ یا J = I یا J = R (٣

،J−۱J = R به�طوری�که است موجود R از J−۱ مانند کسری ایده�آل (١) شرط طبق (١ برهان.

،J در طرفین ضرب با .J−۱I ⊆ (I :R J) تعریف طبق لذا و J−۱IJ = J−۱JI ⊆ I بنابراین

داریم

I ⊆ J(I :R J) ⊆ I.

.I = J(I :R J) لذا

حالتͬ در مͬ�آید. دست به (١) از (٢) پس است، معکوس�پذیر صفر غیر اصلͬ ایده�آل هر چون (٢

است. واضح حͺم باشد، صفر اصلͬ ایده�آل که

عکس بر .I ⊆ (I :R J) که است بدیهͬ زیرا ،(I :R J) = I آنگاه باشد، J = R اگر (۳

بنابراین .(I :R J) ⊆ I یعنͬ x = x × ۱ = x ∈ I لذا xR ⊆ I آنگاه x ∈ (I :R R) اگر

اگر .J(I :R J) = JR = I پس .(I :R J) = R آنگاه باشد، J = I اگر .J(I :R J) = RI = I

.J(۰ :R J) = ۰ = I لذا و ،(۰ :R J) = ۰ آنگاه باشد، I = ۰

١Invertible



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت مͬ�دهیم، نشان F ′ با که را F خانواده�ی مͺمل .١٧.١.١ تعریف

F ′ = {I ER : I ̸∈ F}.

ماکسیمال اعضای تمام مجموعه�ی ایده�آل�هایRباشد. از Fیͷخانواده فرضکنید .١٨.١.١ تبصره

مͬ�دهیم. نشان Max(F ′) با را شمول رابطه به نسبت F ′

هرگاه است ٢ M − P خانواده�ی ͷی F ′ گوئیم

Max(F ′) ⊆ Spec(R).

،F مانند ایده�آل�ها از اوکا و کو آ خانواده�ی هر که مͬ�کند بیان .(P.I.P) اول ایده�آل اصل بیان این با

Mاست. − P خانواده ͷی F ′

اول) ایده�آل (اصل .١٩.١.١ قضیه

Mاست. − P خانواده ͷی F ′ آنگاه باشد، ایده�آل�ها از کو آ یا اوکا خانواده� ͷی F اگر

اول ایده�آل که باشد موجود I ∈ Max(F ′) کنید فرض است. خلف برهان طریق از اثبات برهان.

.b ̸∈ I و a ̸∈ I ولͬ ab ∈ I بطوری�که موجودند a, b ∈ R پس نباشد.

.(I, a) ∈ F مͬ�شود نتیجه I بودن ماکسیمال از و I $ (I, a)پس a ∈ (I, a)− I چون

I بودن ماکسیمال از لذا و I $ (I :R a) مͬ�شود نتیجه b ∈ (I :R a) − I اینکه از همچنین

نیست. اوکا ،F پس است. تناقض که I ∈ F آنگاه باشد، اوکا خانواده F اگر حال .(I :R a) ∈ F

لذا و I $ (I, b) مͬ�شود نتیجه b ∈ (I, b)− I اینکه از حال باشد. کو آ بایستͬ F فرض طبق لذا و

I ∈ F که مͬ�شود نتیجه است، کو آ خانواده F چون .(I, a) ∈ F که دیدیم طرفͬ از .(I, b) ∈ F

است. تناقض که

٢Maximal implies prime



٢ فصل

متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی

متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی ١.٢

باشد. R ایده�آل�های از خانواده ͷی F و یͺدار و جابجایی حلقه�ی ͷی R فرضکنیم .١.١.٢ گزاره

هستند. معادل هم با بدو دو n(Sq)ها� ،n ≥ ۲ هر به�ازای (١

هستند. معادل هم با بدو دو n∗(Sq)ها� ،n ≥ ۲ هر به�ازای (٢

(زیرا بͽیریم. نتیجه را n ≥ ۲ به�ازای را (Sq)n درستͬ ،(Sq)۲ درستͬ از است کافͬ (١ برهان.

کنیم فرض بدین�منظور، مͬ�دهد).� نتیجه را (Sq)۲ خاصیت بوضوح (Sq)n خاصیت ،n ≥ ۲ به�ازای

k کنیم مͬ فرض ،Jn ⊆ I ̸∈ F و ،I + J = J ∈ F چون I ̸∈ F ولͬ J ∈ F و Jn ⊆ I ⊆ J

داریم چون (Sq)۲ فرض به توجه با حالت این در .I+Jk ∈ F که بطوری باشد ممͺن مقدار بزرگترین

(I + Jk)۲ = I۲ + IJk + J۲k ⊆ I + Jk+۱ ⊆ I + Jk.

است. تناقض ͷی که (I + Jk+۱) ∈ F لذا

n ≥ ۲ به�ازای (چون بͽیریم نتیجه را n ≥ ۲ برای (Sq)∗n درستͬ ،(Sq)∗۲ ازدرستͬ است ٢)کافͬ

مͬ�کنیم فرض منظور، بدین �.( مͬ�دهد نتیجه را (Sq)∗۲ خاصیت بوضوح (Sq)∗n خاصیت

٩



١٠ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

لذا .J ̸∈ F اما I ∈ F و Jn ⊆ I ⊆ J

I + J = J ̸∈ F

و

Jn + I = I ∈ F .

توجه با حالت این در ،I + Jk ̸∈ F که بطوری باشد ممͺن مقدار بزرگترین k کنیم مͬ فرض پس

داریم: چون (Sq)∗۲ فرض به

(I + Jk)۲ ⊆ I + Jk+۱ ⊆ I + Jk.

است. تناقض ͷی که I + Jk ∈ F بنابراین .I + Jk+۱ ∈ F و

به�ازای اگر وتنها اگر مͬ�کند،� صدق (P۳) شرط در F مانند R ایده�آل�های از خانواده�ا�ی .٢.١.٢ گزاره

بͽیریم: نتیجه (I, A), (I, B) ∈ F از بتوان R از ،I, A,B دلخواه ایده�آل�های

(I, AB) ∈ F .

مͬ�دهیم قرار .(⇐=) برهان.

A′ = (I, A) ∈ F

و

.B′ = (I, B) ∈ F

چون و ،A′ ∩B′ ∈ F ،(P۳) شرط به بنا

(A′ ∩B′)۲ ⊆ A′B′ = (I, A)(I, B) ⊆ (I, AB) ⊆ A′ ∩B′.

.(I, AB) ∈ F مͬ�گیریم: نتیجه (Sq)۲ فرض از

مͬ�کنیم فرض است.� بسته اشتراک به نسبت F و برقرار (Sq)۲ دهیم مͬ نشان .(=⇒)

چون (A = B) گرفتن نظر در با فرض به بنا این�صورت در .A ∈ F آن در که ،A۲ ⊆ I ⊆ A

(I, A) = A ∈ F ,



١١ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

بدین�منظور، است. بسته دو�به�دو اشتراک Fتحت دهیم مͬ نشان نهایت در .I = (I, A۲) ∈ F پس

صورت این در .A,B ∈ F مͬ�کنیم فرض

(A ∩B,A) = A ∈ F

و

(A ∩B,B) = B ∈ F ,

داریم فرض طبق

A ∩B = (A ∩B,AB) ∈ F .

شود، نتیجه (I, A), (I, B) ∈ F از R از I, A,B دلخواه ایده�آل�های به�ازای اگر .٣.١.٢ تذکر

دهیم. قرار I = ۰ فوق گزاره در است کافͬ زیرا است. منوئیدال F آنگاه ،(I, AB) ∈ F

خود شامل که R ایده�آل�های از Fخانواده�ای کنید فرض منطقͬ) �وابستگͬ (قضیه�ی .۴.١.٢ قضیه

داریم: را زیر دیاگرام این�صورت در باشد. است، R

(P۱) =⇒ (P۲) =⇒ (P۳) =⇒ Str.Ako =⇒ Ako

⇓ ⇓ ⇓

Str.Oka =⇒ Oka =⇒ P.I.P

(P۲) شرط در F مͬ�دهیم �نشان کند. صدق (P۱) شرط در F کنیم فرض .(P۲) ⇐= (P۱) برهان.

F مͬ�دهیم نشان حال است. بسته ضرب به نسبت لذا است،���� منوئیدال F چون مͬ�کند. صدق نیز

F چون .J ∈ F مͬ�دهیم نشان .I ∈ F و ،Jn ⊆ I ⊆ J مͬ�کنیم فرض مͬ�کند. صدق (Sq)∗ در

.J ∈ F پس I ∈ F و I ⊆ J وداریم است نیم�فیلتر



١٢ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

هر به�ازای دهیم نشان است کند.کافͬ صدق (P۲) گزاره در F کنیم فرض .(P۳) ⇐= (P۲)

داریم: منظور، بدین .(I, AB) ∈ F مͬ�شود نتیجه (I, A), (I, B) ∈ F از I, A,B ER

(I, AB)۲ ⊆ (I, A)(I, B) ⊆ (I, AB).

مͬ�شود نتیجه ،�( است بسته ضرب به نسبت F (چون (I, A), (I, B) ∈ F واینکه (Sq)∗۲ فرض از

است. بسته دو�به�دو اشتراک به نسبت F دهیم مͬ نشان حال �.(I, AB) ∈ F

داریم، A,B ∈ F کنیم فرض

(A ∩B)۲ ⊆ AB ⊆ A ∩B

.A ∩B ∈ F پس است)، منوئیدال F فرض طبق ) AB ∈ F چون

. است واضح ٢.١.٢ گزاره�ی طبق .Str.Aka ⇐= (P۳)

. است واضح .Ako ⇐= Str.Ako

مͬ�دهیم قرار .I ∈ F مͬ�دهیم نشان ،(I, A), (I :R A) ∈ F کنیم فرض .Str.Oka ⇐= (P۳)

داریم اما .(I, AB) ∈ F شود مͬ نتیجه ٢.١.٢ � گزاره�ی از (I, B) = B چون .B = (I :R A)

.(I, AB) = I ∈ F پس AB ⊆ I

. است واضح .Oka ⇐= Str.OKa

است. اوکا ،F مͬ�دهیم نشان باشد. قوی کو آ خانواده�ی ͷی F کنیم فرض .OKa ⇐= Str.Ako

دهیم مͬ قرار .I ∈ F دهیم مͬ نشان .a ∈ R آن در که ،(I, a), (I :R a) ∈ F کنیم فرض

چون و (I, aB) ∈ F است، قوی کوی آ خانواده�ی ͷی F چون .(I, B) = B لذا و B = (I :R a)

.(I, aB) = I ∈ F بنابراین .aB ⊆ I پس ،B = (I :R a)

صورت این در نباشد اول ولͬ باشد، F ′ ماکسیمال عضو ͷی I کنیم، فرض .P.I.P ⇐= Ako

چون حال .b ̸∈ I و a ̸∈ I ولͬ ab ∈ I به��طوری�که دارند وجود a, b ∈ R

b ∈ (I, b)− I

همچنین است). ماکسیمال F ′ در I چون ) (I, b) ∈ F لذا و I ⊂ (I, b) مͬ�شود نتیجه

a ∈ (I, a)− I

است، کو آ خانواده�ی F چون .(I, a) ∈ F که شود مͬ نتیحه I بودن ماکسیمال از و I ⊂ (I, a)پس



١٣ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

. است تناقض ͷی که ،(I, ab) = I ∈ F

صورت این در نباشد اول ولͬ باشد، F ′ ماکسیمال عضو ͷی I کنیم، فرض .P.I.P ⇐= Oka

چون حال .b ̸∈ I و a ̸∈ I ولͬ ab ∈ I که به�طوری دارند وجود a, b ∈ R

a ∈ (I, a)− I,

همچنین است). F ′ ماکسیمال I چون ) (I, a) ∈ F لذا و I $ (I, a) مͬ�شود نتیجه

a ∈ (I :R a)− I,

اوکا خانواده�ی F چون .(I :R a) ∈ F که شود مͬ نتیحه I بودن ماکسیمال از و I $ (I :R a)پس

. است تناقض که ،I ∈ F است،

خانواده این�صورت در باشد. Spec(R) از مجموعه زیر ͷی {Pi : i ∈ I} کنید فرض .۵.١.٢ مثال

زیرا است. قوی کوی آ ،F رو این از دارد، را (P۱) خاصیت F = {J ▹ R : J * Pi,∀i ∈ I}

مͬ�کنیم فرض پس است. مونوئیدال F کنیم ثابت است کافͬ است. �فیلتر وضوح به F خانواده

پس است اول ایده�آل Pi چون و AB ⊆ Pi که است موجود i ∈ I آنگاه AB ̸∈ F اگر .A,B ∈ F

است. تناقض که B ⊆ Pi یا A ⊆ Pi بایستͬ

صفر غیر حلقه�ی ͷی در معکوس�پذیر ایده�آل�های از F مونوئیدال خانواده هر .۶.١.٢ مثال

(I, J), (I :R که باشند ایده�آل�هایی I ⊆ J کنیم فرض زیرا است. اوکا خانواده ،R صحیح حوزه

چون و ،J(I :R J) ∈ F نتیجه در (I, J)(I :R J) ∈ F داریم بودن منوئیدال فرض بنابر .J) ∈ F

.I ∈ F مͬ�شود نتیجه گیری فاکتور قضیه از است معکوس�پذیر ایده�آل J

خانواده باشد. ناتهͬ ضربی بسته مجموعه ͷی S ⊆ R کنیم فرض .٧.١.٢ مثال

نتیجه در و است اوکا و کو آ خانواده F لذا دارد. را (P۱) خاصیت F = {I ▹ R : I ∩ S ̸= ϕ}

.Max(F ′) ⊆ Spec(R)

است. کو آ خانواده�ی ͷی لذا دارد. را (P۲) خاصیت F = {< ۰ >,Z۶} خانواده�ی .٨.١.٢ مثال

کنیم، فرض مͬ�کند. صدق نیز (Sq)∗۲ در که مͬ�کنیم ثابت است،� واضح F بودن منوئیدال

دوم توان لذا ،< ۰ > و Z۶,۳Z۶,۲Z۶ عبارتنداز .Z۶ ایده�آل�های مͬ�دانیم .I ∈ F و J۲ ⊆ I ⊆ J



١۴ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

ایجاب J۲ ⊆ (۰) ⊆ J رابطه آنگاه I = (۰) اگر بود خواهد ،< ۰ > و Z۶,۳Z۶,۲Z۶ ترتیب به آنها

مͬ�کند ایجاب J۲ ⊆ Z۶ ⊆ J رابطه آنگاه باشد I = Z۶ اگر .J = (۰) ∈ F لذا و J۲ = (۰) مͬ�کند

.J = Z۶ ∈ F

مͬ�باشد. R متناهͬ تولید با ایده�آل�های تمام خانواده�ی Ff.g(R) زیر مطالب در .٩.١.٢ تبصره

�آنگاه باشد، R حلقه�ی در ضربی ازایده�آل�های منوئیدال خانواده�ی ͷی F اگر (۱) .١٠.١.٢ گزاره

خانواده�ی متناهͬ تولید با ضربی ایده�آل�های خانواده�ی همه بویژه است. قوی اوکای خانواده ͷی F

است. قوی اوکای

است قوی اوکای خانواده�ی Ff.g(R) آنگاه باشد ضربی حلقه�ی ͷی R اگر (۲)

بنابر�این .(I, J) = J لذا .(I, J), (I :R J) ∈ F و I ⊆ J کنیم فرض (١ برهان.

ایده��آل از خانواده ͷی F چون .J(I :R J) ∈ F پس است، منو�ئیدال F چون .J, (I :R J) ∈ F

برای است.� قوی اوکای خانواده�ی F بنابر�این .I ∈ F یعنͬ ،I = J(I :R J) پس است، ضربی

همه شود. مراجعه [۱] مرجع ۴۶۶ صفحه�ی به ، ١ اندرسون قضیه�ی طبق (۱) بند دوم قسمت اثبات

دارند. را قوی اوکای ویژگͬ متناهͬ تولید با ضربی ایده�آل�های خانواده�ی

است. واضح (۱) بند از بااستفاده (٢

هستند. معادل زیر شرایط S حلقه��ی هر برای .١١.١.٢ گزاره

است. نوتری S حلقه�ی (١

است. قوی اوکای خانواده�ی ،Ff.g(R) ،R مانند متناهͬ تولید با S−جبر هر برای (٢

اوکای خانواده�ی Ff.g(R)است متناهͬ تولید با S−مدول بعنوان که R مانند S−جبر هر برای (٣

است. قوی
١Anderson



١۵ متناهͬ تولید با و اصلͬ ایده�آل�های خانواده�ی .٢ فصل

است. متناهͬ تولید با R نوتری حلقه�ی ایده�آل هر هلبرت پایه قضیه به بنا .(۲) ⇐= (۱) برهان.

،R ایده�آل�های همه خانواده�ی که است بدیهͬ و است برابر R ایده�آل�های تمام خانواده�ی با Ff.g(R)

است. قوی اوکای

است. متناهͬ تولید با S−جبر ͷی متناهͬ، تولید با S−مدول هر زیرا است، واضح .(۳) ⇐= (۲)

نیست. متناهͬ تولید با که دارد K مانند ایده�آلͬ S یعنͬ نباشد، نوتری S کنیم فرض .(۱) ⇐= (۳)

ͷی دارای و است مولد متناهͬ S−مدول ͷی J که است بدیهͬ .J := S ⊕ S مͬ�کنیم تعریف

است با�وفا J/I نیست. مولد متناهͬ ،K که است I := ۰ ⊕K مانند مولد متناهͬ غیر زیرمدول

بنابراین x(۱,۱+K) = ۰ مͬ�گیریم نتیجه J/I ∼= S ⊕ S/K چون و x ∈ AnnR(J/I) اگر زیرا )

است. حلقه ͷی زیر ضرب با R ،R := S ⊕ J مͬ�کنیم تعریف .( AnnR(J/I) = ۰ یعنͬ x = ۰

مͬ�کنیم: تعریف j, j′ ∈ J هر به�ازای و s, s′ ∈ S هر بازای

(s, j)(s′, j′) = (ss′, sj′ + s′j).

زیرا است. متناهͬ تولید با مدول S−جبر ͷی حلقه این

R = S ⊕ J = S ⊕ (S ⊕ S) =< (۱,۱,۱) >,

و

I۰ = (۰, I) ⊆ J۰ = (۰, J)

،I := ۰⊕K زیرا نیست، متناهͬ تولید با I۰ و است. متناهͬ تولید با J۰ اما Rمͬ�باشند. از ایده�آل�های

داریم: است. متناهͬ تولید با J = S ⊕ S و نیست متناهͬ تولید با K

(I۰ :R J۰) = {x ∈ R : xJ۰ ⊆ I۰}

= J۰ = (۰, I)

و ،x = (s, j) ∈ R = S ⊕ J اگر زیرا

xJ۰ = {(s, j).(۰, J), j ∈ J} ⊆ I۰ = (۰, I).

لذا .sJ ⊆ I پس .(s, j).(۰, t) = (۰, st) ⊆ (۰, I) داریم t ∈ J هر به�ازای حال

اما است. متناهͬ تولید با ،(I۰ :R J۰) = J۰ بنابر�این و s = ۰ یعنͬ .s ∈ AnnR(J/I) = ۰


