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چͺیده

توان پوچ جبرهایلی در ضریبشور بعد

وسیله�ی: به
حسینͬ محدثه

ضربͽر ها، گروه همانند شد. مطرح ١٩٠۴ سال در شور توسط شور ضربͽر مفهوم ،G دلخواه گروه برای

بود خواهد زیر صورت به ، L پوچ�توان لͬ جبر ͷی برای شور

dimM(L) =
١
٢
(n− ١)(n− ٢) + ١− s(L)

پرداخت. خواهیم s(L) = ١,٢ با توان پوچ لͬ جبرهای بررسͬ به پایان�نامه این در .s(L) ≥ ٠ جایی�که در

مͬ�آوریم. دست به ͬͺیانکوس کران از بهبودی همچنین

غیرآبلͬ تانسور مشتق، زیرجبر پوچ�توان، لͬ جبرهای شور، ضربͽر کلیدی. واژه�های

د
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پیشگفتار

توسط به�طوری�که شد. مطرح ١ شور توسط بار اولین ،M(G)،شور ضربͽر مفهوم ،Gگروه ͷی برای

.M(G) =
R ∩ [F, F ]

[R,F ]
که مͬ�شود داده نشان هاپف فرمول

تعریف زیر صورت به تواند M(L)،L،مͬ لͬ جبر برای شور ضربͽر ها، گروه در شور ضربͽر مشابه

شود

M(L) =
R ∩ [F, F ]

[R,F ]

جبر ͷی برای که دهد مͬ [١۵]نشان در ٢ هان مانͬ است. آزاد لͬ جبر ͷی F و L ∼= F
R
که وقتͬ

nداریم بعد Lاز لͬ

. t(L) ≥ ٠ که جایی در dimM(L) =
١
٢
n(n− ١)− t(L)

لͬ جبر ͷی از شور ضربͽر بعد برای جدید بالایی کران ͷی که دادند نشان ۵ ژو و ۴ برکوویچ ٣ باتن،

بͺند. فراوانͬ ͷکمt(L) به نسبت L ساختار تعیین به تواند مͬ متناهͬ بعد با

مͬ معرفͬ را غیرآبلͬ توان پوچ لͬ جبر ͷی از شور ضربͽر بعد برای بالایی کران ͷ[٢٠]ی در نیرومند

که صورت بدین کند.

dimM(L) =
١
٢
(n− ١)(n− ٢) + ١− s(l)

١Schur
٢Moneyhun
٣Batten
۴Berkovich
۵Zhou

١



کند. مͬ s(L)تعیین = که٠ جایی در Lرا ساختار همچنین s(L)و ≥ ٠ جایی�که

کنیم. بندی دسته را s(L) = ١,٢ با توان پوچ لͬ های جبر همه که داریم قصد پایان�نامه این در

صورت در که دید خواهیم مبحث این در هستیم. ͬͺیانکوس کران از بهبودی یافتن دنبال به هم�چنین

و کرد معرفͬ dimM(L) روی بهتری کران ͷی مͬ�توان ماکسیمال بعد از مشتق جبر زیر ͷی وجود

آورد. به�دست را ͬͺیانکوس نتیجه خاص حالت در

٢



نمادگذاریها برخی

L لͬ جبر شور ضربͽر :M(L)

٢m+ ١ بعد از هایزنبرگ جبر :H(m)

n بعد از آبلͬ لͬ جبر :A(n)

L لͬ جبر مرکز :Z(L)

L در H نرمال�ساز :NL(H)

L های خودریختͬ مجموعه :Aut(L)

L لͬ جبر مربعͬ تانسوری حاصل�ضرب :L⊗ L

L آبلͬ تانسوری حاصل�ضرب :L⊗z L

L لͬ جبر خارجͬ مربع :L ∧ L

L های درون�ریختͬ مجموعه :End(L)

L شور ضربͽر بعد :dimM(L)

لͬ براکت با {x, y, z, c, r} پایه با لͬ جبر :L(۴,۵,٢,۴)

[x, c] = r،[x, z] = [y, z] = [z, c] = [y, c] = ٠ ، [x, y] = z

٣



١ فصل

پیش�نیازها

مقدماتͬ گذاری نماد چند و تعاریف ١�١

گروه ͷی G این�صورت در باشد. مجموعه ͷی X و گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.١ تعریف

تابع هر و H گروه هر برای به�طوری�که باشد موجود i : X → G تابع اگر است X روی ١ آزاد

goi = f به�طوری�که شود یافت g : G→ H یͺتایی گروهͬ هم�ریختͬ f : X → H

است.) i و g تابع دو ترکیب نماد goi)

عبارت این نامیم. ٢ آزاد آبلͬ گروه Gرا باشند، آبلͬ Hگروه Gو فوق تعریف در اگر تعریف٢.١.١.

با خطͬ ترکیب به�صورت G از عضو هر که یافت طوری G برای پایه�ای بتوان این�که با است معادل

شوند. نوشته پایه این عناصر از صحیح ضرایب

همراه به میدان این روی برداری فضای ͷی A و باشد میدان ͷی F که کنید فرض .٣.١.١ تعریف

جبر ͷی را Aاین�صورت در باشد (x, y) 7−→ xy ضابطه با A×A −→ A خطͬ دو نگاشت ͷی

باشد زیر خواص دارای a, b ∈ F و x, y, z ∈ A هر برای به�طوری�که مͬ�نامیم. ٣

(ax+ by)z = a(xy) + b(yz)

x(ay + bz) = a(xy) + b(xz)

a(xy) = (ax)y = x(ay)

١Free group
٢Free abelian group
٣Algebra

۴



فضای ͷی A اگر است متناهͬ بعد با A جبر است. برداری فضای به�عنوان A بعد همان A جبر بعد

باشد داشته وجود ١ ∈ A عنصر اگر است ی�ͷدار A چون جبر ͷی باشد. متناهͬ بعد با برداری

باشیم: داشته x ∈ A هر برای به�طوری�که

١x = x١ = x

ͷی همراه به میدان این روی برداری فضای ͷیL و باشد میدان ͷیF کنید فرض .۴.١.١ تعریف

باشد میͺند صدق زیر شرایط در که ، L× L −→ L ، ([, ]) لͬ براکت و خطͬ دو نگاشت

باشد. خطͬ دو [., .] (١

[x, x] = ٠ (٢

یعنͬ باشد برقرار ژاکوبی اتحاد x, y, z ∈ L هر برای (٣

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = ٠

نامیم. مͬ ۴ لͬ جبر ͷی Lرا اینصورت در

داشته x, y ∈ A هر برای به�طوری�که .A ⊆ L و باشد لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .۵.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. L از ۵ زیر�جبر ͷی را A این�صورت در .[x, y] ∈ A باشیم،

آمده پدید زیرفضای ،[X, Y ] از منظور باشند. L از زیرفضاهایی Y Xو کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

از H فضای زیر ͷی مͬ�باشد. y ∈ Y و x ∈ X به�طوری�که است، L از [x, y] عناصر کلیه توسط

روی شده تعریف عمل همان با H آن�گاه .[H,H] ⊆ H هرگاه گوییم، ۶ شده مشتق لͬ زیرجبر را L

است. لͬ جبر ͷی خود L

y ∈ L و x ∈ I هر برای به�طوری�که باشد L لͬ جبر از فضا زیر ͷی I که فرضکنید تعریف٧.١.١.

مͬ�نامیم. L از ٧ ایده�آل ͷی را I در�این�صورت [x, y] ∈ I باشیم داشته

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را L توان�های باشد. لͬ جبر ͷی L کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

n ≥ ٠ هر برای L(n+١) = [L(n), L(n)] ،L(٠) = L

۴Lie algebra
۵Subalgebra
۶Derived Lie subalgebra
٧Ideal

۵



است. آن از ایده�آلͬ L از ایده�آل دو هر ضرب چون است، L از ایده�آلͬ L(n)

جبر از ایده�آل هر .L(n) = ٠ باشیم داشته ، n ≥ ٠ ͷی برای هرگاه گوییم، ٨ حل�پذیر را L جبرلͬ

است. حل�پذیر حل�پذیر، لͬ

n ∈ N هر برای باشد. L روی شده تعریف براکت [., .] و لͬ جبر ͷی L فرضکنیم .٩.١.١ تعریف

را n طبیعͬ عدد بتوان هرگاه نامیم، ٩ پوچ�توان را L این�صورت، در .Ln = [L,Ln−١] مͬ�دهیم قرار

.Ln = ٠ به�طوری�که یافت

عدد بتوان هرگاه نامیم، ١٠ پوچ�توان موضعا را f باشد، f ∈ End(V ) و برداری فضای ͷی V اگر

است. v به وابسته n که ، fn(v) = ٠ باشیم، داشته v ∈ V هر برای به�طوری�که یافت، را n طبیعͬ

(٠) ایده�آل ، L ماکسیمال حل�پذیر ایده�آل تنها اگر نامیم، ١١ نیم�ساده را L لͬ جبر .١٠.١.١ تعریف

باشد. L از

یا I = ٠ باشیم داشته L از I ایده�آل هر برای اگر نامیم، ١٢ ساده را L جبرلͬ .١١.١.١ تعریف

I = L

به مͬ�دهیم، نشان Z(L) نماد با که را L مرکز باشد، لͬ جبر ͷی L کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

Z(L) = {x ∈ L|[x, y] = ٠, هر yبرای ∈ L}

نماد با که را L Hدر ١٣ نرمال�ساز باشد، L از زیرجبر ͷیH و لͬ جبر ͷی L اگر .١٣.١.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم، نشان NL(H)

NL(H) = {x ∈ L|[x, y] ∈ H, هر yبرای ∈ L}

باشد: لͬ جبر ͷی L کنیم فرض .١۴.١.١ گزاره

است. L از زیرجبری نیز H ∩K آن�گاه باشند، L از زیرجبرهایی H و K اگر (١

است. L از ایده�آلͬ نیز H ∩K آن�گاه باشند، L از ایده�آل�هایی H و K اگر (٢

٨Soluble
٩Nilpotent

١٠Locally nilpotent
١١Semi simple
١٢Simple
١٣Normalizer

۶



است. L از زیرجبری H +K آن�گاه باشد، L از زیرجبری K و L از ایده�آلͬ H اگر (٣

است. L از ایده�آلͬ نیز H +K آن�گاه باشند، L از ایده�آل�هایی H و K اگر (۴

براکت ، [., .] که صورتͬ در باشند، F میدان روی لͬ جبر دو L′ و L کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف

همه�ی از متشͺل برداری فضای باشد، L′ روی شده تعریف براکت ، [., .]′ و L روی شده تعریف

مͬ�دهد. لͬ جبر ͷی تشͺیل زیر براکت با همراه x′ ∈ L′ و x ∈ L که هایی (x, x′)

x′, y′ ∈ L′ و x, y ∈ L هر برای

[(x, x′), (y, y′)] = ([x, y], [x′, y′]′)

مͬ�نامیم. L′ و L لͬ جبرهای ١۴ مستقیم جمع مͬ�دهیم، نشان L⊕ L′ با که را لͬ جبر این

خطͬ تبدیل این�صورت در باشند. F میدان روی لͬ جبر دو L′ و L کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ L هر برای هرگاه گوییم، ١۵ هم�ریختͬ ͷی را φ : L→ L′

φ[x, y] = [φ(x), φ(y)]

باشد. موجود φ : L→ L′ هم�ریختͬ هرگاه گوییم هم�ریخت را L′ و L لͬ جبرهای

و Ker(φ) = ٠ اگر گوییم، ی�ͷریختͬ را φ : L→ L′ هم�ریختͬ .١٧.١.١ تعریف

را L′ و L لͬ جبرهای باشد. پوشا و ͷی به ͷی φ هرگاه دیͽر عبارت به .Img(φ) = L′

های ی�ͷریختͬ تمامͬ مجموعه�ی باشد. موجود φ : L→ L′ ی�ͷریختͬ هرگاه گوییم، ١۶ ی�ͷریخت

مͬ�دهیم. نمایش Aut(L) نماد با آن�را که مͬ�دهد گروه ͷی تشͺیل φ : L→ L

١+٢mمͬ�نامیم بعد از ١٧ هایزنبرگ جبر آن�را و داده نشان H(m) با را L لͬ جبر .١٨.١.١ تعریف

هرگاه

.dimL٢ = ١ و L٢ = Z(L)

ͷی درواقع است. H(١) وسیله به A(١) از مرکزی توسیع ͷی L(٣,۴,١,۴) .١٩.١.١ تعریف

t(L) = ٣ مورد در اول جبر که کند مͬ تعیین اول رقم که باشد مͬ {x, y, z, r} پایه با لͬ جبر

کند. مͬ مشخص را t(L) عدد آخرین و dimZ(L) سوم رقم .dim(L) دوم رقم افتد. مͬ اتفاق

١۴Direct sum
١۵Homomorphism
١۶Isomorphism
١٧Heisenberg algebra

٧



دیͽر عبارت به .Z(L) = L اگر فقط و اگر مͬ�نامیم ١٨ آبلͬ لͬ جبر ͷی را L .٢٠.١.١ تعریف

[x, y] = ٠ باشیم داشته x, y ∈ L هر برای

برداری فضای این�صورت در باشد L از ایده�آل ͷی I و لͬ جبر ͷی L که فرضکنید تعریف٢١.١.١.

مͬ�دهد را زیر در شده تعریف براکت با لͬ جبر ͷی تشͺیل L
I
= {I + x|x ∈ L} خارج�قسمتͬ

L

I
× L

I
−→ L

I
(I + x, I + y) 7−→ I + [x, y]

این�صورت در باشد لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .٢٢.١.١ لم

است. پوچ�توان L از لͬ جبر زیر هر آن�گاه، باشد پوچ�توان L اگر (١

است. پوچ�توان نیز L آن�گاه، باشد پوچ�توان L

Z(L)
اگر (٢

مͬ�باشد. بدیهͬ (١) اثبات.

(
L

Z(L)
)m = ٠ به�طوری�که دارد mوجود ≥ ١ مانند عددی است، پوچ�توان L

Z(L)
آن�جاییͺه از (٢)

.L
m + Z(L)

Z(L)
= ٠ بنابراین و

.Lm+١ = پس٠ .[Lm, L] = ٠ و Lm ⊆ Z(L) نتیجه در

قرار و باشد L از ایده�آل ͷی K و باشد متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .٢٣.١.١ گزاره

به�طوری�که دارند وجود J Mاز ایده�آل و J متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی آن�گاه .H =
L

K
مͬ�دهیم

(i)L٢ ∩K ∼=
J

M
(ii)M(L) ∼= M

(iii) است. J از همریخت تصویر ͷیM(H)

(iv) M(H)است. از همریخت تصویر ͷی L٢ ∩K آن�گاه باشد، K ⊂ Z(L) اگر

ایده�آل ͷی باشد. L از آزاد نمایش ͷی ٠ −→ R −→ F −→ L −→ ٠ که کنید فرض اثبات.

باشد. K از آزاد نمایش ͷی ٠ −→ R −→ T −→ K −→ ٠ به�طوری�که دارد وجود F از T

داریم [F,R] ⊂ R ⊂ T و [F,R] ⊂ F ٢ آن�جاییͺه از آن�گاه

L٢ ∩K = (
F

R
)٢ ∩ (

T

R
) = (F ٢ +

R

R
) ∩ (

T

R
)

=
((F ٢ +R) ∩ T )

R
∼=

(F ٢ ∩ T )
(F ٢ ∩R)

١٨Abelian lie algebra

٨



∼=

(F ٢ ∩ T )
[F,R]

(F ٢ ∩R)
[F,R]

.M =
(F ٢ ∩R)
[F,R]

و J =
F ٢ ∩ T
[F,R]

مͬ�دهیم قرار

داریم اکنون هستند. برقرار (ii) و (i) ،M ∼= M(L) تعریف از استفاده با حال

H =
L

K
∼=

(
F

R
)

(
T

R
)

∼=
F

T

بنابراین مͬ�باشد. H از آزاد نمایش ͷی ٠ −→ T −→ F −→ H −→ ٠ بنابراین

M(H) ∼=
(F ٢ ∩ T )
[F, T ]

∼=

(F ٢ ∩ T )
[F,R]

[F, T ]

[F,R]

=
J

(
[F, T ]

[F,R]
)

است. برقرار نیز (iii) نتیجه در و

آن�گاه .dim(
L

Z(L)
) = n به�طوری�که باشد لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .٢۴.١.١ لم

dimL٢ ≤ ١
٢
n(n− ١)

شود. مراجعه [١] از ١ لم به اثبات.

شور ضربͽر معرفͬ ٢�١

از و ١٩ شور توسط بار اولین ،M(G) شور، ضربͽر مفهوم باشد. دلخواه گروه ͷی G که کنید فرض

مطرح C∗ در ضرایب با گروه�ها کوهومولوژی دومین عنوان به گروه�ها، تصویری نمایش روی وی کار

که مͬ�شود داده نشان هاپف فرمول توسط G گروه برای به�طوری�که شد

M(G) ∼=
R ∩ [F, F ]

[R,F ]

باشد. G از آزاد نمایش ͷی ٠ −→ R −→ F −→ G −→ ٠ جایی�که در

بیشترین مͬ�کنند. جلب خود به بیشتری توجه کلاس�ها از بعضͬ گروه�ها از مشهور کلاس�های بین در

است. متناهͬ -گروه�های pکلاس توجه

١٩Schur

٩



برای که است داده نشان او است. شده معرفͬ ٢٠ گرین به�وسیله شور ضربͽر برای مهم نتایج از ͬͺی

داریم t(G) نامنفͬ مقدار برای و pn مرتبه�ی از G متناهͬ -گروه p هر

|M(G)| = p

١
٢
n(n−١)−t(G)

مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷیG اگر فقط و اگر است t(G) = ٠ که است داده نشان [۴] در ٢١ برکوویچ

کند. دسته�بندی را t(G) = ١ با -گروه�های p همه�ی توانست هم�چنین او باشد.

با -گروه�های p همه�ی ساختار و گرفت نظر در را t(G) = ٢ مورد [٢٧] در ٢٢ ژو ،١٩٩٨ سال در

کرد. تعیین را نظر مورد خاصیت

یافتن روند مͬ�تواند [٨] در ٢۴ گشوتز از بالایی کران ͷی چͽونه که است داده [۶]نشان در ٢٣ الیس

را t(G) = ٣ مساله توانست هم�چنین او و کند مختصر را t(G) = ٠,١,٢ با -گروه�های p ساختار

کند. حل نیز

را G ساختار مͬ�توان ترتیب این به بخشید. بهبود را ٢۶ جونس از بالایی کران [١۶] در ٢۵ نیرومند

به�دست [۴،۶،٢٧] از متفاوت کاملا و کوتاه�تر راه ͷی به�وسیله را است t(G) = ١,٢,٣ که وقتͬ

دهد. توسیع نیز t(G) = ۴,۵ برای را نتیجه که است توانسته به�علاوه آورد.

تعریف زیر به�صورت M(L)مͬ�تواند یعنͬ ،L لͬ جبر برای شور ضربͽر گروه�ها در شور ضربͽر مشابه

شود

M(L) ∼=
R ∩ [F, F ]

[R,F ]

است. آزاد لͬ جبر ͷی F و L ∼=
F

R
جایی�که

داریم ،n بعد از L لͬ جبر برای که مͬ�دهد نشان گرین نتیجه شبیه [١۵] در ٢٧ مانͬ�هان نتیجه

.t(L) ≥ ٠ جاییͺه dimM(L) =
١
٢
n(n− ١)− t(L)

٢٠Green
٢١Berkovich
٢٢Zhou
٢٣Ellis
٢۴Gaschutz
٢۵Niroomand
٢۶Jones
٢٧Moneyhun

١٠



متناهͬ بعد از پوچ�توان لͬ جبرهای برای را ژو و برکوویچ با مشابه نتایج که شد موفق [٢] در ٢٨ باتن

پوچ�توان لͬ جبر ͷی از شور ضربͽر بعد برای جدید بالایی کران ͷی قبل، بیانات همانند آورد. به�دست

کند. ساده�تر را t(L) متفاوت مقادیر در لͬ جبر تعیین مشͺل مͬ�تواند

زیر صورت به را پوچ�توان لͬ جبر ͷی از شور ضربͽر بعد برای بالایی کران ͷی [٢٠] در نیرومند

مͬ�کند معرفͬ

dimM(L) =
١
٢
n(n− ١) + ١− s(L)

مͬ�کند. کلاس�بندی s(L) = ٠ جایی�که را L ساختار هم�چنین و s(L) ≥ ٠ جایی�که

باشد. منفͬ است ممͺن s(L) آن�گاه باشد آبلͬ L اگر که کنید توجه

این�صورت در .dimL = n به�طوری�که باشد لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .١.٢.١ لم

dimM(L) ≤ ١
٢
n(n− ١)

شود. مراجعه [١] از ٢ لم به اثبات.

آن�گاه باشد. n بعد از لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .٢.٢.١ لم

t(L) = ٠ اگر فقط و اگر است آبلͬ L

L برای ماکسیمال جفت ͷی (K,M) و dimM(L) =
١
٢
n(n − ١) که کنید فرض اثبات.

باشند.

داریم ٢۴.١.١ لم از استفاده با dim K

Z(K)
≤ dim

K

M
= n و M ⊂ Z(K) آن�جایی�که از

.بنابراین dimK٢ ≤ ١
٢
n(n− ١)

١
٢
n(n− ١) = dimM(L) = dimM ≤ dimK٢ ≤ ١

٢
n(n− ١)

است. آبلͬ L ∼=
K

M
=

K

K٢ نتیجه در Mو = K٢ بنابراین

A مانند جمعͬ و آبلͬ گروهͬ چپ -مدول R ͷی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

r, s ∈ R هر ازای به طوری�که به (r, a) 7→ ra با شده داده R×A→ A مانند تابعͬ با همراه است

a, b ∈ A و

٢٨Batten

١١



r(a+ b) = ra+ rb(١

(r + s)a = ra+ sa(٢

r(sa) = (rs)a(٣

شود. مͬ تعریف مشابه صورت به راست -مدول R

هم�چنین، Rباشند. حلقه�ی روی چپ مدول ͷیB و راست مدول ͷیA فرضکنیم تعریف٢.١.۴.

به�وسیله�ی شده تولید F لͬ جبر زیر ͷی K نیز و A × B مجموعه�ی روی آزاد آبلͬ لͬ جبر ͷی F

)باشد r ∈ R و b, b١ ∈ B ، a, a١ ∈ A هر ازای به ) زیر اشͺال به عناصر تمام

(a+ a١, b)− (a, b)− (a١, b)(١

(a, b+ b١)− (a, b)− (a, b٢)(١

(ar, b)− (a, rb)(٣

نماد با را جبر این مͬ�نامیم. B و A ٢٩ تانسوری حاصل�ضرب را F
K

قسمتͬ خارج آبلͬ لͬ جبر

آن�گاه R = Z اگر مͬ�شود. نموده a با (a, b) +K هم�مجموعه�ی مͬ�شود. داده نمایش A ⊗R B

مͬ�نامیم. B و A آبلͬ تانسوری حاصل�ضرب A⊗Z B

و باشد بعدی −n توان پوچ لͬ جبر ͷی L که کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

آنگاه .dimL٢ = m ≥ ١

dimM(L) ≤ ١
٢
(n+m− ٢)(n−m− ١) + ١

.L ∼= H(١)⊕ A(n− ٣) اگر فقط و اگر است برقرار تساوی آنگاه m = ١ اگر این بر علاوه

از مͬ�باشد. n − ١ بعد از آبلͬ لͬ جبر ͷی L

L٢ آن�گاه dim(L٢) = ١ که کنیم فرض اثبات.

باشد. L
L٢ در Z(L)

L٢ از مͺمل ͷی H
L٢ که کنیم فرض مͬ�توانیم ما L٢ ⊆ Z(L) آن�جایی�که

بنابراین و H ∩ Z(L) ⊆ H دیͽر طرف از .L٢ = H٢ و L = H + Z(L) که داریم ما بنابراین

.Z(H) = L٢

باشد. داشته Z(L) در K مͺمل ͷی باید L٢ ، L٢ ⊆ Z(L) آن�جاییͺه از

.L ∼= K ⊕H داریم ما بنابراین L٢ ⊕K = Z(L) کنید فرض

پس

dim(M(K ⊕H)) = dim(M(K)) + dim(M(H)) + dim(
K

K٢ ⊗ H

H٢ )

٢٩Tensor Product

١٢



شود گرفته نظر در باید مورد دو است آبلͬ K و هایزنبرگ جبر ͷی H آن�جاییͺه از

بنابراین .dim(H) = ٢m+ ١ ،m ≥ ٢ هر برای که کنیم فرض (١ مورد

،dim(M(H)) = ٢m٢ −m− ١

،dim(M(K)) =
١
٢
(n− ٢m− ١)(n− ٢m− ٢)

dim(K ⊗ H

H٢ ) = dim(K).dim(
H

H٢ ) = (n− ٢m− ١)(٢m)

که مͬ�کنیم ثابت ما و

dim(M(K ⊕H)) =
١
٢
(n− ٢m− ١)(n− ٢m− ٢)

+(٢m٢ −m− ١) + (n− ٢m− ١)(٢m)

=
١
٢
n(n− ٣) < ١

٢
(n− ١)(n− ٢) + ١

قبل نتایج از استفاده با .H ∼= H(١) و m = ١ که کنیم فرض (٢ مورد

،dim(M(H)) = ٢

،dim(M(K)) =
١
٢
(n− ٣)(n− ۴)

dim(K ⊗ H

H٢ ) = dim(K).dim(
H

H٢ ) = (n− (٢).(٣

که کردیم اثبات ما و

dim(M(K ⊕H)) =
١
٢
(n− ٣)(n− ۴) + ٢+ ٢(n− ٣) = ١

٢
n(n− ٣) + ٢

آن�جاییͺه از .m > ١ که کنیم فرض مͬ�کنیم. اثبات را حͺم m روی استقرا از استفاده با ما اکنون

فرض از استفاده با دارد وجود L٢ ∩ Z(L) در مشمول ١ بعد از K ایده�آل ͷی ،٠ ̸= L٢ ∩ Z(L)

داریم استقرا

١+ dim(M(L)) ≤ dim(M(
L

K
)) + dim(M(K)) + dim(

L

L٢ ⊗K)

بنابراین و

dim(M(L)) ≤ ١
٢
(n+m− ۴)(n−m− ١) + ١+ n−m− ١

=
١
٢
(n+m− ٢)(n−m− ١) + ١

کردیم. ادعا که همان�طور

١٣


