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قدردانͬ

به را خود که خداست برای ستایش بͬ�انجام. واپسین و بͬ�آغاز نخستین آن خداست برای ستایش
ما روی به را پروردگاریش به علم درهای و آموخت ما رابه خود از سپاسͽزاری شیوه و شناساند ما

ساخت. رهنمون خود توحید به ورزیدن اخلاص به را ما و گشود
سلطانخواه، نسرین دکتر خانم سرکار خود، راهنمای استاد زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه
علم خود صمیمͬ و گرم اخلاق با که حاجͬ�ابوالحسن حسین دکتر آقای جناب از همچنین
اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و دادند قرار من اختیار در صمیمانه را بͬ�پایانشان

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را
که اسلامͬ دکتر خانم سرکار و دانشͽر دکتر اردوخانͬ، دکتر بهمردی، دکتر آقایان جناب از
این بهبود باعث خود ارزنده پیشنهادات با و فرمودند تقبل را رساله این داوری و مطالعه زحمت

مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر شدند، رساله
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر همچنین را. مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و





چͺیده
علم در ساخت هزینه� کم و امن کلید توزیع طرح�های بتوان آن�ها ͷکم به که روش�هایͬ ارائه
از عاری خانواده ͷی ͷکم با که کلید توزیع الͽوی برخوردارند. ویژه�ای اهمیت از رمزنͽاری
ͷی کلید توزیع الͽوی مͬ�کند. برآورده را نیازی چنین که است ابزاری مͬ�شود ساخته پوشش
اگر تنها و اگر مͬ�کند دریافت را ki کلید j-ام شخص آن در که است، M ،v× n ,٠)-ماتریس ١)
X مجموعه مجموعه�های زیر از خانواده�ای پوشش از عاری ,r)-خانواده w; d) ͷی .M(i, j) = ١
هیچ اجتماع در که است عضو d شامل حداقل خانواده این مجموعه�های از rتا هر اشتراک که است
ͷی آن برای که X مجموعه اندازه مینیمم نمͬ�گیرد. قرار خانواده این دیͽر مجموعه�های از wتا
نمایش N((r, w; d), t) نماد با باشد داشته وجود مجموعه t با پوشش از عاری ,r)-خانواده w; d)
دوبخشͬ زیرگراف�های از خانواده�ای G گراف از کامل دوبخشͬ d-پوشش ͷی مͬ�شود. داده
کمترین شود. پوشیده خانواده این گراف�های از dتا توسط حداقل G یال هر که هستند G کامل
عدد پوشاند بار d حداقل را G گراف یال هر بتوان آن�ها ͷکم به که کامل دوبخشͬ�های تعداد
d-پوشش عدد ویژگͬ�های بررسͬ به ابتدا رساله این در مͬ�شود. نامیده کامل دوبخشͬ d-پوشش
است برابر N((r, w; d), t) مͬ�دهیم نشان سپس مͬ�پردازیم. کلͬ حالت در گراف�ها کامل دوبخشͬ
آن رأس�های مجموعه که است دوبخشͬ گراف ͷی که It(r, w)گراف کامل دوبخشͬ d-پوشش با
رأس ͷی گراف این در است. عضوی t مجموعه ͷی از w-عضوی و r-عضوی زیرمجموعه�های
اگر وتنها اگر است وصل w-عضوی مجموعه ͷی نظیر رأس ͷی به r-عضوی مجموعه ͷی نظیر
ارائه N((r, w; d), t) پارامتر برای را کران�هایͬ سپس باشد. تهͬ نظیرشان مجموعه�های اشتراک

مͬ�کنیم. محاسبه خاصͬ حالت�های در را N((r, w; d), t) دقیق مقدار همچنین مͬ�دهیم.
مجموعه ͷی توسط w = (w١, . . . , wv) v-کدکلمه ͷی ،v طول از Γ دودویͬ کد ͷی در
باشیم داشته ،i = ١, . . . , v هر برای هرگاه مͬ�شود تولید کدکلمه�ها از {w١, . . . , wr} ⊆ Γ

|Γ| = t هرگاه است t اندازه از جعل برابر در r-امن کد، ͷی مͬ�گوییم .wi ∈ {w١
i , . . . , w

r
i }

آنͽاه باشد شده تولید r حداکثر اندازه از C٢ و C١ مجموعه دو توسط که v-کدکلمه�ای هر برای و
r-امن کد ͷی t ≥ ٢r برای که مͬ�دهیم نشان رساله این در باشد. ناتهͬ مجموعه دو این اشتراک
برای کامل دوبخشͬ ١-پوشش ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود v طول و t اندازه از جعل برابر در
گراف�های از کامل دوبخشͬ d-پوشش ارتباط سپس باشد. داشته وجود KG(t, r) کنسر گراف
d-پوشش ویژگͬ�های بررسͬ به پایان در مͬ�کنیم. بیان پوشش از عاری خانواده�های با را کنسر

مͬ�پردازیم. کنسر گراف�های کامل دوبخشͬ

پوشش پوشش، از عاری خانواده�های کلید، توزیع الͽوی کلید، توزیع طرح کلیدی: واژه�های
ضدجعل کدهای کامل، دوبخشͬ



پیشͽفتار

رمزنͽاری سیستم�های مͬ�شوند. تقسیم عمده دسته دو به کلͬ حالت در رمزنͽاری سیستم�های

کلید با رمزنͽاری سیستم�های در خصوصͬ. کلید با رمزنͽاری سیستم�های و عمومͬ کلید با

در مثال عنوان به است. ریاضیات در سخت مسأله ͷی حل بر مبتنͬ سیستم امنیت عمومͬ،

با رمزنͽاری سیستم�های مهم�ترین از که NTRU و ELGAMAL ،RSA رمزنͽاری سیستم�های

لͽاریتم مسأله اعداد، تجزیه مسأله سختͬ بر مبتنͬ ترتیب به سیستم امنیت هستند عمومͬ کلید

برای رمزنͽاری سیستم�های این در مشبͺه�هاست. در فاصله کوتاهترین کردن پیدا مسأله و گسسته

اعداد از استفاده کنیم. استفاده بزرگ بسیار اعداد از که نیازمندیم مطلوب، امنیت ͷی به رسیدن

بسیاری در و هستند کند و گران سیستم�ها این لذا است. زیاد وقت و هزینه صرف نیازمند بزرگ

است ذکر قابل البته ندارد. وجود رمزنͽاری سیستم�های این از استفاده امͺان روزانه کاربردهای از

محاسباتͬ حجم با کامپیوترهایͬ ساختن و علم گسترش با که معتقدند افراد از بعضͬ امروزه که

از سیستم�ها این امنیت لذا و دارد وجود هم سخت مسائل حل و بزرگ اعداد تجزیه امͺان بالا

است ممͺن لحظه هر که معتقدند بعضͬ�ها همچنین نیست. شده تضمین افراد از عده این دیدگاه

بنابراین، دهد. ارائه چندجمله�ای زمان در مسائل این حل برای مناسبͬ الͽوریتم و شود پیدا شخصͬ

شده. کمتر عمومͬ کلید بر مبتنͬ رمزنͽاری سیستم�های از استفاده در افراد از بسیاری تمایل امروزه

بر مبتنͬ امنیت خصوصͬ کلید با رمزنͽاری سیستم�های یعنͬ دوم دسته رمزنͽاری سیستم�های در

رمزنͽاری سیستم باشد، نرفته لو سیستم کلید که زمانͬ تا سیستم�ها این در یعنͬ است. کلید امنیت

مانند سیستم�هایͬ مͬ�توان خصوصͬ کلید با رمزنͽاری سیستم�های مهم�ترین جمله از است. امن

وجود رمزنͽاری سیستم�های از دسته این در که بزرگͬ و اصلͬ مشͺل برد. نام را AES و DES

ͷی داشتن باشند. داشته مͺاتبه هم با است قرار که است نفری دو بین کلید توزیع نحوه دارد

موجود افراد تعداد که زمانͬ و است ممͺن غیر عملا́ واقعͬ دنیای در کلید ارسال برای امن کانال

روش ͷی ارائه بنابراین داد. انجام حضوری طریق از را کار این نمͬ�توان است، زیاد شبͺه ͷی در



برانͽیز چالش مسأله�ای علم این پیدایش ابتدای از رمزنͽاری دنیای در کلید توزیع برای مناسب

کلید توزیع بتوان شاید است. کرده جلب خود به را علم این محققان از بسیاری توجه و بوده

روش این دانست. کلید توزیع مسأله برای روش�ها ابتدایͬ�ترین از ͬͺی به�عنوان را دفͬ-هلمن

سیستم�های آن از استفاده با و گرفتند ͷکم ایده این از دیͽر افراد بعدها که است جالبͬ ایده دارای

محاسباتͬ امنیت ͷی کلید توزیع این در کلید امنیت کردند. ابداع را عمومͬ کلید با رمزنͽاری

باشد سخت گسسته لͽاریتم مسأله که است امن زمانͬ تا کلید توزیع این در کلید چون است.

روش این از استفاده لذا باشد. نداشته وجود گسسته لͽاریتم محاسبه برای مناسبͬ الͽوریتم و

است. پرهزینه و کند یعنͬ داراست، را عمومͬ کلید با رمزنͽاری سیستم�های از استفاده مشͺلات

هزینه محاسبه، حجم نظر از که هستیم کلید توزیع برای روش�هایͬ دنبال به کاربردها بیشتر در اما

باشند. مناسب عمل سرعت و

دریافت را ki کلید j-ام شخص آن در که Mاست، ،v×n٠)-ماتریس, ١)ͷی کلید توزیع الͽوی

الͽوی ͷی برای مͬ�نامند. کلید توزیع الͽوی را Mماتریس .M(i, j) = ١ اگر تنها و اگر مͬ�کند

صورت به را P کلید مجموعه کنندگان شرکت از P مجموعه� زیر ͷی و M کلید توزیع

Keys(P ) = {i | M(i, j) = ١, Uj ∈ P}

داشته مشترک کلید هم با مͬ�توانند P افراد Keys(P ) ̸= ∅ که حالتͬ در مͬ�کنیم. تعریف

است. Keys(P ) از عضوی i که ki کلیدهای جمع حاصل با است برابر گروه این کلید و باشند

بعضͬ ائتلاف برابر در کلید توزیع آنͽاه کند، صدق ترکیبیاتͬ شرط�های از بعضͬ در M اگر حال

باشد. امن مͬ�تواند شبͺه افراد از

که است X مجموعه مجموعه�های زیر از خانواده�ای پوشش از عاری ,r)-خانواده w; d) ͷی

wتا هیچ اجتماع در که است عنصر d شامل حداقل خانواده این مجموعه�های از rتا هر اشتراک

ͷی آن برای که X مجموعه اندازه مینیمم نمͬ�گیرند. قرار خانواده این دیͽر مجموعه�های از

نمایش N((r, w; d), t) نماد با باشد داشته وجود عضو t با پوشش از عاری ,r)-خانواده w; d)

توزیع الͽوی مͬ�توان آن ͷکم به باشیم داشته پوشش از عاری خانواده ͷی اگر مͬ�شود. داده



نفری w هر ائتلاف برابر در که هستند مشترک کلید d حداقل دارای نفری r هر که ساخت کلیدی

دو امنیت و هزینه مͬ�شود ارائه کلید توزیع برای که روش�هایͬ در است. شرط بدون امنیت دارای

کم و امن کلید توزیع طرح�های بتوان آن�ها ͷکم به که روش�هایͬ ارائه هستند. اساسͬ پارامتر

ͷکم با که کلید توزیع الͽوی برخوردارند. ویژه�ای اهمیت از رمزنͽاری علم در ساخت هزینه�ای

مͬ�کند. برآورده را نیازهایͬ چنین که است ابزاری مͬ�شود ساخته پوشش از عاری خانواده ͷی

رده مطالعه برای سینͽلتون و کاتز توسط ١٩۶۴ سال در بار اولین پوشش از عاری خانواده�های

سیستم�های از تعمیمͬ عنوان به را خانواده�ها این اردوش ١٩٨۵ سال در تعریفشد. کدها از خاصͬ

اخیر سال�های در پرداخت. مجموعه�ها از خانواده این ویژگͬ�های مطالعه به و کرد تعریف اسپرنر

استفاده کلید توزیع طرح�های ساختن خصوصاً رمزنͽاری مختلف زمینه�های در خانواده�ها این از

گرافͬ، و ترکیبیاتͬ ساختارهای دیͽر و بلوکͬ طرح�های از خانواده�ها این ساختن برای است. شده

مطالعه به رساله این در که داشت آن بر را ما خانواده�ها این وسیع بسیار کاربرد است. شده استفاده

خانواده�ای G گراف از کامل دوبخشͬ d-پوشش ͷی بپردازیم. ترکیبیاتͬ ابزارهای این ویژگͬ�های

خانواده این گراف�های از dتا توسط حداقل G یال هر که هستند G کامل دوبخشͬ زیرگراف�های از

d حداقل را G یال هر بتوان آن�ها ͷکم به که کاملͬ دوبخشͬ�های تعداد کمترین شود. پوشیده

مͬ�شود. داده نمایش bcd(G) نماد با و مͬ�شود نامیده کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد پوشاند بار

ایجاد کامل دوبخشͬ پوشش و پوشش از عاری خانواده�های بین مستقیمͬ ارتباط رساله این در

مͬ�کنیم.

در گراف�ها کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد ویژگͬ�های بررسͬ به ابتدا رساله این اول فصل در

و مͬ�کنیم بیان را گراف�ها کسری کامل دوبخشͬ پوشش تعریف سپس مͬ�پردازیم. کلͬ حالت

همچنین مͬ�دهیم. ارائه گراف�ها کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد برای را کران�هایͬ آن ͷکم به

در و مͬ�کنیم بیان گراف�ها الفبایͬ حاصلضرب کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد برای بالا کران ͷی

به ͬͺمیسلس گراف�های و گراف�ها الحاق کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد برای را کران�هایͬ ادامه

داد ارائه گراف�ها کامل دوبخشͬ پوشش برای آلن که تعمیمͬ فصل این پایان در مͬ�آوریم. دست



است. [٣٢] و [٣١] مقاله�های فصل این از مستخرج مقاله�های مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را

و کلید توزیع الͽوی سپس مͬ�کنیم. بیان کلید توزیع طرح مورد در مقدمه�ای ابتدا دوم فصل در

کاربردهای از بعضͬ بیان به ادامه در مͬ�کنیم. بیان را پوشش از عاری خانواده�های با آن ارتباط

d-پوششدوبخشͬ ,N((rبا w; d), t) مͬ�دهیم سپسنشان پوششمͬ�پردازیم. از عاری خانواده�های

مͬ�دهیم. ارائه N((r, w; d), t) پارامتر برای را کران�هایͬ همچنین است. برابر It(r, w)گراف کامل

dها از بعضͬ برای همچنین و t ≤ r+w+ r
w
که حالتͬ در را N((r, w; d), t) دقیق مقدار انتها در

است. [٢١] مقاله فصل این از مستخرج مقاله مͬ�کنیم. محاسبه

{w١, . . . , wr} ⊆ Γ یͷمجموعه توسط مͬ�تواند w یvͷ-کدکلمه ،v طول از Γ دودویͬ یͷکد در

مͬ�گوییم .wi ∈ {w١
i , . . . , w

r
i } باشیم داشته ،i = ١, . . . , v هر برای هرگاه شود تولید کدکلمه�ها از

توسط که v-کدکلمه�ای هر برای و |Γ| = t هرگاه است t اندازه از جعل برابر در r-امن کد، ͷی

باشد. ناتهͬ مجموعه دو این اشتراک باشد شده تولید r حداکثر اندازه از C٢ و C١ مجموعه دو

اندازه از جعل برابر در r-امن کد ͷی t ≥ ٢r برای که مͬ�دهیم نشان رساله این از سوم فصل در

KG(t, r) کنسر گراف برای کامل دوبخشͬ ١-پوشش ،ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود v طول و t

خانواده�های با را کنسر گراف�های از کامل دوبخشͬ d-پوشش ارتباط سپس باشد. داشته وجود

گراف�های کامل دوبخشͬ d-پوشش ویژگͬ�های بررسͬ به پایان در مͬ�کنیم. بیان پوشش از عاری

کامل دوبخشͬ d-پوشش عدد برای بالا کران ͷی احتمالاتͬ روش�های ͷکم با و مͬ�پردازیم کنسر

است. [٢٢] مقاله فصل این از مستخرج مقاله مͬ�دهیم. ارائه کنسر گراف�های
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١ فصل

کامل دوبخشͬ پوشش

مقدمه ١.١

کرد افراز Y و X مجموعه دو به بتوان را آن رأس�های مجموعه هرگاه نامند دوبخشͬ را G گراف

با G دوبخشͬ گراف باشد. Y در دیͽرش رأس و X در رأسش ͷی گراف یال هر که به�قسمͬ

رأس�های تمام به X از رأس هر هرگاه نامند کامل دوبخشͬ را V = X ∪ Y رأس�های مجموعه

دوبخشͬ زیرگراف�های از خانواده�ای G گراف برای کامل دوبخشͬ پوشش ͷی باشد. وصل Y

ͷی حداقل گراف از یال هر برای که به�گونه�ای است {G١, G٢, . . . , Gt} مانند G گراف کامل

ͷی در کامل دوبخشͬ�های تعداد کمترین باشد. یال آن شامل Gi که باشد داشته وجود ١ ≤ i ≤ t

داده نمایش bc(G) نماد با و مͬ�شود نامیده کامل دوبخشͬ پوشش عدد کامل دوبخشͬ پوشش

زیادی مقاله�های و کرده جلب خود به را زیادی افراد توجه گراف نظریه در پارامتر این مͬ�شود.

مراجع به مͬ�توان جمله از که است شده نوشته گراف�ها در پارامتر این ویژگͬ�های بررسͬ برای

مثال عنوان به دارد پرکاربردی و جالب تعمیم�های پارامتر این کرد. اشاره [۴۶ ،٢٣ ،١٩ ،٣ ،١]

داد. ارائه زیر صورت به را پارامتر این از تعمیمͬ [١] در آلن

پوشش ͷی باشد. مثبت و صحیح عدد k از متشͺل مجموعه�ای K کنید فرض .١.١.١ تعریف

تعداد G گراف از یال هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده K نوع از G گراف از دوبخشͬ کامل

١
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♠ باشد. K مجموعه از عددی هستند یال آن شامل که کاملͬ دوبخشͬ�های

کران�های سپس کرد. بیان کامل گراف برای پارامتر این از توجهͬ جالب هندسͬ کاربرد آلن

از دیͽری تعمیم ما رساله این در داد. ارائه کامل گراف�های در پارامتر این برای پایینͬ و بالا

که خاص گراف�های از بعضͬ برای تعمیم این که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تعریف را پارامتر این

از دیͽر بعضͬ و کلید توزیع الͽوی مفهوم با مستقیمͬ ارتباط مͬ�شوند تعریف بعد فصل�های در

مͬ�کنیم بیان را کامل دوبخشͬ پوشش از تعمیم این فصل این در ابتدا لذا دارد. رمزنͽاری مفاهیم

کوتاه نͽاهͬ سپس مͬ�پردازیم. کلͬ حالت در گراف�ها برای پارامتر این ویژگͬ�های بررسͬ به و

سپس مͬ�بخشیم. بهبود حدی تا را پارامتر این برای آمده به�دست کران� و مͬ�اندازیم آلن تعمیم به

مقاله�های مͬ�پردازیم. گرافͬ مفهوم این با آن ارتباط و کلید توزیع مبحث به بعد فصل�های در

است. [٣٢] و [٣١] مقاله�های فصل این از مستخرج

کامل دوبخشͬ پوشش ٢.١

شروع است رساله این سرتاسر در اصلͬ تعاریف از ͬͺی که زیر تعریف با را بحث بخش این در

مͬ�کنیم.

دوبخشͬ d-پوشش ͷی G گراف از کامل دوبخشͬ زیرگراف�های از خانواده ͷی .١.٢.١ تعریف

شود. پوشیده خانواده این گراف�های از dتا توسط حداقل G یال هر هرگاه مͬ�شود نامیده کامل

باشند.) تͺراری مͬ�توانند خانواده این در کامل دوبخشͬ زیرگراف�های از بعضͬ که کنید (توجه

پوشاند بار d حداقل را G گراف یال هر بتوان آن�ها ͷکم به که کامل دوبخشͬ�های تعداد کمترین

♠ مͬ�شود. داده نمایش bcd(G) نماد با و مͬ�شود نامیده کامل دوبخشͬ �پوششd عدد

در که ساده�ای مشاهده�های همچنین مͬ�کنیم بیان را لازم نمادهای و تعاریف بخش این ادامه در

به بعدی بخش�های در سپس مͬ�دهیم. ارائه را دارد وجود گراف�ها کامل دوبخشͬ d-پوشش مورد
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ساده گراف مͬ�گیریم نظر در که گراف�هایͬ تمامͬ رساله این در مͬ�پردازیم. کلͬ�تر قضیه�های بیان

یال�های مجموعه و رأس�ها مجموعه دهنده نمایش ترتیب به E(G) و V (G) کنید فرض هستند.

ϕ تابع هرگاه نامند H و G بین همریختͬ ͷی را ϕ : V (G) → V (H) نͽاشت باشند. G گراف

آنͽاه باشد G از یالͬ uv اگر هرگاه، است همریختͬ ͷی ϕ دیͽر عبارت به کند. حفظ را مجاورت

ͷی را همریختͬ این باشد G از یالͬ تصویر H یال هر اگر به�علاوه باشد. H از یالͬ ϕ(u)ϕ(v)

ͷی همریختͬ ͷی هرگاه گویند یͺریختͬ را H و G گراف دو مͬ�نامند. پوشای�یالͬ همریختͬ

دو هر برای هرگاه است رأس�ترایا G ساده گراف باشد. داشته وجود H به G از پوشا و ͷی به

مشابهاً .ϕ(u) = v که به�گونه�ای باشد داشته وجود ϕ : G → G یͺریختͬ ͷی v و u دلخواه رأس

ͷی G گراف از u٢v٢ و u١v١ دلخواه دویال هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده یال�ترایا G ساده گراف

.ϕ(u١)ϕ(v١) = u٢v٢ که به�گونه�ای باشد داشته وجود ϕ مانند یͺریختͬ

کامل دوبخشͬ گراف زیر ͷی یال�های تعداد بیشترین دهنده نمایش B(G) نماد رساله این در

زیر لم بنابراین .d|E(G)| ≤ bcd(G)B(G) که دید مͬ�توان ساده مشاهده ͷی با است. G گراف از

مͬ�شود. نتیجه به�سادگͬ

.d |E(G)|
B(G)

≤ bcd(G) داریم G گراف هر برای [٣٢] .٢.٢.١ لم

نامند Gگراف یͷپوششبرای را Gگراف رأس�های مجموعه از K زیرمجموعه .٣.٢.١ تعریف

در که رأس�هایͬ تعداد باشد. K مجموعه در رأس�هایش از ͬͺی حداقل G گراف یال هر هرگاه

β(G) نماد با و مͬ�شود نامیده Gگراف پوششͬ استعدد گرفته قرار Gگراف پوشش کوچͺترین

♠ مͬ�شود. داده نمایش

درجه از آن رأس�های بقیه و دارد n−١ درجه از رأس ͷی که رأس n با است درختͬ ستاره ͷی

که است گرافͬ Qk k-مͺعب گراف مͬ�شود. نامیده ستاره مرکز n − ١ درجه از رأس هستند. ١
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مجاورند گراف این در رأس دو و هستند ١ و ٠ درایه�های با -تایͬ�هایͬ k آن رأس�های مجموعه

k٢k−١ و رأس ٢k دارای Qk -مͺعب k به�وضوح باشند. متمایز مؤلفه ͷی در دقیقاً اگر فقط و اگر

مرکز به ستاره�هایͬ اگر ،Qk گراف بودن دوبخشͬ به باتوجه است. دوبخشͬ گرافͬ و است یال

گراف از کاملͬ دوبخشͬ d-پوشش بͽیریم، نظر در بار d را گراف این بخش�های از ͬͺی رأس�های

شرط با Qk در کامل دوبخشͬ زیرگراف بزرگترین دیͽر طرف از مͬ�شود. حاصل d٢k−١ اندازه با

.bcd(Qk) ≥ d٢k−١ داریم، (٢.٢.١) لم از استفاده با بنابراین است. یال k با ستاره ͷی k ≥ ۵

ارائه پایین کران که مͬ�دهد نشان این و bcd(Qk) = d٢k−١ ،k ≥ ۵ برای گرفت نتیجه مͬ�توان پس

شود. تبدیل تساوی به گراف�ها از بعضͬ برای مͬ�تواند (٢.٢.١) لم در �شده

آسانͬ به مͬ�توان را زیر لم این�صورت در دهیم، نمایش Cn نماد با را رأس n با دور کنید فرض

گرفت. نتیجه

این�صورت در باشند. مثبتͬ صحیح اعداد n و d کنید فرض [٣٢] .۴.٢.١ لم

bcd(Cn) =


d n = ۴,
n
٢d n = ٢k, n ≥ ۶,
d
٢n n = ٢k + ١, d = ٢k′,
d−١

٢ n+ ⌊n
٢ ⌋+ ١ n = ٢k + ١, d = ٢k′ + ١

کسری کامل دوبخشͬ پوشش ١.٢.١

حالت مͬ�توان اما هستند. صحیحͬ اعداد مͬ�شوند تعریف گراف نظریه در که پارامترهایͬ معمولا˟

حالت در را کار این داریم قصد بخش این در کرد. تعریف نیز را پارامترها این صحیح غیر

کامل دوبخشͬ پوشش برای را زمینه این در موجود قضیه�های و تعاریف سپس دهیم. انجام کلͬ

درباره نتایجͬ موجود، قضیه�های و تعاریف این ͷکم به انتها در مͬ�کنیم. استفاده گراف�ها

مͬ�دهیم. ارائه کامل دوبخشͬ d-پوشش

زیرمجموعه�های از خانواده�ای X و متناهͬ مجموعه ͷی S که است (S,X ) زوج H ابرگراف
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نمایش V (H) نماد با را آن معمولا˟ و مͬ�نامند ابرگراف رأس�های مجموعه را S مجموعه است. S

ابرگراف ͷی در v رأس درجه مͬ�نامند. ابرگراف یال�های مجموعه نیز را X مجموعه مͬ�دهند.

خانواده H ابرگراف برای یالͬ پوشش ͷی مͬ�شوند. شامل را v رأس که است یال�هایͬ تعداد

که jی کوچͺترین .S ⊆ X١ ∪ · · · ∪ Xj که به�گونه�ای است ابرگراف یال�های از {X١, . . . , Xj}

نماد با و مͬ�شود نامیده یالͬ پوششͬ عدد باشد داشته وجود j اندازه از پوشش ͷی آن برای

به�جای که دیدگاه این از است. طبیعͬ دوگان ͷی دارای پوشش مسأله مͬ�شود. داده نمایش k(H)

ابر ͷی H کنید فرض بپوشانیم. رأس�ها توسط را یال�ها یال�ها، توسط گراف رأس�های پوشاندن

که ویژگͬ این با است V (H) از Y مجموعه زیر H برای رأسͬ بندی بسته ͷی باشد. گراف

داده نمایش p(H) نماد با که بندی بسته عدد دارد. قرار Y در رأس ͷی حداکثر H یال هر از

ابرگراف�ها برای که پارامتری دو است. H ابرگراف برای موجود �بندی بسته بزرگترین اندازه مͬ�شود

بسیاری مͬ�توان مناسب ابرگراف�های تعریف با چون هستند مهمͬ بسیار پارامترهای کردیم تعریف

H(G) ابرگراف کنید فرض مثال عنوان به کرد. معادل پارامتر دو این با را گراف پارامترهای از

در مستقل مجموعه�های آن یال�های و S = V (G) که باشد ابرگرافͬ ،G شده داده گراف با متناظر

عدد همچنین است. k(H(G)) همان G گراف رأسͬ ͬͽرن عدد این�صورت در باشند. G گراف

است. p(H) همان G تطابقͬ

برای کرد. بیان خطͬ ریزی برنامه مسأله ͷی صورت به مͬ�توان را ابرگراف�ها در پوشش مسأله

برچسب S عناصر با آن سطرهای که باشد ,٠)-ماتریس ١) ͷی M ماتریس کنید فرض منظور این

اگر است ١ ماتریس این در ij-ام درایه ابرگراف. یال�های با آن ستون�های و باشد شده گذاری

X که است واضح مͬ�نامند. H ابرگراف مجاورت ماتریس را M ماتریس .si ∈ Xj اگر وتنها

مسأله صحیح مقدار k(H) بنابراین .MX ≥ ١ اگر تنها و اگر است پوشش ͷی مشخصه بردار



کامل۶ دوبخشͬ پوشش .١ فصل

است زیر خطͬ ریزی برنامه

minimize jtX
MX ≥ j.

.M tY ≤ ١ اگر تنها و اگر است بندی بسته ͷی با متناظر مشخصه بردار Y بردار مشابهاً

است زیر خطͬ ریزی برنامه مسأله صحیح مقدار p(H) بنابراین

maximize jtY
M tY ≤ j

.

به توجه با است. بسته�بندی مسأله خطͬ، ریزی برنامه دوگان مسأله پوشش، مسأله بنابراین

را گراف�ها نظریه در صحیح پارامتر ͷی اینͺه برای طبیعͬ تعریف اولین شده داده توضیح�های

است. زیر تعریف کرد تبدیل صحیح غیر پارامتر ͷی به

و kf (H) نمادهای با ترتیب به که کسری بندی بسته عدد و کسری پوشش عدد .۵.٢.١ تعریف

مͬ�شوند تعریف زیر خطͬ ریزی برنامه مسائل جواب�های صورت به مͬ�شود داده نمایش pf (H)

minimize jtX maximize jtY
MX ≥ j M tY ≤ j

♠

کسری پوششͬ عدد .kf (H) = pf (H) داریم خطͬ ریزی برنامه در دوگانͬ قضیه به توجه با

دو این که مͬ�دهند نشان آخر در مͬ�شوند. تعریف نیز دیͽری روش با کسری بسته�بندی عدد و

باشد. مثبتͬ و صحیح عدد t و باشد ابرگراف ͷی H = (S,X ) کنید فرض معادلند. هم با تعریف

که است ابرگراف یال�های از {X١, X٢, . . . , Xj} چندگانه مجموعه ͷی H از �تایͬt پوشش ͷی

اندازه از t-تایͬ پوشش ͷی که jی کوچͺترین دارد. قرار Xiها از tتا در حداقل ابرگراف رأس هر

مͬ�شود. داده نمایش kt(H) نماد با و مͬ�شود �پوششنامیدهt عدد باشیم داشته Hابرگراف برای j

مͬ�کند صدق زیر خاصیت در kt که است واضح

ks+t(H) ≤ ks(H) + kt(H).


