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[f(x) − f(x∗)]t(x − x∗) ≥ 0. _f3\`

��
4
 ���� ��I � x �= x∗ � x, x∗ ∈ X 
� ��
 LM�NO ���P���  ��
� �F�	�� ���� ������ �� f(x) J��

����

x �= x∗ � x, x∗ ∈ X 
� ��
 �� ���I � ���� �8��� ��Q� α > 0 ����� ���$ 
��

[f(x) − f(x∗)]t(x − x∗) ≥ α||x − x∗||2, _j3\`

�F�	�� ���� ���� �� f(x) J��  ���1

��	
�� 
�� �� �� f : R
n → R ∪ {−∞,+∞} J�� ������� �! � ("� #��$�

x ∈ R
n 
� ��#� � 
�� �:;� Ll.s.c.O ������ 
���� �! R

n ��� f J��

f(x) = lim inf
y→x

f(y).

x ∈ R
n 
� ��#� � 
�� �:;� Lu.s.c.O ��"�� 
���� �! R

n ��� f J��

f(x) = lim sup
y→x

f(y).
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� ���	�� #��$%�& 
���� �R3� ��I � �� f : X → R
n J�� �#��$%�& ������ � )"� #��$�

�� ���I � ���� �8��� ��Q� L(x) > 0 ��$ � N(x) ����� ��	�P�� &	 �x ∈ X 
� ��


||f(x1) − f(x2)|| ≤ L(x)||x1 − x2||, ∀x1, x2 ∈ N(x). _k3\`
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4
 :+���G	 ��I � X ��� L > 0 ����� :�T ��$ &	 ��
 LU�NO ���P��� 
��

||f(x1) − f(x2)|| ≤ L||x1 − x2||, ∀x1, x2 ∈ X, _^3\`

���	�� /8��V�" �8;��, X ��� �� f J��  ���1
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�N �! �9 f ���� [!�� �< �9 ��9 �)�� 3�4� z-�8� L �R��� 	� �7��l�Q u�� �! #_^3\` u��

3�4� �7��l�Q �74��& �5�� 
�N �! #��! ��C&�7:�

�E �
�'�� �(�	 ��)* +�,� � �"� #��$�

f0(x, υ) = lim sup
y→x

t→0+

f(y + tυ) − f(y)
t

3������ υ �H) 
� #x ���� 
� f [!�� �7,��=�68� �7H) �7:� �


&	 f : D → R �  �� R
n �� 2�3� #� �$��%� &	 D ���� 6
7 �-��.��/��0 � �"� #��$�

x ∈ D 
� ��
  ��
� �F�	�� x0 ∈ D ���� �� f 0�	��
�
	# �� υ ���
 �-��) '	� �� ���� 2�3� J��

KF��� �8���

f(x) ≥ f(x0) + υ(x − x0).

�F����� 0�5� ∂f � �� f J�� ���0�	��
�
	# W��� �$��%�

/8��V�" �8;��, D ⊆ R
n #� �$��%� ��� f : R

n → R
n J�� 
�� �1�1��.�2 
�3�� �*"� +�,-

�:;� 
	X,Y85� LZ."  #���� �O �Q ��� �D.	
�� D ��� f  ���1 ����

� 3v\jw �! ��9 m�)
 3%�<�!

 #���� � R
n �� �$��%� &	 S �  �� /8��V�" �8;��, x �G	�/� �� f J�� ���� 6
7 ��"� +�,-

 ���1 �F��� 0�5� Ωf � :P�� 
	X,Y85� ��01 �� f �� �� �I��� �$��%� 
�� ���� 0 Z."

∂f(x) = conv{lim∇f(xi) : xi → x, xi �∈ S, xi �∈ Ωf}.

� 3v\\w �! ��9 m�)
 3%�<�!

Rademacher’s Theorem1
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���� �
��� 01 �� 2���� �"�.�� 
�  ��
� ���	�� 4��� �� X ���W
� ����
 ��<7 �%"� #��$�

�������� 3 5�!�� 6�3' �� (��� ���W
� ��<7 &	

X 
 f �8;��, J�� �  �� [��� ��<7 &	 X ��<7 ���� 6
7 �5�!�� 7��8 
9�! � ��"� +�,-

� ��� �8��� ��Q� 0 < δ < 1 ����� ���$ �
�	� -��.$ � ���� �\�.��� :���� &	 X ��� �

F��� �8��� X #� x2 � x1 
� ��#� � �� ���I

‖f(x1) − f(x2)‖ ≤ δ‖x1 − x2‖. _d3\`

�!�q ���� #y ���� 3f(y) = y �9 '
�N �! �
�� ��)- y ���� ��, �! �L��� '����� #�
�/ *�� 
�

3����� ����� f [!��

� 3vkw �! ��9 m�)
 3%�<�!

�! #����$ ��Q��+ - ���56� 
� ����� '�<K�79 �! ������� ��Q-� =�<�V� - D�
�8� �! �7:�! �����+ '��!

3��9 �8)��� v\dw - v\jw #v\\w #vdw #vkw ���6� %����

���� G 0�� G 3��� H 
�) -F'

�
�/ �! �
 ��� '��
�����! �5a0� Y� �
���74� b��

min{ctx| Ax = b, x ≥ 0}

�9 
�N %�6< 3�4� b��9 �R�
 �! m × n ����� Y� A - b ∈ R
m #c, x ∈ R

n %+ 
� �9 #���F! �c� 
�

>�� �! '�F�� ��� '��
�����! �5a0� #_��Q-� �5a0�` ��� '��
�����! �5a0� �< �! �W��7� =������

	� �4� �
�R� �9 �
�� ��)- _%�B-�` �����q �5a0�

Cauchy2

Banach3



\j ������� �	
��� � ����� � ���

max{bty| Aty + s = c, s ≥ 0},

3�4� �����q ��R69 ��i7� s ∈ R
n - �����q ��i7� y ∈ R

m %+ 
� �9

���� (y, s) � ��"�� ��
 ���� ���� x 
�� ��KKT����	 : -�� : ;<�� =���$ � �&"� +�,-

'�9 ���2��Q ���
� � (y, s) � x �� '	� ��
 �7�� � W#] *	�
�  ���1 ���� 0���� ��
 ����

-��) � ����� 0���� �R^P� � ��"�� �R^P�

Ax = b,

Aty + s = c,

xts = 0,

x ≥ 0,

s ≥ 0,

_r3\`

3�70<

� 3vffw�! ��9 m�)
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� F �� h ��� � 
� - ��
-+ �4� � ! Aty + s = c 	� �
 s 
� � � � B� 3 �� � F ! � c � 
� �
 _r3\` h ��� �

�
�/ �! �
 _r3\` �! M��8� �) h���� ��F�+ #=��9 '
�CB'�)

Ax = b,

xt(c − Aty) = 0,

c − Aty ≥ 0,

x ≥ 0,

_e3\`

3��9 =�<��� ���V74� f bL, 
� _e3\` ��8� �) KKT h���� 	� 3=�
-+�� �4� �!
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�
�/ �! �����~ '	�4���H! �5a0� �59 >�,

min f(x)

s.t. hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , l,

_n3\`

�� � �$ 
�� � � ! 
��6< [ !�� � Rn '-
 (j = 1, 2, . . . , l)gj - (i = 1, 2, . . . ,m)hi #f %+ 
� �9 #�4�

3�70<

_n3\` �5a0� ��F�+ #��! ��� [!�� (i = 1, 2, . . . ,m)hi - ���! K�� (j = 1, 2, . . . , l)gj - f [!��� �B�

3=��9�� %��! �
 %��! ���H! '��! M-� �R��� >	? h���� ����� 
� 3������ K�� '	�4���H! �5a0� �


� (j = 1, 2, . . . , l)gj � (i = 1, 2, . . . ,m)hi �f ���� 6
7 �><� 
?	�� @0" =���$ � �'"� +�,-

�����4 ���0�	��
� �  �� L_�NO �R3� 2��Q x∗ ���� 6
7 � �C$ � ����� 
	X,Y85� �8;��, ��I

-��) � �� �R^P� '	� `��
�] J�� 
�� ����� ��+ (�8P� �x∗ �� A�S7

L(x, u, v) = f(x) +
m∑

i=1

uihi(x) +
l∑

j=1

vjgj(x) _\]3\`

�� ���I � ������ ��Q� v∗ = (v∗j ) � u∗ = (u∗
i ) `��
�] 2��<� ���
  ���1 �F��� a	
S�

∇xL(x∗, u∗, v∗) = 0,

hi(x∗) = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

gj(x∗) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , l,

v∗j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , l,

v∗j gj(x∗) = 0, j = 1, 2, . . . , l.
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min f(x)

s.t. hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

xj ≥ 0 j = 1, 2, . . . , n,

_\f3\`
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�/ �! �5a0� *�� @���B? [!�� 3���F! �c� 
�

L(x, u, v) = f(x) +
m∑

i=1

uihi(x) −
l∑

j=1

vjxj _\j3\`
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�/ �! �5a0� *�� KKT h���� \^3\ ��xJ �! ��! 3�4�

∂f(x)
∂xj

+
m∑

i=1

ui
hi(x)
∂xj

− vj = 0, j = 1, 2, . . . , n, _\k3\`

hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m, _\^3\`

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, _\d3\`

vj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, _\r3\`

vjxj = 0, j = 1, 2, . . . , n, _\e3\`
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vj =
∂f(x)
∂xj

+
m∑

i=1
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∂hi(x)
∂xj

, j = 1, 2, . . . , n. _\n3\`
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xj

(
∂f(x)
∂xj

+
m∑

i=1
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hi(x)
∂xj

)
= 0, j = 1, 2, . . . , n, _f]3\`

∂f(x)
∂xj

+
m∑

i=1

ui
hi(x)
∂xj

≥ 0, j = 1, 2, . . . , n. _f\3\`
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L(x, u) = f(x) +
m∑

i=1

uihi(x) _ff3\`


