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چͺیده

ریسو نوع از پیوسته قاب�های پیوسته، قاب�های

فضاهایهیلبرت در پایه�هایریسپیوسته

وسیله�ی: به
نجف�آبادی ذبحͬ پریسا

پیوسته ریس پایه�های مͬ�شود. پرداخته پيوسته ريس پايه�های و پيوسته قاب�های مطالعه�ی به پایان�نامه اين در

مͬ�دهد. قرار بررسͬ مورد را مͬ�شود پیوسته ریس پایه�ی ͷی پیوسته، قاب ͷی که شرایطͬ و کرده معرفͬ را

ريس نوع از قاب�هايی قاب�ها، نوع اين كه مͬ�باشند، دوگان ͷی دارای تنها كه دارند وجود پيوسته�ای قاب�های

است، ریس نوع از پیوسته قاب ͷی پیوسته قاب ͷی که، مͬ�دهد نشان پایان�نامه این هم�چنین . مͬ�شوند نامیده

پيوسته، ͷموج قاب يك آن، اساس بر كه مͬ�یابد اندازه�ای نهایت در و باشد پیوسته ریس پایه�ی ͷی اگروتنهااگر

مͬ�باشد. پيوسته ريس پايه�ی يك

فضای پیوسته، ریس پایه�ی پیوسته، متعامد پایه�ی پیوسته، قاب ریس، پایه�ی متعامد، پایه�ی قاب، کلیدی: واژگان

هیلبرت

د
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پیش�گفتار

به مͬ�توان را فضا از عضوی هر که است آن H هیلبرت فضای در پایه مشخصه�ی مهم�ترین مͬ�دانیم

دنباله�ای یͷقاب هم�چنین هستند. یͺتا ضرایب که نوشت، پایه عناصر از نامتناهͬ صورتترکیبخطͬ

نامتناهͬ خطͬ ترکیب صورت به مͬ�توان را فضا از عضوی هر که Hاست هیلبرت فضای در عناصر از

خاصیت لزوماً که هستند پایه�هایی قاب�ها، نیستند. یͺتا لزوماً ضرایب اما نوشت، قاب عناصر از

خاصیت این و مͬ�باشند بردارها تکرار خاصیت دارای قاب�ها درنتیجه ندارند. را بودن خطͬ مستقل

خطاهای برابر در بیشتری مقاوم��پذیری از قاب�ها سیͽنال�ها، پردازش سیستم ͷی در مͬ�شود باعث

توسط آن تعریف باعث پایه، به نسبت قاب�ها مطلوب عملͺرد باشند. برخوردار پایه�ها به نسبت ارسالͬ

به و شد ٢بیان «شیفر» و «دافین»١ توسط ،١٩۵٢ سال در بار اولین برای قاب مفهوم شد. دانشمندان

تعمیم ٣به «جرالد�کیزر» ،١٩٩۴ سال در سرانجام گرفت. قرار متعامد پایه�های برای جایͽزینͬ عنوان

یافته تعمیم قاب�های نام با کتابی در را یافته توسعه قاب�های این و پرداخت اندازه�پذیر فضای در قاب�ها

عنوان که قاب�ها این بعد سال�های در کنید. مراجعه [١۴] به بیشتر اطلاعات کسب برای کرد، معرفͬ

.[١٠،١٣] یافت گسترش مختلف جنبه�های در دانشمندانͬ توسط گرفت، خود به را پیوسته قاب�های

مͬ�پردازیم. پیوسته ریس پایه�های و پیوسته قاب�های بررسͬ به پایان�نامه این در ما سبب بدین

در دیͽر، طرف از و توابع و ͷهارمونی آنالیز در بسیاری کاربرد طرف ͷی از پایه�ها، و قاب�ها امروزه

دارند. وسیͽنال�ها تصاویر پردازش و کامپیوتر مهندسͬ، ،ͷفیزی جمله، از مختلف علوم

١Duffin
٢Schaefer
٣Kaiser,G
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تعاریف، شامل که پیوسته، قاب�های مبحث به ورود برای را مقدماتͬ پایان�نامه، این اول فصل در

مͬ�کنیم. بیان است بنیادی مفاهیم و قضایا

هیلبرت فضای در پایه�ها و قاب�ها به مربوط اساسͬ قضایای و تعاریف بررسͬ به دوم، فصل در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را قاب�ها مشخص�سازی روش هم�چنین مͬ�پردازیم.

تعریف به ٣-١ بخش در مͬ�پردازیم؛ پیوسته ریس پایه�های و پیوسته قاب�های معرفͬ به سوم، فصل در

تعریفمͬ�کنیم را پیوسته قاب عملͽر بخش٣-٢ در مͬ�پردازیم؛ آن به خواصمربوط و پیوسته قاب�های

در است؛ کامل پیوسته قاب ͷی مͬ�دهیم نشان ادامه در و مͬ�کنیم بررسͬ را پیوسته قاب ویژگͬ�های و

که شرایطͬ و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را آن به مربوط خواص و پیوسته ریس پایه�های ٣-٣ بخش

قاب دوگان ۴-٣ بخش در مͬ�دهیم؛ نشان را باشد پیوسته ریس پایه ͷی پیوسته قاب ͷی است لازم

که دارند، دوگان ͷی فقط که هستند پیوسته�ای قاب�های که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تعریف را پیوسته

قاب�های از مثال�هایی ۵-٣ بخش در و مͬ�شود گفته ریس نوع از پیوسته قاب�های قاب�ها، نوع این به

ریس پایه�ی ͷی پیوسته، قاب ͷی آن توسط که مͬ�کنیم پیدا اندازه�ای نهایت در و مͬ�کنیم ارائه را پیوسته

مͬ�شود. پیوسته

٢



١ فصل

پیش�نیازها

روبه�رو آن�ها با آینده فصل�های در که مسائلͬ و براهین آن�ها، توسط که تعاریفͬ از برخͬ فصل این در

فضای اندازه�ها، قبیل از مفاهیمͬ همین�طور مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را مͬ�شوند حل مͬ�شویم،

مͬ�شویم. آشنا قاب�ها به مربوط مسائل حل در آن�ها کاربرد و و... مقدار-برداری انتگرال�های هیلبرت،

نمایید. مراجعه [٢١] و [١٧] ،[١٢] ،[١١] ،[٧] به بیشتر اطلاعات برای

اندازه�ها ١-١

به پرداختن از قبل است لازم لذا شوند، مͬ تعریف اندازه فضای در پیوسته قاب�های تمام که آن�جا از

فضای بخش این در باشیم. داشته اندازه فضای از درستͬ درک پیوسته، قاب�های به مربوط تعاریف

مͬ�پردازیم. آن به مربوط ویژگͬ�های به و کرده تعریف را اندازه

را M �این�صورت در .M ⊆ P (X) و غیر�تهͬ مجموعه�ی ͷی X مͬ�کنیم فرض .١.١.١ تعریف

هرگاه مͬ�گوییم جبر ͷی

.M ≠ ∅ -١

.A ∪B ∈ M آن�گاه ،A,B ∈ M اگر -٢

.Ac ∈ M آن�گاه ،A ∈ M اگر -٣

مجموعه ͷیX اگر مثال به�عنوان باشد. بسته شمارش�پذیر اجتماع تحت که است جبری یσͷ-جبر،

مͬ�باشد. σ-جبر ͷیM = P (X) آنگاه باشد،

٣



واقع باز مجموعه�های خانواده�ی توسط شده تولید σ-جبر باشد، ͬͺتوپولوژی فضای ͷی X چنانچه

مجموعه�های را BX اعضای و مͬ�دهیم نشان BX با را آن و مͬ�گوییم بورل σ-جبر را ،X در

از شمارش�پذیر اشتراک بسته، مجموعه�های باز، مجموعه�های شامل BX بنابراین مͬ�نامیم. بورل

مͬ�باشد. غیره و بسته مجموعه�های از شمارش�پذیر اجتماع باز، مجموعه�های

روی مثبت اندازه�ی ͷی این�صورت در باشد. X روی σ-جبر ͷیM مͬ�کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

به�طوری�که است µ : M− −→ [٠,+∞] چون Mتابعͬ

.µ(∅) = ٠ -١

آن�گاه Mباشند، مجزای مجموعه�های از دنباله�ای {An}+∞
n=١ اگر -٢

µ(
+∞∪
n=١

An) =
+∞∑
n=١

µ(An),

مͬ�نامیم. شمارش�پذیر جمعͬ را خاصیت(٢) که

اندازه�پذیر یͷفضای را (X,M) Xباشد، روی Mیσͷ-جبر و غیر�تهͬ Xیͷمجموعه�ی چنانچه

(X,M) روی اندازه ͷی µ اگر مͬ�نامیم. اندازه�پذیر مجموعه�های را M در واقع های مجموعه و �

مͬ�نامیم. اندازه فضای ͷی را (X,M, µ) آن�گاه باشد،

آن�گاه ،M = P (X)و غیر�تهͬ مجموعه�ی ͷیX اگر .٣.١.١ مثال

µ : M −→ [٠,+∞)

µ(A) =

 |A| Aمتناهͬ

+∞ این�صورت غیر در

مͬ�گوییم. شمارشͬ اندازه�ی آن به که مͬ�باشد اندازه فضای ͷی

x٠ ∈ X هر برای آن�گاه ،M = P (X) و غیر�تهͬ مجموعه�ی ͷیX اگر .۴.١.١ مثال

µ : M −→ [٠,+∞)

µ(A) =

١ x٠ ∈ A

٠ x٠ /∈ A

مͬ�گوییم. دیراک اندازه�ی یا نقطه�ای جرم آن به که مͬ�باشد اندازه فضای ͷی

اندازه�ی µاین�صورت در باشد. اندازه فضای ͷی (X,M, µ) مͬ�کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

۴



.µ(X) < +∞ اگر است متناهͬ -١

همه�ی ازای به µ(An) < +∞ و An ∈ M آن در که X = ∪+∞
n=١An اگر است σ-متناهͬ -٢

باشد. برقرار nها

B ∈ M چون مجموعه�ای µ(A) = +∞ Aکه ∈ M هر ازای به اگر است متناهͬ نیمه -٣

.٠ < µ(B) < +∞ و B ⊂ A که باشد موجود

تقریباًهمه�جا P (x) خاصیت �این�صورت در باشد. اندازه فضای ͷی (X,M, µ) مͬ�کنیم فرض

اگر است برقرار

∃C ∈ M; µ(C) = ٠ ∧ (∀x ∈ Cc;P (x))

باشد. ͬͺتوپولوژی یͷفضای (Y, τ) و اندازه�پذیر یͷفضای (X,M) فرضمͬ�کنیم تعریف١.١.۶.

هرگاه است اندازه�پذیر تابع ͷی f : X → Y تابع �این�صورت در

f−١(V ) ∈ M (V ∈ τ).

مͬ�شود اندازه�پذیر تابع ͷی باشد، شده تعریف زیر صورت به f تابع هرگاه .٧.١.١ مثال

f : R −→ R

f(x) =

٠ x ∈ Q

x x ∈ Qc

مͬ�نامیم. X روی بورل اندازه�ی ͷی را بورل مجموعه�های تمام σ-جبر بر µ اندازه�ی .٨.١.١ تعریف

آن�گاه باشد، بورل مجموعه�ی ͷی E ⊆ X Xو روی بورل اندازه�ی ͷی µ اگر حال

اگر مͬ�گوییم، درونͬ منظم E روی را µ -١

µ(E) = sup { µ(K) ; k ⊆ E , است .{Kفشرده

اگر مͬ�گوییم، بیرونͬ منظم E روی را µ -٢

µ(E) = inf { µ(U) ; E ⊆ U , است باز U}.

باشد. بیرونͬ منظم هم و درونͬ منظم هم هرگاه، مͬ�گوییم منظم E روی را µ -٣

۵



رادون اندازه�ی را µاین�صورت در باشد. X روی بورل اندازه�ی ͷی µ مͬ�کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم

.µ(K) < +∞ باشیم Kداشته ⊆ X فشرده�ی مجموعه�ی هر به�ازای -١

باشد. درونͬ منظم باز، مجموعه�های همه�ی روی -٢

باشد. بیرونͬ منظم بورل، مجموعه�های همه�ی روی -٣

بردار-مقداری انتگرال�های ١-٢

لازم مͬ�شوند، تعریف بردار-مقداری انتگرال�های صورت به پیوسته قاب عملͽرهای این�که دلیل به

انتگرال�های بخش این در دهیم. قرار بررسͬ مورد را برداری فضاهای در توابع انتگرال�پذیری که است

مͬ�کنیم. بیان را آن�ها به مربوط خواص و تعریف را بردار-مقداری

نگاشت این�صورت در باشد. مختلط برداری فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�گوییم X روی نرم نیم ͷی را ∥.∥ : X → [٠,+∞)

.(α ∈ C , x ∈ X) ∥αx∥ = |α|∥x∥ -١

.(x١, x٢ ∈ X) ∥x١ + x٢∥ ≤ ∥x١∥+ ∥x٢∥ -٢

.∥٠∥ = گرفت٠ نتیجه مͬ�توان خاصیت(١) از

Xگفته روی نرم ͷی ∥.∥ نرم نیم به آن�گاه باشد، برقرار ∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠ خاصیت اگر حال

مͬ�نامیم. نرم�دار فضای ͷی را (X, حالت(∥.∥ این در مͬ�شود.

وقتͬ�که متریͷاست یͷفضای (X, d) آن�گاه باشد، نرم�دار یͷفضای (X, ∥.∥) اگر است به�ذکر لازم

شود تعریف زیر به�صورت آن بر فاصله تابع

d(x, y) = ∥x− y∥ (x, y ∈ X).

باشیم داشته x, y, z ∈ X هر ازای به اگر پایاست انتقال تحت متر ͷی

d(x+ z, y + z) = d(x, y).

به�طوری�که باشند موجود C١, C٢ > ٠ ثابت�های هرگاه مͬ�باشند، Xمعادل روی ∥.∥٢ و ∥.∥١ نرم دو

C١∥x∥١ ≤ ∥x∥٢ ≤ C٢∥x∥١ (x ∈ X).

۶



نرم�دار فضای ͷی زیر نگاشت�های از کدام هر این�صورت در .X = Ck مͬ�کنیم فرض .٢.٢.١ مثال

مͬ�باشند. X روی

∥.∥ : Ck −→ [٠,+∞)

∥(z١, ...zk)∥ =



n∑
i=١

|zi|√
n∑
i=١

|zi|٢

Maxni=١|zi|

باشد)، همͽرا X در کوشͬ دنباله�ی هر یعنͬ ) باشد کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر حال

فضای ͷیCk نرم�دار فضای مثال به�عنوان مͬ�نامیم. باناخ فضای ͷی را (X, ∥.∥) نرم�دار فضای آن�گاه

مͬ�باشد. باناخ

برای و مͬ�کنیم M(X)مشخص با را X روی مختلط رادون اندازه�های تمام فضای .٣.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف µ ∈M(X) هر

∥µ∥ = |µ|(X)

مͬ�باشد. µ کلͬ تغییرات |µ| آن در که

(X, τ)این�صورت در باشد. X برداری فضای روی توپولوژی ͷی τ مͬ�کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم ͬͺتوپولوژی برداری فضای را

باشند. بسته X در نقطه�ای�ها تک تمام -١

باشند پیوسته زیر �های نگاشت -٢X ×X −→ X

(x, y) 7−→ x+ y

,

λ×X −→ X

(λ, x) 7−→ λx

مͬ�باشد. ͬͺتوپولوژی برداری فضای از مثالͬ نرم�دار، فضاهای

را X فضای این�صورت در باشد. ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

باشند. محدب اعضایش تمام که باشد موضعͬ پایه�ی دارای هرگاه، مͬ�نامیم محدب موضعاً

را X فضای این�صورت در باشد. ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

در باشد. سازگار پایاست، انتقال تحت که متری با X روی τ توپولوژی هرگاه، مͬ�نامیم F-فضا

مͬ�نامیم. فرشه فضای را X باشد، هم محدب موضعاً X که صورتͬ

٧



هم�چنین و V نقاط کننده�ی جدا V∗ و ͬͺتوپولوژ�ی برداری یͷفضای V فرضمͬ�کنیم تعریف٧.٢.١.

هرگاه، مͬ�گوییم انتگرال�پذیر ضعیف به�طور را F : X → V نگاشت باشد. اندازه فضای ͷی (X,µ)

باشد داشته وجود v ∈ V بردار اگر این�صورت، در .λF ∈ L١(µ) باشیم داشته λ ∈ V∗ هر برای

به�طوری�که

λ(v) =

∫
(λF )dµ (λ ∈ V∗)

.v =
∫
Fdµ مͬ�دهیم قرار و مͬ�نامیم F بردار-مقداری انتگرال را v آن�گاه

v =
∫
Fdµ و است به�فرد منحصر دارد وجود که v بردار کند، مͬ جدا Xرا ∗Xنقاط این�که به�دلیل

مͬ�باشد. تعریف خوش

خطͬ نگاشت ͷی T و موجود
∫
Fdµ انتگرال�پذیر، ضعیف به�طور F : X → V صورتͬ�که در

، φT ∈ V∗ داریم φ ∈ W∗ هر ازای به چون باشد. W ͬͺتوپولوژی برداری فضای به V از پیوسته

و است انتگرال�پذیر ضعیف به�طور TF که است واضح

φT (

∫
Fdµ) =

∫
φTFdµ (φ ∈ W∗).

و دارد وجود
∫
TFdµ یعنͬ

T

∫
Fdµ =

∫
TFdµ.

مͬ�باشند. خطͬ بردار-مقداری انتگرال�های که مͬ�شود داده نشان زیر قضیه در

انتگرال�پذیر ضعیف به�طور G : X → V و F : X → V توابع مͬ�کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه

به�طور نیز αF + βG این�صورت در اسͺالر). میدان K) α, β ∈ K و موجود
∫
Gdµ و

∫
Fdµ،

و است انتگرال�پذیر ∫ضعیف
(αF + βG)dµ = α

∫
Fdµ+ β

∫
Gdµ.

.[٢١] به شود رجوع اثبات.

فشرده�ی موضعاً فضای در رادون اندازه�ی µ و فرشه فضای ͷی V مͬ�کنیم فرض .٩.٢.١ قضیه

و دارد وجود
∫
gFdµ آنگاه باشد، فشرده محمل با پیوسته F : X → V اگر باشد. X هاسدورف

باشد باناخ فضای V هرگاه به�علاوه، مͬ�باشد. F برد از بسته خطͬ مولد به متعلق

∥
∫
Fdµ∥ ≤

∫
∥F∥dµ.

.[A٣.١ قضیه�ی ،١١] به شود رجوع اثبات.

٨



فشرده�ی موضعاً فضای در رادون اندازه�ی µ و باناخ فضای ͷی V مͬ�کنیم فرض .١٠.٢.١ قضیه

پیوسته و کران�دار F : X → V و عددی) ارزش (با L١(µ) در تابع ͷی g اگر باشد. X هاسدورف

و مͬ�باشد F برد از بسته خطͬ مولد به متعلق و دارد وجود
∫
gFdµ آن�گاه باشد،

∥
∫
gFdµ∥ ≤ sup

x∈X
∥F (x)∥

∫
|g(x)|dµ(x).

.[A٣.٣ قضیه�ی ،١١] به شود رجوع اثبات.

هیلبرت فضای ١-٣

ابتدا در لذا مͬ�شوند، تعریف هیلبرت فضای در پیوسته قاب�های همین�طور و قاب�ها مفهوم آن�جا�که از

مͬ�پردازیم. هیلبرت خواصفضای هم�چنین فضا، این با آشنایی و هیلبرت فضای به مربوط تعاریف به

داخلͬ ضرب فضای ١-٣-١

⟨., .⟩ نگاشت: باشد. مختلط اعداد میدان روی برداری فضای ͷیX مͬ�کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

داشته α, β ∈ C و x, y, z ∈ X هر ازای به هرگاه مͬ�گوییم، داخلͬ ضرب ͷی را X ×X → C

باشیم

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ -١

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ -٢

.⟨x, x⟩ ≥ ٠ -٣

.⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ -۴

مͬ�نامیم. داخلͬ ضرب فضای ͷی را (X, ⟨., این�صورت(⟨. در

هر ازای به یعنͬ است، خطͬ مزدوج دوم متغییر به نسبت داخلͬ ضرب تابع که، است به�ذکر لازم

داریم α ∈ C و x, y, z ∈ X

.⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩ -١

.⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ -٢

٩



فضا این در داخلͬ ضرب از استفاده با آن�گاه باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی (X, ⟨., .⟩) اگر هم�چنین

کنیم. تعریف زیر به�صورت نرمͬ مͬ�توانیم ∥.∥ : X −→ R

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩

مͬ�شود. تبدیل خطͬ دار نرم فضای ͷی به X این�صورت، در

تعریف زیر به�صورت داخلͬ ضرب که است، داخلͬ ضرب فضای ͷی (Cn, ⟨., .⟩) .٢.٣.١ مثال

مͬ�شود
⟨., .⟩ : Cn × Cn −→ C

⟨x, y⟩ =
n∑
i=١

xiyi (x, y ∈ Cn).

اگر باشد. شمارش�پذیر مجموعه�ی ͷی I = N مͬ�کنیم فرض .٣.٣.١ مثال

l٢(I) = {{xn}n∈I ;
∑
n∈I

|xn|٢ <∞; ∀n, xn ∈ C}

کرد تعریف زیر صورت به داخلͬ ضرب ͷی l٢(I) روی مͬ�توان آن�گاه

⟨x, y⟩ =
+∞∑
n=١

xnyn (x, y ∈ l٢(I)).

زیر، به�صورت داخلͬ ضرب با همراه [٠, ١] بر پیوسته مختلط توابع تمام برداری فضای .۴.٣.١ مثال

است. داخلͬ ضرب فضای ͷی

⟨f, g⟩ =
∫ ١

٠
f(t)g(t)dt.

این�صورت در باشد. Xیͷفضایضربداخلͬ فرضمͬ�کنیم متوازیالاضلاع. قانون .۵.٣.١ قضیه

داریم

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥+ ∥y∥)٢ (x, y ∈ X).

باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X مختلط نرم�دار فضای ͷی که این برای کافͬ و لازم شرط به�علاوه

باشد. برقرار الاضلاع متوازی قانون که است این

.[۵.٢٢ قضیه�ی ،١٢] به شود رجوع اثبات.

١٠



داریم آن�گاه باشد، یͷفضایضربداخلͬ (X, ⟨., .⟩) اگر نامساویکوشͬ-شوارتز.١ .۶.٣.١ قضیه

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ X).

.[۵.١٩ قضیه�ی ،١٢] به شود رجوع اثبات.

همͽرا y و x به به�ترتیب {yn} و {xn} دنباله�های X داخلͬ ضرب فضای در اگر .٧.٣.١ قضیه

داریم آن�گاه باشند،

⟨xn, yn⟩ → ⟨x, y⟩.

. [۵.٢١ گزاره�ی ،١٢] به شود رجوع اثبات.

را y و x بردارهای .x, y ∈ X و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .٨.٣.١ تعریف

⊥ رابطه�ی که است واضح .x ⊥ y مͬ�نویسیم این�صورت در ،⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه مͬ�گوییم، متعامد

به اگر باشند. متعامد آن از متمایز عضو دو هر اگر است Xمتعامد از S مجموعه�ی زیر است. متقارن

،x ∈ X M,Nو ⊆ X اگر است. یͺه متعامد S آن�گاه ،∥x∥ = ١ باشیم داشته x ∈ S هر ازای

N ⊥M مͬ�نویسیم هم�چنین .x ⊥ y ،y ∈M هر ازای به اگر است Mعمود بر x مͬ�گوییم آن�گاه

.y ⊥ x باشیم داشته x ∈M و y ∈ N هر ازای به اگر

دنباله ͷی {xk}nk=١ و داخلͬ ضرب فضای ͷیX فرضمͬ�کنیم فیثاغورس٢ قضیه�ی .٩.٣.١ قضیه

داریم این�صورت در .xj ⊥ xk باشیم داشته j ̸= k هر ازای به به�طوری�که باشد آن در

∥
n∑
j=١

xj∥٢ =
n∑
j=١

∥xj∥٢.

.[۵.٢٣ قضیه�ی ،١٢] به شود رجوع اثبات.

X از متعامد زیرفضای دو Z ، Y و داخلͬ ضرب فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .١٠.٣.١ تعریف

بدیهͬ هستند. یͺدیͽر متعامد متمم Z و Y مͬ�گوییم حالت دراین X = Y + Z به�طوری�که باشند

z ∈ Z و y ∈ Y آن در که دارد x = y+ z به�صورت یͺتا نمایشͬ x ∈ X هر حالت دراین که است

مͬ�نویسیم و

X = Y ⊕ Z.

١Caychy-Schwartz
٢Pythagorean

١١


