
فناوری و تحقیقات وزارتعلوم،

دامغان دانشگاه

کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

ارشد کارشناسͬ پایان�نامه

توپولوژی) (گرایش محض ریاضͬ

توپولوژیک همبندسازیفضاهای

توسط:

مقیمیانهوش مینا

راهنما: استاد

ابری محمد دکتر

مشاور: استاد

تقوی علی سید دکتر

١٣٨٩ شهریور





خدا نام به

توپولوژیک همبندسازیفضاهای

توسط:

هوش مقیمیان مینا

پایان�نامه

اخذ برای لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه

رشته در

توپولوژی) (گرایش محض ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از

عالͬ درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

راهنما) (استاد دامغان دانشͽاه استادیار ابری محمد دکتر

مشاور) (استاد دامغان دانشͽاه استادیار تقوی علͬ سید دکتر

اول) (داور دامغان دانشͽاه استادیار فخاری عباس دکتر

دوم) (داور دامغان دانشͽاه استادیار عباسپور غلامرضا دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نماینده دامغان دانشͽاه استادیار هاشمͬ ناصر سید دکتر

١٣٨٩ شهریور



ଘمقدৎ
پدرم



ণپاسࢂචاری
است” عالمیان پروردگار که است ستایشمخصوصخدایی و ”حمد

و

است، بوده من به آنان ͬͽهمیش هدیه�ی که آرامشͬ برای مادرم و پدر از سپاس

همیشͽͬ�شان، محبت و حمایت�ها برای برادرم و خواهر از

و

ارزنده�شان. توصیه�های و راهنمایی�ها برای ابری، دکتر آقای بزرگوارم، راهنمای استاد از

داشته�اند، عهده به را پایان�نامه این مشاوره�ی زحمت که تقوی، دکتر آقای محترم، استاد از همچنین

مͬ�کنم. تشͺر

و

مͬ�کنم. آرزو موفقیت و تندرستͬ داشته�اند، لطف من به که کسانͬ تمام برای



چͺیده

توپولوژیک همبندسازیفضاهای

وسیله�ی: به

هوش مقیمیان مینا

١٩٩٣ سال از مͬ�باشد؛ ͷتوپولوژی فضاهای همبندسازی به مربوط تاریخͬ برجسته�ی تحقیقات روند بررسͬ ما اصلͬ هدف

فضای هر داد نشان دایͺسترا١ که ٢٠٠٨ سال تا شد حاصل نتایجͬ هاسدورف فضاهای همبندسازی�های زمینه�ی در که

مͬ�باشد، مسیری همبند موضعاً همچنین و مسیری همبند که مانده�ای با مترپذیر فشرده�سازی ͷی جدایی�پذیر، و مترپذیر

ما راه�گشای تحقیقاتͬ، روند این گردآوری و بررسͬ امیدواریم و مͬ�باشد دایͺسترا کار روی ما اصلͬ تمرکز .[٨] مͬ�پذیرد

مانده�ای با هاسدورف فشرده�سازی ͷی مترپذیر، فضای هر آیا باشد: شد، مطرح وی توسط که بازی سؤال روی کار برای

مͬ�پذیرد؟ همبند

١Dijkstra

د
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پیشگفتار

توپولوژی، مجموعه�ای نظریه�ی پیشرفت اوایل در که است ͷتوپولوژی فضاهای بنیادی خواص از ͬͺی همبندی

مطالعات، این بعداً اما گرفت. قرار مطالعه مورد ١٩٣٠ و ١٩٢٠ دهه�های در گسترده�ای �طور به و شد تعریف

از دیͽری مفهوم همچنین شد. محدود مͬ�شوند، شناخته پیوستارها نام به که فشرده همبند فضاهای به بیش�تر

موضوع به که است تعجب سبب و بود چͽال نشاندن مفهوم گرفت، قرار بررسͬ مورد بیش�تر که توپولوژی

به مرجع تنها ،١٩٩٣ سال از قبل تا واقع در است؛ شده کمͬ بسیار توجه همبند، فضاهای در چͽال نشاندن�های

خط آیا که عنوان این با شد، مطرح ١٩٧٧ سال در کنفرانس ͷی در دوئن٢ توسط که بود سؤالͬ موضوع، این

منفͬ پاسخ بعداً کولپا٣ و ͷامری توسط سؤال این به اما دارد؟ همبند (هاسدورف) فشرده�سازی ͷی سورجنفری

در ما همبندسازی�، مسئله�ی مورد در تحقیقات شروع در سورجنفری خط کلیدی نقش �دلیل به لذا .[٩] شد داده

کرده�ایم. بررسͬ را فضا این برای همبند فشرده�سازی�های وجود عدم دوم، فصل از بخش اولین پایان

اصلͬ، مطالب به ورود برای لازم ابزار و مفاهیم بیان به اول فصل ساختاری، لحاظ از که است تذکر قابل

تاریخͬ روند بررسͬ شده�اند، گردآوری پایان�نامه این دیͽر فصل سه قالب در که تحقیقاتͬ و یافته اختصاص

شده�اند. حاصل ͷتوپولوژی فضاهای همبندسازی زمینه�ی در که است تحقیقاتͬ و پیشرفت�ها

٢E. van Douwen

٣A. Emeryk and W. Kulpa

١



این تا مͬ�شود بیان هاسدورف فضای ͷی برای کافͬ شرایطͬ قضیه، ͷی قالب در دوم فصل بخش اولین در

شمارا، هاسدورف فضاهای که مͬ�شود ملاحظه دوم، بخش در و باشد داشته هاسدورف همبندسازی ͷی فضا

همین در است. شده شناخته آن�ها، همبندسازی�های از کامل توصیفͬ که هستند هاسدورف فضاهای از رده تنها

است، شده حاصل شمارا فضاهای به مربوط شمارا هاسدورف همبندسازی�های مورد در که نتایجͬ به بخش

و واتسن از سؤال ͷی به [١] همͺارانش و آلاس۴ توسط منفͬ پاسخ به ما که است حالͬ در این و مͬ�شود اشاره

همبندسازی قابل شمارا �طور به تنها، نقاط بدون و شمارا هاسدورف فضای هر آیا این�که بر مبنͬ ،[٢۶] ویلسن۵

مͬ�کنیم. اشاره نیز است؟

هر که مͬ�دهیم نشان جالب قضیه�ی ͷی با ابتدا اول بخش در که است شده تدوین بخش دو در سوم فصل

همبندسازی ͷی دارای است، فشرده باز سره�ی و ناتهͬ زیرمجموعه�های فاقد که دوم شمارای و تیخونوف فضای

برقرار غیر�جدایی�پذیر فضاهای برای قضیه این که مͬ�دهیم نشان مثال ͷی �وسیله�ی به سپس و مͬ�باشد مترپذیر

منظری از فصل این دوم بخش مͬ�دهد. پاسخ را همͺارانش و آلاس از سؤالͬ مثال، این واقع در که نیست

مͬ�پردازد. جدایی�پذیر و ͷمتری فضای ͷی فشرده�سازی�های بررسͬ به متفاوت

است شده مطرح سیمون۶ توسط که بوده سؤالͬ ،[٨] شده موضوع این مورد در دایͺسترا تحقیق انگیزه�ی آن�چه

مͬ�شود، حاصل [٠,١]٢ واحد مربع از شمارا و چͽال زیرمجموعه�ی ͷی حذف از پس که فضایی آیا که ،[٢۵]

دایͺسترا ولͬ است منفͬ سؤال این پاسخ که مͬ�زد حدس سیمون گویا دارد؟ همبند مانده�ی با فشرده�سازی ͷی

مͬ�شود ثابت واقع در است؛ مثبت سؤال، این پاسخ مͬ�دهد خاصنشان حالت در که کرد اثبات را کلͬ نتیجه�ای

موضعاً نیز و مسیری همبند آن مانده�ی که مͬ�پذیرد مترپذیر فشرده�سازی ͷی جدایی�پذیر، و مترپذیر فضای هر که

مͬ�باشد. مسیری همبند

همبندسازی�های بخشاول، در مͬ�باشد. ویژگͬ�هایمشخصͬ با همبندسازی�ها بررسͬ هدفما چهارم، فصل در

کامل�تر مثال�هایی ارائه�ی با مباحث و شده�اند بررسͬ مسیری همبندسازی�هایهمبند بخشدوم، در و همبند موضعاً

جدید، مفاهیمͬ با آشنایی ضمن ما مͬ�پردازد. نقطه�ای تک همبندسازی�های به فصل، این سوم بخش شده�اند.

پی حقیقͬ خط زیرفضاهای به مربوط نقطه�ای تک همبندسازی�های مورد در قضیه�ای بررسͬ از پس را بخش این

۴O.T. Alas

۵S. Watson and R.G. Wilson

۶P. Simon

٢



اساسͬ �طور به اقلیدسͬ، صفحه�ی زیرفضاهای مورد در وضعیت که داده�ایم نشان مثال�هایی قالب در و گرفته�ایم

مͬ�باشد. متفاوت

٣



١ فصل

پیشنیازها

عمومͬ توپولوژی ١-١

به وابسته قضایای است شده سعͬ مͬ�کنیم. فراهم را نوشتار اصلͬ متن به ورود برای لازم ابزار فصل این در

و مجموعه�ها نظریه�ی اصول با خواننده که است این بر ما فرض شوند. بیان هستند، لازم بعداً که مفهوم، هر

دارد. آشنایی مقدماتͬ توپولوژی

ترتیبی اعداد ١-١-١

انواع مͬ�شود. Xنامیده ترتیب نوع که مͬ�شود داده نسبت α ترتیبی عدد ͷی ،X ترتیب خوش مجموعه�ی هر به

حافظ نگاشتͬ (یعنͬ باشند متشابه Y Xو اگر تنها و اگر مساوی�اند، Y Xو ترتیب خوش مجموعه�های ترتیب

باشد). داشته وجود Y Xبه�روی از ترتیب

است α از بزرگ�تر β یا β از کوچ�ͷتر α گوییم باشند، Y و X با متناظر ترتیبی عدد دو β و α اگر

و X مجموعه�های �که طوری به� باشد داشته وجود y٠ ∈ Y ͷی اگر ،β > α یا α < β مͬ�نویسیم و

خوش < رابطه�ی با ترتیبی اعداد از مجموعه هر که کرد اثبات مͬ�توان باشند. متشابه {y ∈ Y : y < y٠}

�طور به که α از کوچ�ͷتر ترتیبی اعداد تمام مجموعه�ی با α نوع از ترتیب خوش مجموعه�ی هر است. ترتیب

مͬ�باشد. متشابه است، شده مرتب < رابطه�ی با خطͬ

λ از قبل بلافاصله که باشد نداشته وجود ترتیبی عددی هیچ اگر است، حدی یͷعدد λ ترتیبی عدد ͷی

۴



بͽیرد. قرار

باشد α نوع Aاز زیرمجموعه�ی ͷی شامل ،λ حدی عدد ͷی از کوچ�ͷتر ترتیبی اعداد تمام مجموعه�ی اگر

آن�گاه کند، صدق ξ < ξ′ < λ رابطه�ی در که باشد داشته وجود ξ′ ∈ A ͷی ξ < λ هر برای �که �طوری به

است. λ با هم�پایان α ترتیبی عدد که مͬ�گوییم

داریم متشابه مجموعه�های از Y و X زوج هر برای است، ͷبه�ی�ͷی ترتیب حافظ نگاشت هر چون

مجموعه�ی هر اصلͬ عدد مͬ�شود؛ داده نسبت اصلͬ عدد ͷی α ترتیبی عدد هر به نتیجه در .|X| = |Y |

مͬ�شود. داده نشان |α| با و شده نامیده α اصلͬ عدد عدد، این .α نوع از ترتیب خوش

هرگاه است، اولیه یͷعدد نامتناهͬ) ترتیب خوش یͷمجموعه�ی ترتیب نوع (یعنͬ λ نامتناهͬ ترتیبی عدد

منظم ،λ اولیه�ی ترتیبی عدد باشد. کوچ�ͷترین مͬ�کنند، صدق |α| = |λ| در که α ترتیبی اعداد تمام بین در λ

باشد. λ با هم�پایان که باشد نداشته وجود �αای < λ هیچ اگر است،

منحصربه�فرد λ این و |λ| = m �که �طوری به دارد وجود λ اولیه�ی ترتیبی عدد ͷی ،m اصلͬ عدد هر برای

است.

صحیح اعداد تمام مجموعه�ی ترتیب نوع که مͬ�شود داده نمایش ω یا ω٠ با ℵ٠ اصلͬ عدد دارای اولیه�ی عدد

مͬ�شود. داده نمایش ωi با ،i = ١,٢, . . برای. ℵi اصلͬ عدد دارای اولیه�ی عدد مͬ�باشد. طبیعͬ ترتیب با مثبت

ناشماراست. ترتیبی عدد کوچ�ͷترین ω١ پس

پیوستار اصلͬ عدد نمایش برای c نماد از بحث، موضوع به بنا پایان�نامه، این در شود ذکر که است به�جا

کرده�ایم. استفاده

ͷتوپولوژی فضاهای ١-١-٢

مفاهیمͬ بررسͬ و آن�ها ساختار بر مروری ،ͷتوپولوژی فضاهای تعریف شامل مͬ�شود بیان قسمت این در آن�چه

مͬ�باشد. فضاها این با رابطه در برجسته

و اقلیدسͬ فضای و حقیقͬ خط بررسͬ ،ͷتوپولوژی فضای مفهوم پیدایش منشأ که بدانیم است جالب

X مانند مجموعه�ای از است عبارت ͷتوپولوژی فضای ͷی است. بوده فضاها این در پیوسته توابع بررسͬ

دلخواه اجتماع و Xبازند و ∅ �که �طوری به باز مجموعه�های به موسوم آن، زیرمجموعه�های از گردایه�ای با همراه

است. باز نیز باز مجموعه�های متناهͬ مقطع و

۵



Xباز \A مجموعه�ی �که �صورتͬ در گوییم بسته Xرا ͷتوپولوژی فضای از A زیرمجموعه�ی .١.١.١ تعریف

باشد.

از است گردایه�ای X در توپولوژی ͷی برای پایه ͷی باشد. مجموعه ͷی X مͬ�کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

�که: �طوری به پایه) اعضای به X(موسوم زیرمجموعه�های

است. موجود x �شامل B مانند پایه عضو ͷی کم دست ،x ∈ X هر ازای به (١)

�طوری به دارد وجود B٣ مانند پایه از عضوی آن�گاه باشد، B٢ و B١ مانند پایه عضو دو به متعلق x اگر (٢)

.B٣ ⊂ B١ ∩B٢ و x ∈ B٣ �که

مͬ�شود: تعریف چنین B �وسیله�ی به شده تولید توپولوژی ،τ آن�گاه باشد X در توپولوژی ͷی پایه�ی B اگر

داشته Bوجود ∈ B مانند پایه از عضوی ،x ∈ U هر ازای به هرگاه گوییم، Xباز در Xرا از U زیرمجموعه�ی

.B ⊂ U و x ∈ B �که �طوری به باشد

برای پایه ͷی B که |B| شͺل به اصلͬ عدد کوچ�ͷترین باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷی X اگر .٣.١.١ تعریف

شمارا وزن دارای X فضای اگر مͬ�شود. داده نمایش w(X) با و شده نامیده X فضای وزن است، X فضای

است. دوم شمارای یا مͬ�کند صدق شمارایی اصل دومین Xدر گوییم باشد،

اگر مͬ�شود، نامیده π-پایه ͷی X فضای ͷی از ناتهͬ باز مجموعه�های از U خانواده�ی ͷی .۴.١.١ تعریف

به اصلͬ عدد کوچ�ͷترین .U ⊂ V که باشد داشته وجود U ∈ U ،X از V ناتهͬ باز مجموعه�ی هر برای

مͬ�دهیم. نمایش πw(X) با و Xنامیده π-وزن را Xمͬ�باشد فضای برای π-پایه ͷی U که ،|U| شͺل

مͬ�شود نامیده x نقطه�ی در موضعͬ یͷپایه�ی x ∈ X همسایͽͬ�های از B(x) خانواده�ی ͷی .۵.١.١ تعریف

.x ∈ V ⊂ U �که �طوری به باشد داشته وجود V ∈ B(x) است، x شامل که U باز مجموعه�ی هر برای هرگاه

به اصلͬ عدد کوچ�ͷترین �عنوان به ،X ͷتوپولوژی فضای ͷی در x نقطه�ی ͷی مشخصه�ی .۶.١.١ تعریف

و مͬ�شود داده نمایش χ(x,X) با و تعریفشده است، xنقطه�ی در موضعͬ پایه�ی ͷیB(x) که |B(x)| شͺل

نمایش χ(X) با و مͬ�کنیم Xتعریف نقاط مشخصه�های سوپریمم Xرا ͷتوپولوژی یͷفضای مشخصه�ی اما

شمارایی اصل اولین در X گوییم باشد، شمارا مشخصه�ی دارای X ͷتوپولوژی فضای ͷی اگر حال مͬ�دهیم.

است. اول شمارای یا مͬ�کند صدق

۶



هرگاه Xاست برای یͷشبͺه ،X ͷتوپولوژی فضای ͷی زیرمجموعه�های Nاز خانواده�ی ͷی تعریف٧.١.١.

.x ∈M ⊂ U �که �طوری به باشد داشته Mوجود ∈ N ͷی ،x از U ͬͽهمسای هر و x ∈ X نقطه�ی هر برای

است X برای شبͺه ͷی N که |N | شͺل به اصلͬ عدد کوچ�ͷترین �عنوان به ،X فضای ͷی شبͺه�ای وزن

مͬ�شود. داده نمایش nw(X) با و مͬ�شود تعریف

اجتماع از مجموعه�یAعبارتاست درون Xباشد، ͷتوپولوژی فضای از Aزیرمجموعه�ای اگر تعریف٨.١.١.

حاوی بسته�ی مجموعه�های همه�ی مقطع از است عبارت A مجموعه�ی بستار و A جزء باز مجموعه�های همه�ی

برای گاهͬ همچنین مͬ�دهیم. نمایش A یا cl A به را A بستار و A٠ یا int A به را A مجموعه�ی درون .A

مͬ�شوند. داده نمایش clX(A) و intX(A) با ترتیب به تأکید

برای پایه�ای ،X یͷعضوی زیرمجموعه�های همه�ی گردایه�ی ،X دلخواه مجموعه�ی هر ازای به تعریف٩.١.١.

Xاست. در گسسته توپولوژی

مجموعه�هایی تمام Bگردایه��ی و ساده ترتیبی یͷرابطه�ی با باشد Xمجموعه�ای فرضمͬ�کنیم تعریف١٠.١.١.

باشند: زیر انواع از ͬͺی �صورت به که

.X در (a, b) باز بازه�های همه�ی (١)

صورتوجود). (در Xاست مجموعه�ی عضو کوچ�ͷترین a٠ آن در که [a٠, b)صورت� به بازه�های تمام (٢)

وجود). صورت (در Xاست مجموعه�ی عضو بزرگ�ترین b٠ آن در که (a, bصورت[٠� به بازه�های تمام (٣)

ترتیبی. توپولوژی به Xموسوم در توپولوژی ͷی برای است پایه�ای B گردایه�ی

متناهͬ موضعاً ،X ͷتوپولوژی فضای ͷی زیرمجموعه�های از {As}s∈S خانواده�ی ͷی .١١.١.١ تعریف

مجموعه�ی �که �طوری به باشد داشته وجود U ͬͽهمسای ͷی ،x ∈ X نقطه�ی هر برای اگر مͬ�شود نامیده

حداکثر که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی x ∈ X نقطه�ی هر اگر باشد. متناهͬ {s ∈ S : U ∩ As ̸= ∅}

خانواده ͷی است. گسسته خانواده این گوییم آن�گاه کند، قطع را شده داده خانواده�ی ͷی از مجموعه ͷی

ͷی �عنوان به بتواند اگر مͬ�باشد، ( (σ-گسسته متناهͬ σ-موضعاً ،ͷتوپولوژی فضای ͷی زیرمجموعه�های از

شود. داده نمایش (گسسته) متناهͬ موضعاً خانواده�های از شمارا اجتماع

٧



و ناتهͬ باز زیرمجموعه�های از خانواده هر �که �طوری به m ≥ ℵ٠ اصلͬ عدد کوچ�ͷترین .١٢.١.١ تعریف

با و مͬ�شود نامیده X فضای حجره�بندی است، m مساوی یا کوچ�ͷتر اصلͬ عدد دارای ،X مجزای دو�به�دو

مͬ�شود. داده نمایش c(X)

A مرز ،A ∩X \A مجموعه�ی باشد، X ͷتوپولوژی فضای ͷی از زیرمجموعه�ای A اگر .١٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده نشان Fr A(Br A,Bd A) با و شده نامیده

Aنامیده ⊂ X مجموعه�ی ͷی Xیͷنقطه�یحدی ͷتوپولوژی فضای ͷی در x نقطه�ی ͷی تعریف١.١.١۴.

Ad با و دارد نام A از شده مشتق مجموعه�ی ،A حدی نقاط تمام مجموعه�ی .x ∈ A \ {x} اگر مͬ�شود،

نقطه�ی ͷی ،x نقطه�ی ͷی دیͽر بیان به دارند. Aنام مجموعه�ی تنهای A\Adنقاط نقاط مͬ�شود. داده نمایش

است باز {x} مجموعه�ی واقع در باشد. باز {x} نقطه�ای تک مجموعه�ی اگر تنها و اگر Xاست فضای تنهای

.x /∈ X \ {x} اگر یعنͬ ،{x} = X \X \ {x} اگر تنها و اگر

ͷی و A = X هرگاه گوییم X در چͽال را X ͷتوپولوژی فضای ͷی از A مجموعه�ی .١۵.١.١ تعریف

.A ⊂ Ad اگر مͬ�شود نامیده چͽال خود در ،A ⊂ X مجموعه�ی

یͷفضایجدایی�پذیر باشد، چͽال و توپولوژیXͷداراییͷزیرمجموعه�یشمارا فضای اگر تعریف١.١.١۶.

مͬ�شود. نامیده

خوانیم پیوسته وقتͬ را f : X → Y تابع باشند. ͷتوپولوژی فضای دو Y Xو فرضمͬ�کنیم تعریف١٧.١.١.

نگاشت باشد. X باز زیرمجموعه�ی ͷی f−١(V ) مجموعه�ی ،V مانند Y باز زیرمجموعه�ی هر ازای به که

در f(U) مجموعه�ی ،X از U باز مجموعه�ی هر ازای به �که �صورتͬ در خوانیم باز نگاشت را f : X → Y

مجموعه�ی ،A مانند X بسته�ی مجموعه�ی هر ازای به �که �صورتͬ در خوانیم بسته نگاشت را آن و باشد باز Y

باشد. بسته Y در f(A)

دوسویی تناظری f : X → Y تابع و بوده ͷتوپولوژی فضای دو Y و X مͬ�کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

و نامیده یͷهمسانریختͬ را f آن�گاه باشند، پیوسته دو هر f−١ : Y → X آن معکوس تابع و f اگر باشد.

هستند. همسانریخت Y Xو فضاهای گوییم

٨



X از Y زیرفضای ͷی برای اگر باشند. ͷتوپولوژی فضای دو X١ و X مͬ�کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

نگاشت و X در نشاندن قابل را X١ فضای آن�گاه باشد، داشته وجود f : X١ → Y همسانریختͬ ͷی

X١ از توسیع ͷی X اوقات، گاهͬ مͬ�نامیم. X در X١ از همسانریختͬ نشاندن ͷی را iY f : X١ → X

مͬ�شود. نامیده

�طوری به باشد موجود r : X → A پیوسته�ی نگاشت هرگاه گوییم توکشیده را A ⊂ X .٢٠.١.١ تعریف

ͷی X فضای ͷی مͬ�نامیم. توکشاننده ͷی را r �صورت �این در .r(x) = x باشیم داشته x ∈ A هر برای �که

بسته زیرفضای ͷی �عنوان به را X که Y فضای هر از توکشیده ͷی آن هرگاه مͬ�شود نامیده مطلق توکشیده�ی

باشد. است، شامل

مͬ�شوند: بیان اختصار به ،ͷتوپولوژی فضاهای خواصجداسازی قسمت این در

متمایز نقطه�ی زوج هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده T٠ فضای ͷی X ͷتوپولوژی فضای ͷی .٢١.١.١ تعریف

T١ فضای ͷی و است نقاط این از ͬͺی شامل دقیقاً که باشد داشته وجود باز مجموعه�ی ͷی ،x١, x٢ ∈ X

باشد داشته وجود U ⊂ X باز مجموعه�ی ͷی ،x١, x٢ ∈ X مجزای نقطه�ی زوج هر برای اگر مͬ�شود، نامیده

را آن و x٢ ∈ V, x١ /∈ V که دارد وجود V ⊂ X باز مجموعه�ی همچنین و x١ ∈ U, x٢ /∈ U �که �طوری به

همسایͽͬ�های ،x١, x٢ ∈ X متمایز نقطه�ی دو هر ازای به �که �صورتͬ در مͬ�نامیم هاسدورف١ یا T٢ یͷفضای

ͷیX اگر مͬ�شود، نامیده منظم یا T٣ فضای ͷی و شوند یافت x٢ و x١ از ترتیب به U٢ و U١ مانند مجزایی

U٢ و U١ باز مجموعه�های ،x /∈ F که F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر و x ∈ X هر برای و بوده T١ فضای

.U١ ∩ U٢ = ∅ و x ∈ U١, F ⊂ U٢ �که �طوری به باشند داشته وجود

هر و x ∈ X نقطه�ی هر برای و بوده T١ اگر تنها و اگر است منظم X ͷتوپولوژی فضای .٢٢.١.١ قضیه

.x ∈ V ⊂ V ⊂ U �که �طوری به باشد موجود x از V ͬͽهمسای ، x از U ͬͽهمسای

ببینید. را [۵.۵.١ گزاره��ی ،١١] اثبات.

١Hausdorff
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Xیͷفضای هرگاه است، منظم تماماً یا تیخونوف٢ یا T٣ ١
٢
توپولوژیXͷیͷفضای فضای تعریف٢٣.١.١.

f : X → I پیوسته�ی تابع ͷی ،x /∈ F که F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر و x ∈ X هر برای و باشد T١

باشد. برقرار y ∈ F برای f(y) = ١ و f(x) = ٠ که باشد داشته وجود

برای و بوده T١ Xفضایی اگر مͬ�شود، نامیده نرمال یا T۴ فضای ͷیX ͷتوپولوژی فضای .٢۴.١.١ تعریف

�طوری به باشند داشته وجود V و U باز مجموعه�های ،A,B ⊂ X مجزای و بسته زیرمجموعه�های از زوج هر

.U ∩ V = ∅ و A ⊂ U,B ⊂ V �که

باشد نرمال فضای ͷی X اگر مͬ�شود، نامیده نرمال تماماً فضای ͷی X ͷتوپولوژی فضای .٢۵.١.١ تعریف

اگر است نرمال تماماً ،X نرمال فضای ͷی �وضوح به باشد. Gδ-مجموعه ͷی X از بسته زیرمجموعه�ی هر و

اجتماعͬ Fσ-مجموعه، ͷی که مͬ�کنیم (یادآوری باشد Fσ-مجموعه ͷی X باز زیرمجموعه�ی هر اگر تنها و

مͬ�باشد). باز مجموعه�های از شمارا اشتراکͬ Gδ-مجموعه، ͷی و بوده بسته مجموعه�های از شمارا

مͬ�شود. نامیده تام یͷفضای باشد،����������������� Gδ-مجموعه ͷی آن بسته�ی زیرمجموعه�ی هر که فضایی تعریف١.١.٢۶.

X نرمال فضای ͷی Mاز بسته�ی زیرفضای ͷی از پیوسته تابع هر . تیتزه٣ گسترش قضیه�ی .٢٧.١.١ قضیه

Xمͬ�باشد. بر توسیع قابل پیوسته �طور به ،R یا I به

ببینید. را [١.٣۵ قضیه�ی ،٢٢] اثبات.

مͬ�باشند) X توانͬ مجموعه�ی P (X) و مجموعه ͷی X) F ⊂ P (X) زیرگردایه�ی ͷی .٢٨.١.١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه مͬ�شود Xنامیده بر یͷفیلتر

.∅ /∈ F (١)

.F ∩G ∈ F آن�گاه F,G ∈ F اگر (٢)

.G ∈ F �صورت �این در F ⊂ G ⊂ X و F ∈ F اگر (٣)

٢Tychonoff

٣Tietze
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مͬ�شود. نامیده ثابت نباشد، آزاد فیلتر ͷی �که �صورتͬ در .
∩
F = ∅ اگر مͬ�شود نامیده آزاد ،F فیلتر ͷی

باشیم داشته باشد F شامل که F ′ فیلتر هر برای اگر دارد، نام ابرفیلتر ͷی یا ماکسیمال فیلتر ͷی ،F فیلتر

.F ′ = F

مͬ�شوند: توصیف زیر صورت به ابرفیلترها همچنین

یا A ∈ F یا آن�گاه A ⊂ X اگر و باشد داشته متناهͬ اشتراک خاصیت F اگر تنها و اگر است ابرفیلتر ͷی F

.X \A ∈ F

ͷتوپولوژی فضاهای بر اعمال ١-١-٣

Xباشد، از زیرمجموعه�ای Y اگر باشد. τ توپولوژی با ͷتوپولوژی فضای ͷیX فرضکنیم تعریف٢٩.١.١.

با است. موسوم زیرفضایی توپولوژی به و است Y در توپولوژی ͷی τY = {Y ∩ U : U ∈ τ} گردایه�ی

Xمͬ�نامیم. زیرفضای ͷی را Y توپولوژی این

خواص همچنین مͬ�شوند. منتقل زیرفضاها به دوم شمارایی و اول شمارایی خواص کنیم توجه باید

نباشد. نرمال است ممͺن نرمال، فضای ͷی زیرفضای اما شده منتقل زیرفضاها به T٣ تا T٠ جداسازی

باشند، شده داده مجزا دو�به�دو ͷتوپولوژی فضاهای از {Xs}s∈S خانواده�ی ͷی فرضمͬ�کنیم تعریف٣٠.١.١.

مجموعه�های تمام شامل τ خانواده�ی و X =
∪
s∈S

Xs مجموعه�ی .Xs ∩ Xs′ = ∅ ،s ̸= s′ برای یعنͬ

ͷی τ �وضوح به مͬ�گیریم. درنظر را مͬ�باشد، باز sای ∈ S برای Xs در U ∩ Xs �که �طوری به ،U ⊂ X

یا
⊕

sXs با و شده نامیده {Xs}s∈S فضاهای جمع توپولوژی، این با X مجموعه�ی است. X بر توپولوژی

مͬ�شود. داده نمایش ،S = {١,٢, . . . , k} اگر ،X١ ⊕X٢ ⊕ . . .⊕Xk با

نیز و Xsاست فضای از باز زیرمجموعه�ی ͷیWs که
∏
s∈S

Ws مجموعه�های تمام خانواده�ی تعریف٣١.١.١.

حاصلضرب برای پایه ͷی مͬ�باشد، برقرار Xs = Ws رابطه�ی ،s ∈ S متناهͬ تعدادی مͽر همه برای این�که

مͬ�دهد. تشͺیل
∏
s∈S

Xs دکارتͬ

شمارای حاصلضرب همچنین و بوده اول شمارای فضایی اول، شمارای فضاهای شمارای حاصلضرب

خواص که شود ذکر باید هم جداسازی خواص مورد در مͬ�باشد. دوم شمارای فضایی دوم، شمارای فضاهای

١١



برقرار نرمال فضاهای مورد در حͺم این وجود این با مͬ�شوند، منتقل حاصلضرب�ها به T٣ تا T٠ جداسازی

نیست.

و اگر است پیوسته
∏
s∈S

Ys دکارتͬ حاصلضرب Xبه ͷتوپولوژی فضای ͷی از f نگاشت ͷی .٣٢.١.١ ∏گزاره
s∈S

Ys تصویر ،ps :
∏
s∈S

Ys → Ys نگاشت که جایی باشد. پیوسته psf ترکیب ،s ∈ S هر برای اگر تنها

مͬ�شود. نامیده Ys به�روی

ببینید. را [۶.٣.٢ گزاره�ی ،١١] اثبات.

ͷی f : X → Y و است هاسدورف فضایی Y که باشند ͷتوپولوژی فضای دو Y و X اگر .٣٣.١.١ قضیه

مͬ�شود) داده نمایش G(f) =
{
(x, f(x) : x ∈ X

}
با (که f تابع گراف آن�گاه باشد، پیوسته نگاشت

Xمͬ�باشد. × Y فضای از بسته�ای زیرفضای

است. باز مجموعه�ای (X × Y ) \G(f) که دهیم نشان است کافͬ اثبات.

که مͬ�دهد نتیجه Y بودن هاسدورف لذا .t ̸= f(s) داریم پس ،(s, t) ∈ (X × Y ) \G(f) مͬ�کنیم فرض

t ∈ V, f(s) ∈ V ′ �که �طوری به دارند وجود V ′ و V مانند ترتیب به f(s) و t از مجزایی و باز همسایͽͬ�های

به مͬ�باشد؛ s از بازی ͬͽهمسای f−١(V ′) = U که مͬ�دهد نتیجه f پیوستگͬ طرفͬ از .V ∩ V ′ = ∅ و

دارد. را موردنظر خواص و مͬ�باشد (s, t) شامل که است باز مجموعه�ای U × V �وضوح

و ͷتوپولوژی فضاهای از {Ys}s∈S خانواده�ی ͷی ،X ͷتوپولوژی فضای ͷی مͬ�کنیم فرض .٣۴.١.١ تعریف

که نگاشتͬ مͬ�شود ثابت باشند. شده داده ،fs : X → Ys که {fs}s∈S پیوسته�ی نگاشت�های از خانواده ͷی

{fs}s∈S نگاشت�های قطر و است پیوسته مͬ�دهد، نسبت را {fs(x)} ∈
∏
s∈S

Ys نقطه�ی ،x ∈ X نقطه�ی به

مͬ�شود. داده نمایش ،S = {١,٢, . . . , k} اگر ،f١∆f٢∆ . . .∆fk با s∈Sfs∆یا با و شده نامیده

نگاشت باشد. پوشا نگاشتͬ p : X → Y و باشند ͷتوپولوژی فضای دو Y Xو فرضکنیم تعریف١.١.٣۵.

فقط و اگر باشد باز Y در U مانند Y زیرمجموعه�ی هر �که �صورتͬ در خوانیم قسمتͬ خارج یͷنگاشت را p

باشد. Xباز در p−١(U) اگر

در τ توپولوژی ͷی تنها آن�گاه باشد پوشا نگاشتͬ p : X → A و مجموعه ͷی A ،ͷتوپولوژی Xفضایی اگر

شده القا قسمتͬ خارج توپولوژی به توپولوژی این است. قسمتͬ خارج نگاشت آن به نسبت p که دارد Aوجود

است. موسوم p �وسیله�ی به

١٢


