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خدا بنام

الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ و

سپاس او. نام با عالمͬ پریشان پذیرد آرامش و او یاد با دلها گیرد آرام که را جاوید یͽانه سپاس و درود

خداوندیت. نعمت فرمودی، عطا ما به که نعمتͬ بهترین پاس به سپاس صد�ها و

قدردان مͬ�دانم وظیفه خود بر است، رسیده اتمام به پایان�نامه این نگارش الهͬ، بیͺران الطاف پناه در که حال

سپاس که است امید نمودند. آسان من بر را مشͺلات تحمل و بوده�اند تحقیق این راهͽشای که باشم کسانͬ

باشند. پذیرا را اینجانب بی�دریغ احترام و

گرفتند عهده به را پایان�نامه این راهنمایی که نقͬ�پور رضا دکتر آقای جناب گرانقدر، استاد زحمات از آغاز، در

بودم، بهره�مند بی�دریغشان یاری و خردمندانه تدبیر از و آموخته�ام اخلاق درس محضرشان در علم سوای و

همه از پیش نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�ها��ی بدون قطعاً که دارم را تشͺر کمال

سهندی پرویز دکتر آقای جناب از همچنین دارم. سربلندی و موفقیت شادکامͬ، سلامتͬ، آرزوی ایشان برای

در ایشان مشاوره�ی از که مهتدیفر دکترحسن آقای وجناب فرمودند تقبل را پایان�نامه این مطالعه زحمات که

کاری مشغله�ی علͬ�رغم که صدقͬ منیره دکتر خانم سرکار از دارم. را امتنان کمال گرفتم بهره کار مراحل تمامͬ

افتخار همواره امیدوارم و مͬ�نمایم قدردانͬ و تشͺر شدند عهده�دار را پایان�نامه این داوری زحمت داشتند، که

پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در باشم. داشته را بزرگوار اساتید این شاگردی

خواهران فداکارم، همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و

سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به مهربانم خاله�ی و عزیزم برادران و

پیشبرد و کشور علمͬ سطح ارتقاء راه در کسانͬ�که کلیه برای همچنین بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران،

دارم. سلامتͬ و موفقیت آرزوی مͬ�نمایند کوشش و تلاش عزیزمان میهن اهداف

عبدی لیلا

١٣٩٠





لیلا نام: قزلقیه عبدی خانوادگͬ: نام

تعمیم�یافته موضعͬ کوهمولوژی مدول�های بودن متناهͬ و هم�متناهͬ پایان�نامه: عنوان

سهندی پرویز دکتر و نقͬ�پور رضا دکتر راهنما: اساتید
مهتدیفر حسن دکتر مشاور: استاد

گرایش:جبر محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:
١٠٠ صفحه: تعداد ١٣٩٠ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

متناهͬ، تولید با مدول تعمیم�یافته، موضعͬ کوهمولوژی موضعͬ، کوهمولوژی کلیدواژه�ها:
هم�متناهͬ. مدول متناهͬ، طول با مدول دقیق، رشته آرتینͬ، مدول

چͺیده:
دو N ،M و R از ایده�آلͬ ͷی I جابجایی، و (نوتری) موضعͬ حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض
Hiنشان

I(M,N) مدول�های اساسͬ خواص بررسͬ از پس باشند. متناهͬ تولید با R−مدول
که مͬ�دهیم

f− depth(I + AnnR(M), N) = inf{i ∈ N٠ | نیست آرتینͬ Hi
I(M,N)}.

مͬ�دهیم: نشان باشد. مثبت صحیح عدد ͷی t مͬ�کنیم فرض سپس
هر برای این�صورت در باشد، مینیماکس ،Hi

I(M,N) مدول −R ،i < t هر برای اگر (١)
است. هم�متناهͬ −I ،Hi

I(M,N) ،i < t

،Hd+n
I (M,N) این�صورت در ،dimN = n < ∞ و pd(M) = d < ∞ اگر (٢)

است. آرتینͬ و هم�متناهͬ −I
غیرصفر، و دوری مدول −R ͷی M هرگاه که مͬ�دهیم نشان مثال ͷی ارائه با همچنین
،i < t هر برای به�قسمͬ�که باشد طبیعͬ عدد ͷی t و متناهͬ تولید با مدول −R ͷی N
در است، متناهͬ تولید با ،HomR(M,Ht

I(N)) مدول −R و Hi
I(N) مدول�های −R

دیͽر، هدفͬ عنوان به بعلاوه، نیست. متناهͬ تولید با لزوماً ،Ht
I(N) مدول� −R این�صورت

مفید نتایجͬ به زیر قضیه ارائه با انتها، در مͬ�دهیم. ارائه برادمن-لشͽری قضیه از تعمیمͬ
مͬ�رسیم.

باشند. غیرصفر و متناهͬ تولید با مدول −R M,Nدو و R از ایده�آلͬ I کنیم فرض قضیه:
باشیم: داشته ،i < t هر برای به�قسمͬ�که باشد، طبیعͬ عدد ͷی t اگر

SuppR(Hi
I(M,N)) ⊆ Max(R),

است. آرتینͬ Hi
I(M,N) مدول −R ،i < t هر برای آنگاه
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پژوهش پیشینه و مقدمـه

برای همچنین و ها U.F.D پیرامون ساموئل پیر از حدسͬ به پاسخ در ،١٩۶٠ سال در ١ ͷگروتندی الͺساندر

با وسیع ارتباط امروزه، نمود. ابداع را موضعͬ کوهمولوژی جبری، هندسه در لفشتز نوع از قضایایی اثبات

تحقیقاتͬ به�صورتیͷزمینه را موضعͬ کوهمولوژی ریاضیات، شاخه�های دیͽر ترکیباتو هندسه، توپولوژی،

کرد: مطرح را زیر حدس ͷگروتندی ،١٩۶٩ سال در است. درآورده فعال

مدول −R ،i > ٠ هر برای آنگاه باشد، متناهͬ تولید با مدول −R ͷی M و R حلقه از ایده�آلͬ I اگر

است. متناهͬ تولید HomR(R/I,Hiبا
I(M))

شدند. فوق حدس برای زیر به�صورت نقضͬ مثال ارائه�ی به موفق ،[١٨] در ٢ هارتشورن بعداً اما

،I = (x, y)R فرض با این�صورت در .R = K[x, y, z, u]/(xy − zu) و میدان ͷی ،K کنیم فرض

نیست. متناهͬ تولید با ،HomR(R/I,Hi
I(M)) مدول −R

١Alexander Grothendieck
٢Hartshorne

ح
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SuppR(L) ⊆ V(I) اولا˟: در�صورتͬ�که نامید، I−هم�متناهͬ را L مانند یRͷ−مدول مقاله، همین در او

از عبارتست V(I) آن در که باشد متناهͬ تولید با ExtiR(R/I, L) مدول −R ،j > ٠ هر برای ثانیاً: و

هستند. I شامل که R از اولͬ ایده�آل��های همه مجموعه

یورگن ،١٩٧٠ سال در است. کلͬ�تر حالت به حالت ͷی از مسأله تعمیم پژوهش، معمول شیوه�های از ͬͺی

بیان حاضر پایان�نامه و داد تعمیم مدول دو برای را موضعͬ کوهمولوژی ،[١٩] مقاله ارائه�ی با ٣ هرزوگ

فرض غیر���موضعͬ را R که حالتͬ در مقالات این نتایج برخͬ تعمیم و [١٢] ،[١١] ،[٢] مقاله�های تفصیلͬ

است: زیر مسأله بررسͬ پایان�نامه این اهداف از ͬͺی مͬ�باشد. کردیم

این�صورت در باشند. متناهͬ تولید با R−مدول Nدو ،M و R نوتری حلقه از ایده�آلͬ I فرضکنیم مسأله:

است. متناهͬ تولید با ،HomR(R/I,Hi
I(M,N)) مدول −R زمانͬ چه

کرده�اند: ارائه زیر به�صورت فوق مسأله به مثبتͬ پاسخ ،[٢] در سالاریان و خشیارمنش اسداللهͬ،

برای اگر باشند. متناهͬ تولید با مدول −R دو N ،M و t ∈ N ،R نوتری حلقه از ایده�آلͬ I کنیم فرض

،HomR(R/I,Ht
I(M,N)) R−مدول آنگاه باشد، متناهͬ تولید با ،Hi

I(M,N) R−مدول ،i < t هر

است. متناهͬ تولید با

بررسͬ مسائل این مهمترین از ͬͺی که دارند وجود موضعͬ کوهمولوژی مدول�های نظریه در زیادی مسائل

حلقه ͷی R اگر که مͬ�دهیم نشان پایان�نامه این در دیͽر اصلͬ هدف ͷی عنوان به آنهاست. بودن هم�متناهͬ

برای آنگاه باشد، مینیماکس Hi
I(M,N) مدول −R ،i < t هر برای و t ∈ N موضعͬ)، لزوماً (نه نوتری

متناهͬ تولید با ،HomR(R/I,Ht
I(M,N)) و است هم�متناهͬ −I ،Hi

I(M,N) مدول −R ،i < t هر

و بهمن�پور توسط شده ارائه روش با را اثبات که است [٢] مرجع از ۵.٢ قضیه از تعمیمͬ قضیه این است.

که گردید ملاحظه قضیه بیان از بعد که است به�ذکر لازم کرده�ایم. اثبات [۵] از ٣.٢ قضیه برهان در نقͬ�پور

روش همین به ،[٧] در نیز یاسمͬ و سهندی برنا، توسط فوق مسأله برای مثبتͬ پاسخ ارائه عنوان به فوق قضیه

٣Jürgen Herzog



د

Nدو ،M اگر که مͬ�آوریم بدست [۴] در ٢.٢ از تعمیمͬ عنوان به پایان�نامه این در بعلاوه، است. شده اثبات

باشیم: داشته ،i < t هر برای به�قسمͬ�که باشد، طبیعͬ عدد ͷی ،t و غیر�صفر و متناهͬ تولید با مدول −R

SuppR(Hi
I(M,N)) ⊆ Max(R),

هرگاه که مͬ�دهیم نشان مثال ͷی ارائه با همچنین است. Hiآرتینͬ
I(M,N) R−مدول ،i < t هر برای آنگاه

به�قسمͬ�که باشد طبیعͬ عدد ͷی t و متناهͬ تولید با NیRͷ−مدول غیرصفر، و دوری MیRͷ−مدول

در است، متناهͬ تولید با ،HomR(M,Ht
I(N)) مدول −R و Hi

I(N) مدول�های −R ،i < t هر برای

ثابت پایان�نامه این در هدف، آخرین عنوان به نیست. متناهͬ تولید با لزوماً ،Ht
I(N) مدول� −R این�صورت

Hd+nیRͷ−مدول
I (M,N) آنگاه، ،dim(N) = n <∞ و pd(M) = d <∞ اگر که کرد خواهیم

است. [١٣] در زیر قضیه از تعمیمͬ این است. هم�متناهͬ −I

تولید با مدول −R ͷی M و R از ایده�ال ͷی ،I و (نوتری) موضعͬ حلقه (R,m) کنیم فرض قضیه:

،i > ٠ هر برای حقیقت در است. متناهͬ هم −I ،Hn
I (M) صورت این در باشد. n بعد از متناهͬ

است. متناهͬ طول دارای ،ExtiR(R/I,Hn
I (M))



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مͬ�باشد. آتͬ فصل�های در نیاز مورد و پایه مفاهیم بیان و شده ذکر منابع بر مروری پایان�نامه نخست فصل

آنها به بعداً که است مفاهیمͬ یادآوری هدف که چرا مͬ�کنیم بیان اثبات بدون را اولیه قضایای و مفاهیم بیشتر

همانͬ عضو با یͺدار و نوتری جابجایی، حلقه ͷیR فرضمͬ�کنیم پایان�نامه این سرتاسر در شد. خواهد نیاز

باشد. غیرصفر

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

جابجایی جبر در سیری ١.١

باشد. داشته ماکسیمال ایده�آل ͷی تنها و نوتری حلقه R هرگاه گوییم، موضعͬ را R حلقه .١.١.١ تعریف

آن یͺتای ماکسیمال mایده�آل و نوتری حلقه R که معناست این به است، موضعͬ حلقه نماد (R,m)عبارت

است.

از I ایده�آل هر ازای به و داده نشان Spec(R) نماد با را R ١ اول ایده�آل�های تمام مجموعه .٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف و مͬ�دهیم Min(I)نشان نماد با را I مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه R

√
I =

∩
p∈Min(I)

p.

مͬ�دهیم. Max(R)نشان نماد با را R ماکسیمال ایده�آل�های تمام مجموعه همچنین،

به�طوری�که است موجود n ∈ Nاین�صورت در باشد. R از ایده�آلͬ I کنیم فرض .٣.١.١ لم

(
√
I)n ⊆ I.

.٢١.٨ لم ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

ایده�آل شامل که را R اول ایده�آل�های تمام مجموعه باشد. R از ایده�آل ͷی I کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

دیͽر عبارت به مͬ�دهیم. نشان V(I) نماد با و نامیده I ٢ واریته هستند، I

V(I) = {p ∈ Spec(R) | I ⊆ p}.

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .۵.١.١ گزاره

.M = ٠ (١)
١Prime Ideals
٢Variety



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.Mp = ٠ ،R از p اول ایده�آل هر ازای به (٢)

.Mm = ٠ ،R از m ماکسیمال ایده�آل هر ازای به (٣)

.٨.٣ گزاره ،[٣] به شود رجوع برهان.

مجموعه این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

(٠ :R M) = {r ∈ R | rM = ٠}

R ایده�آل ͷی ،AnnR(M) وضوح به مͬ�دهیم. نمایش AnnR(M) با را آن و مͬ�نامیم M ٣ پوچساز را

مͬ�باشد.

.AnnR(M) = ٠ هرگاه گوییم ۴ باوفا Mرا باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

این�صورت در باشد. متناهͬ تولید با مدول −RͷیM و R از ایده�آلͬ I کنیم فرض .٨.١.١ √قضیه
AnnR(M/IM) =

√
AnnR(M) + I.

.١٣ صفحه ،[٢۵] به شود رجوع برهان.

M ۵ وابسته اول ایده�آل ͷی را p .p ∈ Spec(R) و باشد مدول −RͷیM کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

طوری��ͺه به باشد داشته Mوجود mدر مانند غیرصفری عضو هرگاه گوییم،

p = (٠ :R m).

نشان Ass(M) نماد با باختصار ویا AssR(M) نماد با را M وابسته اول ایده�آل�های تمام مجموعه

نشان نیز assR(I) علامت با را AssR(R/I) مجموعه باشد، R از دلخواهͬ ایده�آل ͷی I اگر مͬ�دهیم.

مͬ�دهیم.

٣Annihilator
۴Faithful
۵Associated Prime Ideal



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .١٠.١.١ لم

AssR(M) ̸= ∅ ⇔M ̸= ٠.

.١٨١ صفحه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

M روی صفر علیه مقسوم ͷی را R از a عنصر باشد. R-مدول ͷی M کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

مقسوم همه مجموعه .ax = ٠ که بطوری x Mمانند از ناصفری عضو باشد داشته وجود هرگاه مͬ�نامیم،

مͬ�دهیم. نشان ZR(M) نماد با Mرا روی صفر علیه�های

این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .١٢.١.١ قضیه

ZR(M) =
∪

p∈AssR(M)

p.

.٣۶.٩ نتیجه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

کنیم فرض .١٣.١.١ قضیه

٠ −→M
′ −→M −→M

′′ −→ ٠

این�صورت در باشد. �ها همومورفیسم −R و مدول�ها −R از کوتاه دقیق رشته ͷی

AssR(M
′
) ⊆ AssR(M) ⊆ AssR(M

′
) ∪ AssR(M

′′
).

.٣.۶ قضیه ،[٢۵] به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشد. R از اول ایده�آل ͷی p و -مدول RͷیM کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه

p ∈ AssR(M) ⇔ pRp ∈ AssRp(Mp).



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.٢.۶ قضیه ،[٢۵] به شود رجوع برهان.

مجموعه Mرا ۶ تکیه�گاه یا محمل باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف

{p ∈ Spec(R)|Mp ̸= ٠}

دید مͬ�توان به�آسانͬ مͬ�دهیم. نشان Supp(M) یا SuppR(M) نماد با را مجموعه این مͬ�کنیم. تعریف

اگر که

٠ −→ L −→M −→ N −→ ٠,

آنگاه باشد، -همومورفیسم�ها R و -مدول�ها R از دقیق رشته ͷی

SuppR(M) = SuppR(L) ∪ SuppR(N).

در باشد. دلخواه مدول −R ͷی N و متناهͬ تولید با مدول −R ͷی M کنیم فرض .١۶.١.١ قضیه

این�صورت

AssR(HomR(M,N)) = SuppR(M) ∩ AssR(N).

.٢٩ صفحه ،[٣٣] به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشد. متناهͬ تولید با مدول −RͷیM کنیم فرض .١٧.١.١ لم

SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) | p ⊇ (٠ :R M)} = V(AnnR(M)).

.٢٠.٩ لم ،[٣٠] شودبه رجوع برهان.

۶Support



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .١٨.١.١ تبصره

M ̸= ٠⇔ SuppR(M) ̸= ∅.

این�صورت در باشد. R از اول ایده�آل ͷی p کنیم فرض .١٩.١.١ تبصره

SuppR(R/p) = {q ∈ Spec(R) | p ⊆ q} = V(p).

این�صورت در باشند. متناهͬ باتولید مدول −R دو N Mو کنیم فرض .٢٠.١.١ لم

SuppR(M ⊗R N) = SuppR(M) ∩ SuppR(N).

.۴۶ صفحه ،[٣] به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .٢١.١.١ قضیه

AssR(M) ⊆ SuppR(M),

هستند. یͺسان AssR(M) و SuppR(M) مͬ�نیمال اعضای و

.٣٩.٩ قضیه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشد. متناهͬ تولید با مدول −RͷیM کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

AssR(M) = SuppR(M) ⊆ Max(R) ⇔ است آرتینͬ M .

.٢٧۴ صفحه ،[٨] به شود رجوع برهان.



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

زنجیر این�صورت، در باشد. -مدول RͷیM کنیم فرض .٢٣.١.١ تعریف

٠ =M٠ $M١ $ · · · $Mn =M

،Mi/Mi−١ مدول −R ،٠ 6 i 6 n هر ازای به هرگاه، مͬ�نامند شده اشباع را M مدول�های زیر از

همه که ٧ جردن-هولدر) ی (قضیه مͬ�شود ثابت و مͬ�نامند فوق شده اشباع زنجیر راطول n باشد. ساده

با و Mنامیده مدول ٨ طول را مشترک طول این یͺسانند. طول�های دارای مدول ͷی شده اشباع زنجیرهای

Mبا گوییم باشد زنجیری چنین Mدارای هرگاه مͬ�دهیم. نشان ℓ(M) نماد با باختصار یا و ℓR(M) نماد

Mبا گوییم نباشد زنجیری چنین Mدارای اگر مͬ�دهیم. نشان ℓ(M) � به�صورت∞ و است متناهͬ طول

.ℓR(M) = ∞ مͬ�نویسیم و نیست متناهͬ طول

باشند. R از اولͬ ایده�آل�های p١, ..., pn کنیم فرض اول). ایده�آل�های از اجتناب (قضیه ٢۴.١.١ قضیه

١ ≤ i ≤ n این�صورت در .I ⊆
∪n
i=١ pi به�طوری�که باشد R از ایده�آل ͷی I کنیم فرض همچنین

.I ⊆ pi به�طوری�که است موجود

.١١.١ قضیه ،[٣] به شود رجوع برهان.

اگر وتنها اگر است متناهͬ طول Mبا این�صورت، در باشد. -مدول RͷیM کنیم فرض .٢۵.١.١ قضیه

باشد. آرتینͬ و نوتری

.٣۶.٧ قضیه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. مدول −RͷیM کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه

است. Mنوتری (١)

است. مولد Mمتناهͬ مدول زیر هر (٢)
٧�Jordan-Holder
٨�Length



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.١٣.٧ قضیه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

ایده�آل�های از متناهͬ تعداد حاصلضرب توسط بطوریͺه باشد MیRͷ−مدول فرضکنید .٢٧.١.١ قضیه

باشد. Mآرتینͬ اگر تنها و اگر است Mنوتری این�صورت در شود. صفر متمایز) لزوماً (نه ماکسیمال

.٣٠.٧ قضیه ،[٨] به شود رجوع برهان.

٠ :M I اگر باشد. R از ایده�آل ͷی I و مدول −R ͷی M کنیم فرض .٢٨.١.١ قضیه

و آرتینͬ

M =
∞∪
n=١

(٠ :M In).

است. آرتینͬ مدول −R Mنیز این�صورت در

.٣.١ قضیه ،[٢٧] به شود رجوع برهان.

زنجیری ͷی این�صورت، در باشد. غیرصفر و متناهͬ تولید با -مدول RͷیM فرضکنیم .٢٩.١.١ قضیه

به�شͺل

٠ =M٠ $M١ $ · · · $Mn =M

R از اولͬ ایده�آل�های piها که ،Mi/Mi−١ ∼= R/pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به به�طوری�که است موجود

هستند.

.۴٠.٩ تمرین ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

و متناهͬ تولید با مدول −R ͷی M نوتری، حلقه ͷی R کنیم فرض .(٩ گراسون (قضیه ٣٠.١.١ قضیه

مانند زنجیر ͷی N مدول −R هر ازای به این�صورت در باشد. باوفا

٠ = N٠ ⊆ N١ ⊆ ... ⊆ Nk = N,

٩ Gruson’s theorem



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ͷهمومورفی تصویر ͷی Ni/Ni−١ ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به به�طوری�که است موجود N مدول�های زیر از

Mاست. از متناهͬ تعداد مستقیم جمع

.۴.١ قضیه ،[٣٣] به شود رجوع برهان.

به�طوری�که باشند متناهͬ تولید با مدول −R دو N ،M و نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .٣١.١.١ قضیه

مانند زنجیر ͷی این�صورت در .SuppR(N) ⊆ SuppR(M)

٠ = N٠ ⊆ N١ ⊆ ... ⊆ Nk = N,

جمع ͷهمومورفی تصویر Ni/Ni−١ ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به به�طوری�که است موجود N مدول�های زیر از

Mاست. از متناهͬ تعداد مستقیم

.۵.١ نتیجه ،[٢١] به شود رجوع برهان.

مͬ�کنیم: تعریف و داده نشان dimR علامت با را R حلقه اختصاربعد به یا ١٠ کرول بعد .٣٢.١.١ تعریف

dimR := Sup{n ∈ N٠ | ∃ p٠ $ p١ $ · · · $ pn, pi ∈ Spec(R)}.

مͬ�کنیم. ∞تعریف را آن نباشد، موجود عددی چنین اگر

این�صورت در باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض بعد). (قضیه ٣٣.١.١ قضیه

dimR := Min{n ∈ N٠ |
√
(x١, . . . , xn) = m که دارند وجود x١, . . . , xn ∈ m}.

.١٨.١۵ قضیه ،[٣٠] به شود رجوع برهان.

١٠Krull Dimension



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تعریف زیر به�صورت و داده نشان dimM یا dimRM نماد با Mرا مدول -R کرول بعد تعریف١.١.٣۴.

مͬ�کنیم.

dimM := Sup{n ∈ N٠ | ∃ p٠ $ p١ $ · · · $ pn, pi ∈ SuppR(M)}.

را آن کرول بعد ،M = ٠ اگر همچنین .dimM = ∞ مͬ�دهیم قرار نباشد، موجود سوپریمم اگر و

مͬ�کنیم. تعریف -١

برای ١١ پارامتری یͷدستگاه از منظور باشد. d بعد با موضعͬ ای حلقه (R,m) فرضکنیم تعریف١.١.٣۵.

مͬ�شود نتیجه ٣٣.١.١ قضیه از است. اولیه −m ایده�آل ͷی که است R عضو d از متشͺل مجموعه�ای ،R

است. پارامتری دستگاه ͷی دارای حداقل موضعͬ حلقه هر که

هرگاه مͬ�نامیم، ١٢ سر کاتگوری ͷی را R−همومورفیسم�ها و R−مدول�ها از C کاتگوری تعریف١.١.٣۶.

کوتاه دقیق دنباله هر برای

٠ −→ L −→M −→ N −→ ٠,

باشند. C در N و L اگر تنها و اگر است، C Mدر مدول

هستند. سر کاتگوری عضو آرتینͬ و نوتری مدول�های −R تمامͬ .٣٧.١.١ تبصره

کنیم فرض .٣٨.١.١ قضیه

N
α−→M

β−→ L,

باشند، ( (آرتینͬ نوتری مدول�های L و N هرگاه باشد. همریختͬ�ها −R و مدول�ها −R از دقیق دنباله ͷی

است. ( (آرتینͬ نوتری Mنیز آنگاه

١١System of parameter
١٢Serre


