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سپاسͽزاری

کوشندگان، و ندانند او نعمتهای شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را سپاسخدای

وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاک خاندان و محمد بر درود و سلام و نتوانند گزاردن را او حق

رستاخیز... روز تا ایشان دشمنان بر پیوسته نفرین و است؛ وجودشان وامدار

زبان با او، ی شائبه بͬ زحمات از قدرانͬ مقام در که است آن از والاتر معلم، منزلت و جایͽاه ͷش بدون

بنͽاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر

سلامت و کند مͬ تأمین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایͬ از اما

وظیفه برحسب تضمین؛ اند، سپرده دستش به که را هایͬ امانت

از کریمانه و کشیده عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم معلم دو این ، عزیزم مادر و پدر از

اند. بوده من برای داشت چشم بͬ یاوری و یار زندگͬ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار

و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که عامری عرب مریم دکتر خانم سرکار شایسته، و کمالات با استاد از

گرفتند. برعهده را رساله این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ،

جناب محترم داوران و سلجوقͬ زاده حسین ͷفران دکتر خانم سرکار تͺمیلͬ، تحصیلات محترم نماینده از

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال پور سنجرانͬ مرتضͬ دکتر آقای جناب و سرگلزایͬ پرویز دکتر آقای

ه



چͺیده

بعدی ͷی متغیر پخش - انتقال ی معادله حل برای (١HOE) بالا مرتبه نمایͬ طرح ͷی نامه، پایان این در

مͺانͬ سازی گسسته برای را چهارم ی مرتبه ی فشرده نمایͬ تفاضل فرمول طرح، این است. گردیده معرفͬ

به نسبت چهار ی مرتبه از دقتͬ شده ارائه طرح برد. مͬ بͺار زمانͬ سازی گسسته برای را (۲,۲) پد تقریب و

کرده معرفͬ نیز را ٢ ژان و دین روش همچنین باشد. مͬ پایدار غیرمشروط و دارد مͺان و زمان متغیرهای

. باشد مͬ پایدار غیرمشروط بطور نیز روش این دهیم مͬ نشان و

اند. شده مقایسه هم با مجزا بطور (HOE) و ٣ کرانͷنیͺلسون ،ژان روشدینو عددیسه نتایج پایان، در

پخش. - انتقال معادله غیرمشروط، پایداری پد، تقریب بالا، مرتبه نمایͬ طرح کلیدی: واژگان

High - Order Exponential ١
Ding and Zhang٢

Crank - Nicolson٣

و



پیشͽفتار

معادلات توسط غیره و الͺترومغناطیس نظریه حرارت، انتقال ،ͷانیͺم قبیل از ͷفیزی مسائل از بسیاری

که طوری به اند کرده پیدا امروز دنیای در زیادی کاربرد و شوند مͬ سازی مدل جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

موج، معادله قبیل از معادلاتͬ نیست. پذیر امͺان جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات بدون علم پیشرفت

گیرند مͬ قرار بررسͬ مورد مهندسͬ در که جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و لاپلاس حرارت، انتقال

های پدیده بندی مدل از که هستند معادلاتͬ مهمترین از ͬͺی پخش، - انتقال معادلات باشند. مͬ قبیل این از

روش ی ارائه لذا دهند. مͬ شرح را ... و انرژی گرما، نظیر مفاهیمͬ پخش - انتقال و آیند مͬ بوجود ͬͺفیزی

برای بسیاری تلاشهای منظور بدین رسد. مͬ نظر به ضروری معادلاتͬ چنین حل برای مناسب و کارا عددی

است. شده انجام پخش - انتقال ی معادله عددی تقریب جهت متناهͬ تفاضل روشهای ی توسعه

تفاضل طرح ͷی دوم، و اول ی مرتبه مͺانͬ مشتقات برای چهارم ی مرتبه پد طرحهای اساس بر ۴ هرش

بالاتر دقتͬ طرح این کرد. ارائه بعدی ͷت سهموی مسائل برای ای نقطه سه چهار، ی مرتبه ی فشرده متناهͬ

.[۵] باشد مͬ سیالات ͷانیͺم مسائل محاسبات در موثر ͬͺنیͺت و دارد دوم ی مرتبه طرحهای از

مͺانͬ، چهار ی مرتبه و زمانͬ دو ی مرتبه ی فشرده متناهͬ تفاضل طرحهای از کلͬ ای مجموعه نیز ۵ ریͽال

این .[۱۲] کرد بیان را باشد مͬ متفاوت های نویسنده توسط شده پیشنهاد طرح چندین شامل که ای نقطه سه

از: عبارتند آنها از برخͬ و دارند متفاوت کاملا́ ساختاری طرحها

با سهموی مسائل برای ۱۹۸۸ سال در ٨ کریشنا و ٧ آینͽار ، ۶ مانوهار توسط بار نخستین که ،M۱ طرح

ی بهینه طرح ترکیب از که ،N طرح باشد. مͬ نوسان بدون و پایدار کاملا́ طرحͬ که شد ارائه متغیر ضرایب

.[۱۲]... و شد ارائه ١٠ نوی توسط ۱۹۹۰ سال در آمده، بدست ٩ وندروف - لͺس عددی طرح و پسرو

تناوبͬ جهت ضمنͬ بالای مرتبه ی فشرده روشهای نیز بعدی سه و بعدی دو پخش - انتقال مسائل برای

زمان متغیر به نسبت دوم ی مرتبه از دقتͬ دارای تفاضلͬ طرحهای این از بسیاری که شده ارائه (١١ADI)

مسائل برای آسانͬ به و پایدارند غیرمشروط روشها این باشند. مͬ مͺان متغیر به نسبت چهارم ی مرتبه و

کاهش به توان مͬ روشها این توجه قابل های ویژگͬ از و باشند مͬ تعمیم قابل نیز بعدی چند پخش - انتقال

.[۹,۱۰,۱۷] کرد اشاره محاسبات حجم چشمͽیر

Hirsh۴
Rigal۵

Manohar۶
Iyengar٧

Krishnaiah٨
Lax-Wendroff٩

Noye١٠
Alternating Direction Implicit١١

ز



سازی گسسته که باشد پخشمͬ - انتقال ی معادله حل برای جدید یͷطرح ی ارائه نامه پایان این کار اساس

است. پایدار غیرمشروط روش این شود مͬ داده نشان و شود مͬ انجام مرکزی تفاضلات ͷکم به مͺانͬ

- انتقال مسائل حل برای جدیدی تفاضلͬ طرح جدید، های ͷنیͺت بردن بͺار با نیز ژان و دین همچنین

ژان و دین توسط شده ارائه تفاضلͬ فرمول اما است، پایدار غیرمشروط نیز طرح این که دادند ارائه پخش

.[۱۶,۱۷,۲۲] باشد نمͬ مناسب مسائل حل برای لذا است دقتͬ کم طرح مͺان متغیر به نسبت

تعریف مشتقاتجزئͬ با دیفرانسیل معادلات ابتدا اول فصل در است: زیر صورت به نامه پایان این کلͬ قالب

روش دوم فصل در شود. مͬ بیان بعدی های فصل برای نیاز مورد مقدمات و تعاریف برخͬ سپس شود مͬ

در پردازیم، مͬ نیز پخش - انتقال معادله حل عددی روشهای معرفͬ به همچنین کنیم مͬ بیان را گرین تابع

چهارم فصل در نهایتاً و پردازیم مͬ دوم فصل در آمده بدست تفاضلͬ های طرح پایداری تحلیل به سوم فصل

نتایج و شود مͬ بیان نسبͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برخͬ روی بر روش اجرای و سازی پیاده ͬͽونͽچ

را نامه) پایان این در رفته بͺار (روش HOE و نیͺلسون ͷکران ،ژان و دین روش سه به مربوط عددی

کرد. خواهیم مقایسه

ح
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مقدمات و تعاریف .١ ٢فصل

مقدمه ١-١

معادلات به مربوط مفاهیم شامل ها فصل سایر در نیاز مورد مفاهیم برخͬ ی ارائه به اختصار به فصل، این در

پردازیم. مͬ (١PDE) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١-٢

معادلات با گرما، شار در یا باشد نور و ͷانیͺم مغناطیس، سیالات، ͷدینامی در چه ͬͺفیزی های پدیده اکثر

مͬ PDE صورت به نیز ͷفیزی ریاضͬ مسائل از بسیاری شوند. مͬ توصیف جزئͬ مشتقات با دیفرانسل

تعداد یا دو به نسبت تغییرات، نرخ شامل که علوم در زیادی مسائل ریاضͬ بندی فرمول همچنین باشند،

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی به منجر باشند مͬ زاویه یا زمان طول، همانند مستقل متغیر بیشتری

شود. مͬ معادلاتͬ چنین از ای مجموعه یا

مشتقات و مستقل متغیرهای و وابسته متغیر شامل که است ای معادله جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادله

داده نمایش زیر صورت به کلͬ حالت در که باشد، مͬ مستقل متغیر چند یا ͷی به نسبت وابسته متغیر جزئͬ

شود: مͬ

f(x, y, ..., u, ux, uy, ...uxx, uyy, ...) = ۰, (١-١)

متغیر نسبͬ مشتقات و وابسته متغیر و x, y, ... مانند مستقل متغیرهای شامل معادله این که کنیم مͬ ملاحظه

اند. شده داده نمایش ux, uy, ..., uxx, uyy, صورت... به که است مستقل متغیرهای به نسبت وابسته

شود. مͬ گرفته نظر در x, y, مختصات... با R بعدی n فضای از D مناسب دامنه ͷی در (۱ − ۱) معادله

در که است u = u(x, y, ...) مانند توابعͬ کردن پیدا جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی حل از منظور

(۱−۱) معادله های جواب وجود، صورت در توابعͬ چنین کنند مͬ صدق (۱−۱) معادله در Dمتحداً ناحیه

بود. خواهد خصوصͬ جواب ͷی کند، صدق نظر مورد شرایط در که جوابͬ شوند. مͬ نامیده

Partial Differential Equation١



جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل مختلف روشهای .١٣-٣

مثال عنوان به
uuxy + ux = y,

uxx + ۲yuxy + ۳xuyy = ۴ sinx,

(ux)
۲ + (uy)

۲ = ۱,

uxx − uyy = ۰.

هستند. نسبͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مختلفحل روشهای ١-٣

ODE به را PDE که باشند مͬ هایͬ روش آنها مهمترین که دارد وجود PDEͷی حل برای زیادی روشهای

از: عبارتند ها ͷنیͺت این دهند. مͬ تغییر

کند. مͬ تحویل معمولͬ دیفرانسیل معادله n به را متغیر n با PDE ͷی ͷنیͺت این متغیرها: جداسازی -١

مͬ تحویل متغیر n− ۱ با PDE ͷی به را مستقل متغیر n با PDE ͷی روند این انتͽرالͬ: های تبدیل -٢

داد. تغییر ODE ͷی به توان مͬ را متغیره دو PDE ͷی رو این از کند،

PDE یا ODE ͷی به را PDE دوران) (مانند مسئله مختصات تغییر با روش این مختصات: تغییر -٣

دهد. مͬ تغییر دیͽر

تبدیل آید مͬ بدست آسانتر که جدید مجهول ͷی به را PDE ͷی مجهول روش این وابسته: متغیر تبدیل -۴

کند. مͬ

که بایستͬ لذا نمود، حل و بررسͬ تحلیلͬ صورت به را PDE ͷی توان نمͬ همیشه عددی: روشهای -۵

تحلیلͬ جواب که دارد وجود هایͬ حالت آن بر علاوه شوند. بررسͬ و تحلیل عددی صورت به معادلات این

عددی خاصروشهای ی نقطه ͷی در معادله جواب محاسبه برای بنابراین است، ای پیچیده ی ضابطه دارای

متناهͬ تفاضل روش معادلاتͬ، چنین عددی حل برای موجود روشهای ترین معروف شوند. مͬ داده ترجیح

باشد. مͬ (۴FV ) متناهͬ حجم روش و (٣FE) متناهͬ عنصر روش ،(٢FD)

تقریب را خطͬ غیر مسئله که خطͬ مسائل رشته ͷی به را خطͬ غیر مسئله ͷی روش این اختلال: روش -۶

. دهد مͬ تغییر کنند مͬ

داخل مجهول تابع آن در که ای (معادله انتͽرال معادله ͷی به را PDEͷیͷنیͺت این انتͽرال: معادلات -٧

Finite Difference٢
Finite Element٣
Finite Volome۴



مقدمات و تعاریف .١ ۴فصل

شود. مͬ حل مختلف های ͷنیͺت با انتͽرال معادله سپس دهد. مͬ تغییر دارد) قرار انتͽرال

مینیمم مساله ͷی صورت به معادله مجدد تنظیم با را PDE جواب روشها این تغییرات: حساب روشهای -٨

هست. نیز PDE جواب عبارت ͷی مینیمم که شود مͬ معلوم یابند. مͬ سازی

یابد. مͬ ویژه توابع از نامتناهͬ مجموع ͷی صورت به را PDE ͷی روشجواب این ای: ویژه تابع بسط -٩

آیند. مͬ بدست است معروف اصلͬ مسئله نظیر ویژه مقدار مسئله ͷی عنوان به آنچه حل با ویژه توابع این

است: زیر شͺل به جزئͬ دیفرانسیل معادلات های ویژگͬ برخͬ

مشتق بالاترین ی مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی ی مرتبه جزئͬ: دیفرانسیل معادلات ی مرتبه تعریف١.١.
مثلا́، است؛ معادله در جزئͬ

∂u
∂t = ∂۲u

∂x۲ , ( دوم (مرتبه
∂u
∂t = ∂u

∂x , ( اول مرتبه )
∂u
∂t = u∂۳u

∂x۳ + sinx. ( سوم (مرتبه

مثلا́، است؛ مستقل متغیرهای تعداد متغیرها، تعداد متغیرها: تعداد .٢.١ تعریف

∂u
∂t = ∂۲u

∂x۲ , ( tو x متغیر: (دو
∂u
∂t = ∂۲u

∂r۲ + ۱
r
∂u
∂r + ۱

r۲
∂۲u
∂θ۲ . ( t و θ ،r متغیر: (سه

شود، مͬ نامیده خطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی بودن: غیرخطͬ یا خطͬ .٣.١ تعریف
داشته ͬͽبست مستقل متغیرهای به تنها معادله ضرایب و باشد خطͬ آن مشتقات و وابسته متغیر به نسبت هرگاه

به نسبت گاه هر گویند مͬ خطͬ شبه را معادله و شود مͬ نامیده خطͬ غیر نباشد خطͬ که ای معادله باشند.

مثلا́، باشد. خطͬ معادله در موجود مشتق بالاترین

∂۲u
∂t۲ = e−y ∂۲u

∂x۲ + cos y, (خطͬ)

u∂۲u
∂x۲ + ∂u

∂x = ۰, خطͬ) (نیمه

u∂۲u۲

∂x۲ + y ∂u
∂y = ۰. خطͬ) (غیر

زیر قالب در که هستند نسبͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ͬͺفیزی های پدیده ریاضͬ مدل از وسیعͬ طیف

گنجد: مͬ

a
∂۲u

∂x۲ + b
∂۲u

∂x∂y
+ c

∂۲u

∂y۲ + d
∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu+ g = ۰, (١-٢)



جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل مختلف روشهای .١-٣۵

گردد. مͬ تبدیل زیر شͺل به بودن غیرخطͬ و خطͬ مفهوم (۲ − ۱) ی معادله برای

از فقط توابعͬ مذکور ضرایب اگر است. خطͬ معادله باشند y و x از فقط توابعͬ یا ثابت اعداد a, b, ..., g اگر

شود. مͬ گفته خطͬ غیر باشند، ∂۲u
∂y۲ و ∂۲u

∂x∂y ،∂
۲u

∂x۲ ،∂u∂y ،∂u∂x از توابعͬ اگر ولͬ خطͬ نیمه معادله باشند u و y ،x

صفر متحد y و x هر ازای به g(x, y) اگر نامند همͽن را (۲ − ۱) ی معادله همͽنͬ: .۴.١ تعریف
شود. مͬ نامیده همͽن غیر معادله صورت این غیر در باشد.

آنͽاه باشند ثابت (۲ − ۱) معادله در f و e ،d ،c ،b ،a ضرایب هرگاه ضرایب: انواع .۵.١ تعریف
دارد. متغیر ضرایب گوییم اینصورت غیر در است. ثابت ضرایب دارای (۲ − ۱) گوییم

∆ = b۲(x۰, y۰)−۴a(x۰, y۰)c(x۰, y۰)عبارت اینͺه حسب بر (x۰, y۰) نقطه در (۲−۱) دوم مرتبه معادله

شوند: مͬ تقسیم دسته سه به است علامتͬ چه دارای ∆ = b۲ − ۴ac خلاصه طور به یا

صدق b۲ − ۴ac < ۰ درخاصیت و باشند مͬ مسائل دائمͬ حالت یا تعادل بیانͽر بیضوی معادلات بیضوی:

نمایند. مͬ

مͬ صدق b۲ −۴ac = درخاصیت۰ و توصیف را پخش و گرما انتقال روندهای سهموی معادلات سهموی:

کنند.

b۲ − ۴ac > ۰ درخاصیت و توصیف را موج حرکت و مرتعش های دستͽاه هذلولوی معادلات هذلولوی:

نمایند. مͬ صدق

مثال: بطور

∂u
∂t = ∂۲u

∂x۲ , b۲ − ۴ac = ۰ (سهموی)
∂۲u
∂t۲ = ∂۲u

∂x۲ , b۲ − ۴ac = ۴ > ۰ (هذلولوی)
∂۲u۲

∂y۲ + y ∂۲u
∂y۲ + u۲ = ۰. b۲ − ۴ac = −۴ < ۰ (بیضوی)

کاربردها، از بسیاری در شوند. مͬ تعریف فضا یا و صفحه خط، روی نسبͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

نقطه در u تابع مقدار نیز کاربردها برخͬ در باشد. مͬ معلوم خط روی یا فضا یا ناحیه مرز در u متغیر مقادیر

را دوم گروه مسائل و (۵BV P) مرزی مقدار مسائل اول، گروه مسائل باشد. مͬ معلوم مͺان و زمان شروع

نامیم. مͬ (۶IV P) اولیه مقدار مسائل

Boundary Value Problems ۵
Initial Value Problems۶
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تفاضلͬ معادلات و سازی گسسته روشهای ۴-١

روشها این ی کلیه زد. تقریب مختلف طرق به محدود تفاضلهای ی وسیله به توان مͬ را جزئͬ مشتقات

توابعͬ صورت به آن مشتقات و U تابع اگر شود. مͬ داده نمایش O علامت با که هستند برشͬ خطای دارای

را U(x + h) و U(x − h) توان مͬ تیلور بسط ͷکم به صورت این در باشند x متغیر از پیوسته و متناهͬ

آورد. بدست x حول

شود. مͬ گفته تفاضلͬ معادلات آیند مͬ بدست تیلور بسط از که معادلاتͬ به

U(x+ h) = U(x) + hU ′(x) +
۱
۲h

۲U ′′(x) +
۱
۶h

۳U ′′′(x) +O(h۴), (١-٣)

U(x− h) = U(x)− hU ′(x) +
۱
۲h

۲U ′′(x)− ۱
۶h

۳U ′′′(x) +O(h۴), (۴-١)

آید: مͬ بدست زیر ی رابطه بالاتر، ی مرتبه جملات از صرفنظر و فوق روابط جمع از

U(x+ h) + U(x− h) = −۲U(x) + h۲U ′′(x) +O(h۴), (۵-١)

بیشتر و چهارم های توان شامل باقیمانده، جملات اینͺه و است برشͬ خطای ی مرتبه بیانͽر O(h۴) آن در که

باشد. مͬ

U
′′
(x) =

∂۲U

∂x۲ =
۱
h۲ (U(x+ h)− ۲U(x) + U(x− h)) +O(h۲), (۶-١)

صرفنظر و (۴−۱) و (۳−۱) روابط کردن کم با است. U ′′
(x)تقریب برای تفاضلͬ معادله ͷی فوق معادله

آید: مͬ بدست زیر روابط بالاتر ی مرتبه جملات از کردن

U(x+ h)− U(x− h) = ۲hU ′(x) +O(h۳), (١-٧)

U ′(x) =
۱
۲h(U(x+ h)− U(x− h)) +O(h۲), (١-٨)



متغیره چند توابع برای گذاری نماد .۵-١٧

معادله (۴ − ۱) و (۳ − ۱) روابط از همچنین شود. مͬ نامیده ٧ مرکزی تفاضل ی معادله (۸ − ۱) معادله

آورد، بدست توان مͬ را زیر

U ′(x) =
۱
h
(U(x+ h)− U(x)) +O(h), (١-٩)

آورد، بدست صورتزیر به ای معادله توان مͬ همچنین شود. مͬ نامیده ٨ پیشرو تفاضلͬ معادله معادله، این که

U ′(x) =
۱
h
(U(x)− U(x− h)) +O(h), (١-١٠)

که دهند مͬ نشان (۱۰− ۱) و (۹− معادلات(۱ شود. مͬ نامیده ٩ پسرو تفاضلͬ معادله نیز معادله این که

باشند. مͬ h ی مرتبه از پسرو و پیشرو تقریبهای برشͬ خطای

متغیره چند توابع برای گذاری نماد ۵-١

موازی الفاصله متساوی خطوط یͷسری را xy صفحه باشد. y و x مستقل متغیرهای از تابعͬ U فرضکنید

ox محور با موازی الفاصله متساوی خطوط سری ͷی و xi = ih ، i = ۰,±۱,±۲, بصورت... oy محور با

و k = δt ضمن در کنند. مͬ بندی تقسیم ۱ − ۱ شͺل مطابق yj = jk ، j = ۰,±۱,±۲, ... صورت به

داده نمایش UP = U(ih, jk) = Ui,j صورت به P (ih, jk) شده مشخص نقطه در U تابع مقدار h = δx

شود. مͬ

نوشت: توان مͬ (۶ − ۱) ی رابطه ͷکم به حال

(
∂۲u

∂x۲ )P = (
∂۲u

∂x۲ )i,j =
U(ih+ h, jk)− ۲U(ih, jk) + U(ih− h, jk)

h۲ ,

یعنͬ:

(
∂۲u

∂x۲ )i,j =
Ui+۱,j − ۲Ui,j + Ui−۱,j

h۲ ,

Central Difference Formula٧
Forward Difference Formula٨

Backward Difference Formula٩
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مشابه: بطور است. h۲ مرتبه از برشͬ خطای دارای فوق فرمول

(
∂۲u

∂y۲ )i,j =
Ui,j+۱ − ۲Ui,j + Ui,j−۱

k۲ ,

است. k۲ مرتبه از برشͬ خطای دارای که

است: زیر صورت به P نقطه در ∂U
∂y تابع برای پسرو و پیشرو تقریبهای نمادگذاریها این با

(
∂U

∂y
)i,j =

Ui,j+۱ − Ui,j

k
,

(
∂U

∂y
)i,j =

Ui,j − Ui,j−۱
k

,

باشد. مͬ k مرتبه از فوق روش دو برشͬ خطای

زمانͬ. گام ͷی در y و x محور بندی شبͺه :١-١ شͺل


