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پ



سپاسͽزاری

چینش و اعداد رمز کشف برای ساخت آدمͬ جان سرمایه�ی را اندیشه که راست متعال سپاسخداوند

باشد. بوده سرمایه این شامل نیز حقیر بنده�ی این اینکه به امید با زندگͬ. فرمول نام به قالبی در آن�ها

تشͺر و تقدیر رسانیده�اند یاری مرا کار این انجام مراحل در که کسانͬ تمام از میدانم خود وظیفه�ی

نمایم.

صبورانه مدت این تمام در که امیری جعفریان دکتر آقای دلسوزم راهنمای استاد از منظور بدین

کمال نموده�ام استفاده ایشان راهنمایی�های از همیشه کار شدن بهتر جهت در و رسانیده یاری را من

دارم. را تشͺر

خانͬ اسم دکتر و نژاد آرین دکتر آقایان محترم اساتید و جعفرزاده دکتر آقای مشاورم استاد از همچنین

مͬ�نمایم. قدردانͬ و تشͺر نامه پایان داوری زحمت خاطر به

ت



چͺیده

مختلف حالت�های در آن ساختار و متناهͬ گروه�های مرکزی خودریختͬ�های گروه ما پایان�نامه این در

خودریختͬ�های گروه با مرکزی خودریختͬ�های گروه بین ارتباط بررسͬ به سپس و مͬ�کنیم مطالعه را

به�طور را مرکز که مرکزی خودریختͬ�های شامل گروه و داخلͬ خودریختͬ�های گروه مرکز داخلͬ،

خودریختͬ�های گروه این�که برای کافͬ و شرایطلازم همچنین مͬ�پردازیم. مͬ�دارند، ثابتنگه نقطه�وار

حلپذیریگروه و پوچتوانͬ بررسͬ به طرفͬ از بدستمͬ�آوریم. باشد برابر شده گروه�هایذکر با مرکزی

که مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را p−گروه�هایی از مثال�هایی آخر در و پرداخته مرکزی خودریختͬ�های

است. برابر مرکزیشان خودریختͬ�های گروه با آنها خودریختͬ�های گروه

گروه خاص، گروه به�طورمطلق�غیرآبلͬ، گروه مرکزی، خودریختͬ�های گروه کليدی: کلمات
حلپذیر. گروه پوچتوان،

ث
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مقدمه

این سراسر در ما که بͽوییم است لازم کنیم بیان را پایان�نامه این از مختصری شرح این�که از قبل

داریم. سروکار متناهͬ گروه�های با پایان�نامه

شود. جا�به�جا Inn(G) در داخلͬ خودریختͬ هر با σ اگر نامیم، مرکزی را G گروه از σ خودریختͬ

مͬ�دهیم. نشان Autc(G) با را G مرکزی خودریختͬ�های همه�ی مجموعه�ی

وجود Gای غیرآبلͬ گروه آیا که کرد مطرح را سوال این ١ هیلتن پی ،۱۹۰۸ سال در بار، اولین برای

باشد؟ آبلͬ Aut(G) که دارد

۲−گروه ͷی میلر شد. داده مثبت پاسخ [١٧] مرجع در ٢ میلر توسط سوال این به ۱۹۱۳ سال در

[١۵] مرجع در البته است. ۲۷ اندازه�ی از و آبلͬ Aut(G) دارای که ساخت اندازه�ی۲۶ از غیرآبلͬ

است. شده ساخته ۲۰۰۲ سال در جمالͬ علیرضا توسط ۲−گروه�هایی چنین از بیشتری مثال�های

مرجع در ٣ موریجͬ مختلفتوسط مقاله�های در Autc(G)و = Aut(G) باشد، Aut(G)آبلͬ اگر

ممͺن باشد، هم Aut(G)غیرآبلͬ اگر اما است. شده گرفته نظر در حالت این ۴ کوران و میلر ،[١٨]

،[۶] مرجع در کوران توسط مختلف مقاله�های در حالت این باشد. Autc(G) = Aut(G) است

است. شده گرفته نظر در ۶ گلسبی و [١۶] مرجع در ۵ مالون

گسترش است آبلͬ Aut(G) که G p−گروه�های روی را خود مطالعات ٧ ارنلͬ ،۱۹۷۵ سال در

کرد: ثابت و داده

باشد. آبلͬ Aut(G) که نمͬ�شود یافت p۵ اندازه�ی از گروهͬ الف)

Aut(G) که مͬ�شود یافت مولد n Gبا یpͷ−گروه ،n ≥ ۴ که nمثبت صحیح عدد هر برای ب)

است. آبلͬ

١ P. Hilton
٢ Miller
٣ Morigi
۴Curran
۵Malone
۶Glasby
٧Earnley

ح



Aut(G) به�طوری�که p۶ اندازه�ی از گروهͬ ثابتکرد [١٧] مرجع در ٨ موریجͬ ،۱۹۹۴ سال در

است(در آبلͬ Aut(G) که ساخت pn
۲+۳n+۳ اندازه�ی از p−گروه�هایی و ندارد وجود باشد آبلͬ

که p−گروه ͷی اندازه�ی مینیمال که کرد ثابت سال همین در او است). فرد p و n ≥ ۱ این�جا

مینیمال کرد ثابت موریجͬ ،۱۹۹۵ سال در یعنͬ بعد، سال ͷی مͬ�باشد. p۷ است آبلͬ Aut(G)

مͬ�باشد. چهار است آبلͬ Aut(G) که گروه −pͷی مولد

خودریختͬ�های گروه به ضرورت به بنا که مͬ�باشد مرکزی خودریختͬ�های پایان�نامه این اصلͬ هدف

مͬ�پردازیم. نیز گروه ͷی

مͬ�باشد: زير شرح به هايی بخش با همراه فصل ۴ شامل پايان�نامه اين

پوچتوان، گروه�های و جا�به�جاگرها به مربوط مقدماتͬ قضایای و مفاهیم بخش، ٣ شامل اول فصل

مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که گروه�ها خودریختͬ�های و همریختͬ�ها از مقدماتͬ

مͬ�باشد.

خودریختͬ�های مورد در مقدماتͬ قضایای و مفاهیم اول بخش در مͬ�باشد. بخش ۶ شامل دوم فصل

مرکزی خودریختͬ�های گروه اندازه�ی و ساختار بررسͬ به دوم بخش در است. شده بیان مرکزی

مورد را است آبلͬ�مقدماتͬ آنها مرکزی خودریختͬ�های گروه که گروه�هایی بخشسوم در مͬ�پردازیم.

با مرکزی خودریختͬ�های گروه رابطه به�ترتیب ششم و پنجم چهارم، بخش در و داده قرار بررسͬ

را مرکز که مرکزی خودریختͬ�های و داخلͬ خودریختͬ�های گروه مرکز داخلͬ، خودریختͬ�های گروه

مͬ�پردازیم. مͬ�دارند، نگه ثابت نقطه�وار به�طور

گروه حلپذیری و پوچتوانͬ به�ترتیب دوم و اول بخش در که مͬ�باشد بخش ٢ شامل سوم فصل

مͬ�کنیم. بیان را متناهͬ گروه�های مرکزی خودریختͬ�های

آبلͬ آنها خودریختͬ�های گروه که p−گروه�هایی بخشاول در که بخشمͬ�باشد ٢ شامل چهارم فصل

p−گروه�هایی بخشدوم در و گرفته قرار بررسͬ مورد است مرکزیشان خودریختͬ�های گروه با برابر و

گرفته نظر در است مرکزیشان خودریختͬ�های گروه با برابر و غیرآبلͬ آنها خودریختͬ�های گروه که

است. شده

٨ Morigi



١ فصل

نیازها پیش و تعاریف

مͬ�پردازيم. پايان�نامه اين در نياز مورد قضايای و لم�ها تعاريف، ذکر به فصل اين در

پوچتوان گروه�های و جا�به�جاگرها از مقدماتͬ ١.١

نرمال سری باشد. گروه ͷی G کنید فرض تعریف.

۱ = G۰ EG۱ E ...EGr = G

،۱ ≤ i ≤ r ،i هر ازای به که صورتͬ در گوییم، G مرکزی سری ͷی را

Gi

Gi−۱
≤ Z(

G

Gi−۱
).

کوتاهترین طول باشد. داشته مرکزی سری ͷی که صورتͬ در نامیم، پوچتوان را G گروه تعریف.

گویند. G پوچتوانͬ رده�ی را G مرکزی سری

نرمال سری باشد. گروه ͷی G کنید فرض بالایی) مرکزی (سری تعریف.

۱ = Z۰(G) E Z۱(G) E ...E Zi(G) E ...

،i ≥ ۰ هر ازای به این�جا در که

Zi+۱(G)

Zi(G)
= Z(

G

Zi(G)
), Z۱(G) = Z(G)

١



٢ نیازها پیش و تعاریف

مͬ�نامیم. G برای بالایی مرکزی سری

جابه�جاگر را [x, y] = x−۱y−۱xy دراین�صورت .x, y ∈ G و گروه ͷی G کنید فرض تعریف.

نامیده مشتق یا جابه�جاگر زیرگروه مͬ�آید پدید ,x]ها y] تمام توسط که G زیرگروه مͬ�نامیم. y و x

یعنͬ: مͬ�شود داده نمایش G′ با که مͬ�شود

G′ =< [x, y]|x, y ∈ G > .

باشند. G زیرگروههای K و H و گروه ͷی G کنید فرض زیرگروه) دو جا�به�جاگر ) تعریف.

از: است عبارت مͬ�شود داده نمایش [H,K] با Kکه و H جا�به�جاگر دراین�صورت

[H,K] =< [h, k]
∣∣h ∈ H, k ∈ K > .

نرمال سری ،G دلخواه گروه برای پایینͬ) مرکزی (سری تعریف.

G = γ۱(G) D γ۲(G) D ...D γi(G) D ...

،i > ۱ هر ازای به این�جا در که

γi(G) = [γi−۱(G), G]

مͬ�نامیم. G برای پایینͬ مرکزی سری

رده�ی آن�گاه ،γc+۱(G) = ۱ به�طوری�که باشد مثبتͬ صحیح عدد کوچͺترین c اگر .١.١.١ نتیجه

بود. خواهد c با برابر G پوچتوانͬ

،x, y, z ∈ G هر برای باشد. ۲ حداکثر پوچتوانͬ رده�ی از گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.١ لم

داریم: n ∈ N mو ∈ Z

.[x, yz] = [x, z][x, y] الف)

.[xy, z] = [x, z][y, z] ب)

.[x, ym] = [xm, y] = [x, y]m ج)

.(xy)n = xnyn[y, x](
n
۲) د)

G چون اما .[x, yz] = [x, z][x, y]z جا�به�جاگر�ها، بین روابط از استفاده با به�وضوح الف) برهان.



٣ نیازها پیش و تعاریف

است، ۲ پوچتوانͬ رده�ی از گروه ͷی

۱ = γ۳(G) = [γ۲(G), G] = [G′, G].

بنابراین، .[x, y]z = [x, y] درنتیجه .[x, y] ∈ Z(G) ،[x, y] ∈ G′ چون حال .G′ ≤ Z(G) لذا

.[x, yz] = [x, z][x, y]

است، ۲ پوچتوانͬ رده�ی از گروه ͷیG این�که به بنا هم باز .[xy, z] = [x, z]y[y, z] به�وضوح ب)

.[xy, z] = [x, z][y, z] درنتیجه .[x, z]y = [x, z] بنابراین، .G′ ≤ Z(G)

حͺم به�وضوح m = ۱ برای که مͬ�کنیم استفاده m روی استقرا از قسمت، این اثبات برای ج)

برای باشد. برقرار m از کمتر صحیح اعداد برای حͺم استقرا) (فرض مͬ�کنیم فرض است. برقرار

mداریم، صحیح عدد

[x, ym] = [x, ym−۱y]=⋆[x, y][x, ym−۱]=⋆⋆[x, y][x, y]m−۱ = [x, y]m.

است. برقرار (الف)، قسمت به توجه با ⋆ تساوی

است. برقرار استقرا، فرض به توجه با ⋆⋆ تساوی

[xm, y] = [xm−۱x, y] = [xm−۱, y][x, y] = [x, y]m−۱[x, y] = [x, y]m.

.[x, ym] = [xm, y] = [x, y]m بنابراین،

است. برقرار حͺم به�وضوح n = ۱ برای که مͬ�کنیم استفاده استقرا از نیز قسمت این اثبات برای د)

صحیح عدد برای باشد. برقرار n+۱ از کمتر صحیح اعداد برای حͺم (فرضاستقرا) فرضمͬ�کنیم

داریم، n+ ۱

(xy)n+۱ = (xy)n(xy)=⋆xnyn[y, x](
n
۲)(xy)=⋆⋆xn(ynx)y[y, x](

n
۲).

است. برقرار استقرا، فرض به توجه با ⋆ تساوی

است. برقرار ،[y, x](
n
۲) ∈ G′ ≤ Z(G) این�که به توجه با ⋆⋆ تساوی

بنابراین، .ynx = xyn[y, x]n ،[yn, x] = [y, x]n چون

(xy)n+۱ = xnxyn[y, x]ny[y, x](
n
۲) = xn+۱yn+۱[y, x]n+(n

۲) = xn+۱yn+۱[y, x](
n+۱

۲ ).



۴ نیازها پیش و تعاریف

برای حͺم بوضوح و بوده آبلͬ باشد، ͷی پوچتوانͬ رده�ی از گروه ͷیGاگر که داریم توجه اینجا (در

است.) برقرار آن

دوری زیرگروه�های از تا n مستقیم Gمجموع اگر است، n ١ رتبه�ی Gاز متناهͬ آبلͬ گروه تعریف.

است. ممͺن مقدار کمترین n این�جا در باشد.

نمای را باشد xn = ۱ ،x ∈ G هر ازای به به�طوری�که n صحیح عدد مقدار کوچͺترین تعریف.

مͬ�دهیم. نشان exp(G) با را آن و مͬ�نامیم ٢ G

متناهͬ آبلͬ Gیpͷ−گروه فرضکنید متناهͬ) آبلͬ p−گروه�های بنیادی (قضیه�ی .٣.١.١ قضیه

این�جا در که e۱, ..., en صحیح اعداد و n ≥ ۱ صحیح عدد ͷی دراین�صورت باشد. غیربدیهͬ

از تا n مستقیم حاصلضرب با G که �طوری به دارند وجود است ei ≥ ۱ ،۱ ≤ i ≤ n هر برای

یͺتا به�طور pei صحیح اعداد و n صحیح عدد به�علاوه است. یͺریخت Cpei دوری گروه کپی�های

را ۱ ≤ i ≤ n ،pei این�جا در .(pe۱ , ..., pen) نوع از G مͬ�گوییم ما حالت این مͬ�شوند.(در تعین

گوییم.) G پایاهای

pe نوع از ٣ هم�دوری را متناهͬ آبلͬ p−گروه ͷی بالا، قضیه�ی در نمادهای به توجه با تعریف.

باشد. ei = e ،۱ ≤ i ≤ n هر برای اگر گوییم،

.n > ۱ این�جا در که باشد (pn, p, ..., p) نوع از متناهͬ آبلͬ Gیpͷ−گروه فرضکنید تعریف.

ما است، آبلͬ�مقدماتͬ B و pn اندازه�ی از دوری A این�جا در به�طوری�که باشد G = A × B اگر

مͬ�نامیم. ce−گروه را گروهͬ چنین هستند. G مقدماتͬ و دوری قسمت به�ترتیب B و A مͬ�گوییم

آن�گاه باشد، ۲ پوچتوانͬ رده�ی از پوچتوان متناهͬ یpͷ−گروه G اگر .۴.١.١ قضیه

.exp(G′) = exp( G
Z(G)

) الف)

از عامل دو دارای حداقل دوری، p−گروه�های مستقیم ضرب حاصل به G
Z(G)

تجزیه�ی ب)

به G
Z(G)

تجزیه�ی آن�گاه باشد، exp( G
Z(G)

) = pc اگر یعنͬ مͬ�باشد. ماکسیمال اندازه�ی

مͬ�باشد. است، بدیهͬ) احتمالا˟ (یا آبلͬ یpͷ−گروه C که ،Cpc × Cpc × C شͺل

بنابراین، .G =< x۱, x۲, ..., xn > مͬ�کنیم فرض است متناهͬ G این�که از الف) برهان.

بنا G =< x۱, x۲, ..., xn > این�که از . G
Z(G)

=< x۱Z(G), x۲Z(G), ..., xnZ(G) >

١Rank
٢exponent(G)
٣homocyclic
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exp(G′) و exp( G
Z(G)

) مͬ�کنیم فرض .G′ =< [xi, xj]|i, j = ۱,۲, ..., n > ،٢.١.١ لم به

،[xi, xj] ∈ G′ هر ازای به ،٢.١.١ لم به بنا .m = n مͬ�دهیم نشان mباشند. و n با برابر به�ترتیب

n با برابر exp( G
Z(G)

) چون ،i = ۱,۲,۳, ..., n هر ازای به طرفͬ از .[xi, xj]n = [xni , xj]

است،

Z(G) = (xiZ(G))n = xni Z(G) ⇒ xni ∈ Z(G) ⇒ (xni )
−۱ ∈ Z(G).

،i = ۱,۲,۳, ..., n هر ازای به بنابراین

[xi, xj]
n = [xni , xj] = (xni )

−۱x−۱
j xni xj = ۱.

.exp(G′)
∣∣n ،G′ ≤ Z(G) و G′ مولدهای [xi, xj] ،i, j = ۱,۲, ..., n هر ازای به این�که از

i, j = ۱,۲, ..., n هر ازای به ،exp(G′) = m این�که از .exp( G
Z(G)

)
∣∣m مͬ�دهیم نشان اکنون

به این�که به بنا حال .(xmi )−۱(xj)
−۱xmi xj = ۱ بنابراین، .[xmi , xj] = [xi, xj]

m = ۱ داریم

بنابراین، .xmi ∈ Z(G) مͬ�باشند، G مولد�های xjها ،۱ ≤ j ≤ n هر ازای

Z(G) = xmi Z(G) = (xiZ(G))m

.m = n درنتیجه .exp( G
Z(G)

)|m است، آبلͬ G
Z(G)

چون و

شود. رجوع [٣] مرجع به (ب)

فرض بعد به این از باشد، ۲ پوچتوانͬ رده�ی از پوچتوان غیرآبلͬ گروه −p ͷی G اگر قرارداد.

به�ترتیب را Z(G) و G′ ، G
Z(G)

رتبه�های همچنین باشد. exp(G′) = exp( G
Z(G)

) = pc مͬ�کنیم

تناقض و Gآبلͬ درنتیجه است. دوری G
Z(G)

آن�گاه باشد، r = ۱ اگر مͬ�دهیم. قرار z و d ،r با برابر

رده�ی از پوچتوان G چون .r ≥ ۲ بنابراین، مͬ�باشد. بودیم، کرده فرض غیرآبلͬ را G ما این�که با

است. pc حداقل نمای دارای Z(G) درنتیجه .G′ ≤ Z(G) است، ۲ پوچتوانͬ

دوبه�دو زیر گزاره�های دراین�صورت باشد. متناهͬ غیربدیهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.١ قضیه

معادلند: هم با

است؛ پوچتوان G الف)

است؛ نرمال ،G ماکسیمال زیرگروه هر ب)

است؛ نرمال ،G سیلوی p−زیرگروه هر ج)

مͬ�شوند؛ جا�به�جا هم با اولند، هم به نسبت اندازه�هایشان که G عضو دو هر د)
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است. خود سیلوی زیرگروههای مستقیم حاصلضرب G و)

شود. رجوع [٢٣] مرجع در ٨.١.١٠ قضیه�ی به برهان.

فراتینͬ زیرگروه Gرا ماکسیمال های زیرگروه اشتراکهمه��������������������������������������������ی باشد. Gیͷگروه فرضکنید تعریف.

طبق بر باشد، ماکسیمال زیرگروه فاقد G هرگاه مͬ�دهند. نشان Φ(G) علامت با را آن و گویند G

.Φ(G) = G قرارداد

G از نرمال زیرگروه کوچͺترین G �فراتینͬ زیرگروه آن�گاه باشد، p−گروه ͷی G اگر .۶.١.١ لم

است. آبلͬ�مقدماتͬ آن قسمتͬ خارج گروه به�طوری�که است

توجه با است. آبلͬ�مقدماتͬ G
N
به�طوری�که باشد G از نرمال زیرگروه ͷی N مͬ�کنیم فرض برهان.

مͬ�باشد، ١ آبلͬ�مقدماتͬ گروه هر فراتینͬ زیرگروه این�که به توجه با و [٢٠] مرجع در ١٣.٢.۵ به

۱ = Φ(
G

N
) ≥ Φ(G)N

N
.

.Φ(G) ≤ N درنتیجه

را g آن�گاه ،G =< X > دهد نتیجه G =< g,X > و G از مجموعه�ای زیر X اگر تعریف.

مͬ�نامیم. G نامولد عنصر

است. برابر G نامولد عناصر مجموعه�ی با فراتینͬ زیرگروه ،G گروه هر برای .٧.١.١ قضیه

شود. رجوع [٢٠] مرجع در ١٢.٢.۵ قضیه�ی به برهان.

اگروفقط�اگر است پوچتوان G دراین�صورت باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٨.١.١ قضیه

.G′ ≤ Φ(G)

شود. رجوع [٢٠] مرجع در ١۶.٢.۵ قضیه�ی به برهان.

.Φ(G) = G′Gp دراین�صورت، باشد. متناهͬ یpͷ−گروه G کنید فرض .٩.١.١ قضیه

(.Gp =< xp|x ∈ G >)

شود. رجوع [٢٣] مرجع در ۶.٣.١٠ قضیه�ی به برهان.
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فراتینͬ زیرگروه مرکز، اگر مͬ�شود نامیده ۴ خاص G متناهͬ p−گروه ،p اول عدد هر برای تعریف.

این باشند، p اندازه�ی از دوری و برابر هم با زیرگروه�ها این اگر باشند. برابر هم با آن مشتق زیرگروه و

یعنͬ: گویند. ۵ ابرخاص را متناهͬ p−گروه

Φ(G) = Z(G) = G′ ∼= Cp.

است. ابرخاص ،p۳ اندازه�ی از غیرآبلͬ گروه هر .١٠.١.١ گزاره

و Z(G) ̸= ۱ است p−گروه ͷی G چون باشد، p۳ اندازه�ی از غیرآبلͬ گروه ͷی G اگر برهان.

و است آبلͬ G مͬ�شود نتیجه باشد، p با برابر اگر است. p۲ یا p با برابر G
Z(G)

اندازه�ی درنتیجه

این�که از حال .Z(G) ∼= Cp لذا بود. خواهد p۲ با برابر G
Z(G)

اندازه�ی درنتیجه است. تناقض این

از اکنون .G′ = Z(G) ،G′ ̸= ۱ این�که به بنا و است G′ ≤ Z(G) است، آبلͬ گروهͬ G
Z(G)

آن قسمتͬ خارج گروه که است G از نرمال زیرگروه کوچͺترین Φ(G) و آبلͬ�مقدماتͬ G
Z(G)

این�که

درنتیجه .G′ ≤ Φ(G) ≤ Z(G) است، آبلͬ�مقدماتͬ

Φ(G) = Z(G) = G′ ∼= Cp.

آن�گاه باشد، C = {[x, y]
∣∣x, y ∈ X, y ̸= x} و G =< X|R > اگر .١١.١.١ قضیه

G

G′
∼=< X|R ∪ C > .

شود. رجوع [٢٣] مرجع در ۴.٢.٧ قضیه�ی به برهان.

مشتق زیرگروه در c عنصر ،a, b ∈ G هر ازای به اگر گوییم، ۶ منظم Gرا متناهͬ p−گروه تعریف.

.ap.bp = (ab)p.cp به�طوری�که باشد موجود a, b توسط شده تولید G از H زیرگروه از H ′

′Gآبلͬ�مقدماتͬ اگر باشد. ۲ حداکثر پوچتوانͬ رده�ی از Gیpͷ−گروه فرضمͬ�کنیم .١٢.١.١ لم

است). فرد اول عدد ͷی p)است منظم G آن�گاه باشد،

۴Special
۵Extra-Special
۶Regular
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داریم x, y ∈ G هر ازای به ،٢.١.١ لم به بنا برهان.

(xy)p = xpyp[x, y]
۱
۲
p(p−۱).

بنابراین، است. فرد اول یͷعدد p طرفͬ از است. p آن نمای است، آبلͬ�مقدماتͬ p−گروه ،G′ چون

خواهد منظم G منظم، p−گروه تعریف به بنا و (xy)p = xpyp درنتیجه .[x, y] ۱
۲
p(p−۱) = ۱

بود.

گروهها همریختͬ از مقدماتͬ ٢.١

دراین�صورت باشند. آبلͬ گروه�های ،C,B,A مͬ�کنیم فرض .١.٢.١ لم

.Hom(A×B,C) ∼= Hom(A,C) ×Hom(B,C) الف)

.Hom(A,B × C) ∼= Hom(A,B) ×Hom(B,C) ب)

،Hom(Cpm , Cpn) ∼= Cpmin(m,n) ج)

.Hom(A,B) ∼= Hom(B,A) د)

گروهͬ U این�جا در که Hom(B,U) آن�گاه باشد، A از قسمتͬ خارج زیرگروه ͷی B اگر و)

مͬ�باشد. Hom(A,U) از زیرگروه ͷی است، آبلͬ

قسمتͬ (خارج سره Bزیرگروه اگر باشند. غیربدیهͬ آبلͬ p−گروه�های ،U,A فرضمͬ�کنیم ه)

سره�ای زیرگروه ,Hom(Bبا V ) آن�گاه باشد، U از قسمتͬ) (خارج سره زیرگروه V Aو از (

،pm آن�گاه باشد، Min( |A|
|B| ,

|U |
|V |) = pm اگر چند هر است. یͺریخت Hom(A,U) از

مͬ�کند. عاد را |Hom(A,U)|
|Hom(B,V )|

(ج) قسمت است. بدیهͬ ،[٢۵] مرجع در ٧.۴.۴ قضیه�ی به توجه با (ب) و (الف) قسمت برهان.

حاصل�ضربگروه�های به را آنها مͬ�توان و بوده آبلͬ A,Bگروه�های چون و (ب) و (الف) به توجه با

مͬ�باشد. برقرار کرد، تجزیه�ی دوری

|c|
∣∣|a| به�طوری�که ۱ ̸= c ∈ Cpn هر برای .Cpm =< a > فرضکنید قسمت این اثبات برای (د)

m ≥ n اگر داشت. خواهیم را Tc(a) = c به�طوری�که Tc : Cpm → Cpn غیربدیهͬ همریختͬ ما

.|Hom(Cpm , Cpn)| = pn لذا .|c|
∣∣pm بنابراین و |c|

∣∣pn ،۱ ̸= c ∈ Cpn هر به�ازای آن�گاه باشد،
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بنابراین .c = rb آنگاه باشد، دلخواه c ∈ Cpn اگر .Tb(a) = b و Cpn =< b > کنید فرض

قسمت به توجه با .Hom(Cpm , Cpn) =< Tb > لذا .Tc(a) = Trb(a) = rb = rTb(a)

است. واضح اثبات باشد، n ≥ m اگر (ج)

آن�گاه باشد، A از قسمتͬ خارج زیرگروه ͷی B اگر (و)

۰ −→ ker(g)
f−→ A

g−→ B −→ ۰

،[٢۵] مرجع در ٣.۴.۴ به بنا درنتیجه و بوده کامل دنباله�ی ͷی

۰ −→ Hom(B,U)
ḡ−→ Hom(A,U)

f̄−→ Hom(ker(g), U)

.Hom(B,U) ≤ Hom(A,U) ،[٢۵] مرجع در ١۶.١.۴ بنا لذا است. کامل دنباله�ی ͷی

A از مستقیم عامل ͷی B اگر باشد. p با برابر U در V و A در B اندیس مͬ�کنیم فرض ابتدا (ه)

U از مستقیم عامل ͷی V اگر مشابه (به�طور است. برقرار (الف) قسمت به توجه با اثبات باشد،

،j و T ͷی برای Bو ∼= S×Cpi و A ∼= S×Cpi+۱ ،i و S ͷی برای درغیراین�صورت، باشد.)

Hom(B, V ) Hom(A,U)و محاسبه�ی با دراین�صورت .V ∼= T ×Cpj و U ∼= T ×Cpj+۱

داریم

Hom(A,U) ∼= Hom(S, T ) ×Hom(S,Cpj+۱) ×Hom(Cpi+۱ , T )×

Hom(Cpi+۱ , Cpj+۱),

Hom(B, V ) ∼= Hom(S, T ) ×Hom(S,Cpj) ×Hom(Cpi , T ) ×Hom(Cpi , Cpj).

عامل�های از ,Hom(Bزیرگروهͬ V ) در عامل�های همه�ی مͬ�کنیم، مشاهده نیز بالا در که گونه همان

زیرگروه به�طوری�که است Hom(B, V ) در عامل ͷی حداقل ولͬ مͬ�باشند. Hom(A,U) در

از سره�ای زیرگروه Hom(B, V ) لذا مͬ�باشد. Hom(A,U) در عامل�های از ͬͺی از سره�ای

بود. Hom(A,U)خواهد

برای مͬ�کند. عاد را |Hom(A,U)|
|Hom(B,V )| ،p

m مͬ�کنیم ثابت .Min( |A|
|B| ,

|U |
|V |) = pm مͬ�کنیم فرض حال

حͺم گفتیم، بالا در آنچه به بنا ،m = ۱ برای مͬ�کنیم. استفاده m روی استقرا از اثبات، انجام
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،m > ۱ برای اگر مͬ�دهیم نشان و باشد برقرار استقرا فرض مͬ�کنیم فرض است. برقرار

|A|
|B|

=
|U |
|V |

= pm

مانند ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای A حالت این در مͬ�کند. عاد را |Hom(A,U)|
|Hom(B,V )| ،p

m آن�گاه باشد،

داریم استقرا فرض به توجه با لذا . |C|
|B| = pm−۱ به�طوری�که است C

pm−۱
∣∣∣ |Hom(C,U)|
|Hom(B, V )|

.

.p
∣∣∣ |Hom(A,U)|
|Hom(C,V )| داریم، استقرا پایه�ی به توجه با ،

|A|
|C| = p و A از ماکسیمال زیرگروه ͷی C چون

،pm
∣∣∣p|Hom(C,U)|
|Hom(B,V )| و |Hom(C, V )| ≥ |Hom(C,U)| اینکه به بنا

pm
∣∣∣ |Hom(A,U)|
|Hom(B, V )|

.

که باشد دوری گروه ͷی A و pc نمای با متناهͬ آبلͬ p−گروه ͷی K کنید فرض .٢.٢.١ قضیه

.Hom(K,A) ∼= K دراین�صورت مͬ��شود. عاد pc توسط اندازه�اش

وجود mی نامنفͬ صحیح عدد مͬ�شود، عاد pc Aتوسط دوری گروه فرضاندازه طبق چون برهان.

متناهͬ، آبلͬ p−گروه�های از بنیادی قضیه طبق .|A| = pcm به�طوری�که دارد

K = K۱ ×K۲ ×K۳ × ...×Ks,

Ki هر اندازه است pc ،K نمای (چون مͬ�باشند. p از توانͬ اندازه�ی از و دوری Kiها این�جا در که

،١.٢.١ لم طبق نیست.) بزرگتر pc از

Hom(K,A) ∼= Hom(K۱, A) ×Hom(K۲, A) × ...×Hom(Ks, A)

∼= K۱ ×K۲ ×K۳ × ...×Ks = K.

باشد. p اندازه از دوری A و r رتبه�ی از متناهͬ آبلͬ p−گروه ͷی K کنید فرض .٣.٢.١ قضیه

.Hom(K,A) ∼= (Cp)
r دراین�صورت
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.K = Cpn۱ × ... × Cpnr مͬ�کنیم، فرض است r رتبه�ی از آبلͬ p−گروه ͷی K چون برهان.

،١.٢.١ لم طبق

Hom(K,A) ∼= Hom(Cpn۱ , Cp) × ...×Hom(Cpnr , Cp)

∼= Cp × ...× Cp = (Cp)
r.

دراین�صورت باشد. ۲ پوچتوانͬ رده�ی از غیرآبلͬ یpͷ−گروه G کنید فرض .۴.٢.١ لم

.|Hom( G
Z(G)

, Z(G))| ≥ | G
Z(G)

|pr(z−۱) الف)

.|Hom( G
Z(G)

, G′)| ≥ | G
Z(G)

|pr(d−۱) ب)

مͬ�باشند.) Z(G) و G′ ، G
Z(G)

رتبه�های به�ترتیب z و d ،r این�جا (در

.Z(G) = K۱×K۲×...×Kz فرضمͬ�کنیم است، z با رتبه�یZ(G)برابر این�که از الف) برهان.

مͬ�باشند. p اول عدد از توانͬ اندازه�ی از دوری p−گروه�های Kiها ،۱ ≤ i ≤ z هر ازای به این�جا در

،١.٢.١ لم طبق

Hom(
G

Z(G)
, Z(G)) ∼= Hom(

G

Z(G)
, K۱) × ...×Hom(

G

Z(G)
, Kz).

حداقل Z(G) نمای و G′ ≤ Z(G) است، ۲ پوچتوانͬ رده�ی از غیرآبلͬ یpͷ−گروه G این�که از

فرض این�جا در که است. pc اندازه دارای ،۱ ≤ i ≤ z Kiها، این از ͬͺی حداقل پس است. pc

سره به�طور ،۱ ≤ i ≤ z Kiها، تمام اندازه اگر درغیراین�صورت زیرا باشد. چنین K۱ مͬ�کنیم،

طبق حال مͬ�رسیم. است pc حداقل Z(G) نمای این�که با تناقض به باشد، pc از کوچͺتر یا بزرگتر

داریم ٣.٢.١ و ٢.٢.١ قضایای

Hom(
G

Z(G)
, Z(G)) ∼=

G

Z(G)
×Hom(

G

Z(G)
, K۲) × ...×Hom(

G

Z(G)
, Kz)

≥ G

Z(G)
×Hom(

G

Z(G)
, Cp) × ...×Hom(

G

Z(G)
, Cp)

∼=
G

Z(G)
× (Cp)

r × ...× (Cp)
r.

درنتیجه

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| ≥ | G

Z(G)
|pr(z−۱).


