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دوران طول در که مصلحیان صال محمد دکتر آقای ارجمندم استاد ب�ͳدری΅ زحمات از آغاز در
کنم. ͳم سپاسΎزاری و ͳقدردان صمیمانه اند بوده من راهنمای و یار همیشه تحصیلم

رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که حجازیان شیرین دکتر خانم و میرزاوزیری مجید دکتر آقای از
دارم. را تش΋ر و تقدیر کمال اند داده قرار ͳراهنمای مورد را اینجانب و اند کشیده را

دکتر آقای خسروی، مریم دکتر خانم ،ͳسالم عباس دکتر آقای داوران محترم هیات از همچنین
مطالعه مورد را نامه پایان که ͳمیرمصطفای کامل علیرضا دکتر آقای و ͳ΋ویش ͳابراهیم حمیدرضا

سپاسΎزارم. بسیار نیز اند کرده ارائه ای سازنده نظریات و پیشنهادات و داده قرار
اینجانب به همواره که گل ͳکامیاب ͳرجبعل دکتر آقای محض ͳریاض گروه محترم مدیر از پایان در
محمد دکتر آقای ͳریاض علوم دانش΋ده ͳمیل΋ت تحصیلات محترم نماینده از نیز و اند داشته محبت

متش΋رم. بسیار داشتند حضور دفاعیه جلسه در که جانفدا

඼່زاددادی৖ور
آبان۱۳۹۰
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پیشگفتار

ͳ΋ی شوند. ͳم پدیدار آن های حوزه ͳبعض در که هستند ریاضیات در مهم ابزارهای از ها نامساوی

نامساوی شدن نهادینه آن، نوین کاربردهای تا اویلر و نیوتون از ͳریاض آنالیز عمده دستاوردهای از

١٩٣۴ سال در بار نخستین باشد. ͳم دیΎر های حوزه و ͳمهندس ،Έفیزی علوم در ͳریاض های

انتشارات توسط و شد نΎاشته پولیا و وود لیتل هاردی، توسط ها“ ”نامساوی نام با جام΄ ͳکتاب

و کتاب نشر و چاپ به دانان ͳریاض نیز بعد های سال در که چنان هم شد، چاپ کمبری; دانشΎاه

آوردند. رو ها نامساوی حوزه در مقالات

است عملΎری های نامساوی عملΎرها، نظریه در پژوهش و تحقیق بنیادی های زمینه از ͳ΋ی

حوزه در آن پیدایش منشأ جبر −C∗ Έی خودالحاق عناصر بین در “≤” ͳجزئ ͳترتیب رابطه که

ریاضیات از ͳمتنوع های شاخه گسترش و بهبود در عملΎری های نامساوی باشد. ͳم عملΎرها

های نامساوی دارند. نقش ͳکوانتوم Έفیزی در نیز و سازی بهینه و سیستم کنترل، نظریه همچون

عملΎری محدب تواب΄ عملΎری، های میانΎین عملΎری، نرم چون ͳمختلف موضوعات عملΎری

ماتریس منفرد مقادیر و ویژه مقادیر ،ͳماتریس های ضرب با رابطه در ͳماتریس های نامساوی نیز و

گیرد. ͳم بر در را ها

به ͳمثلث نامساوی از بهبودی عنوان به ١٩۶۴ سال در ویلیامز ــ دان΋ل Έکلاسی نامساوی

در [٢۴] مالیΎراندا . [١٣] شد مطرح دار نرم فضاهای در
∥∥∥ x
∥x∥ −

y
∥y∥

∥∥∥ ≤ ۴ ∥x−y∥
∥x∥+∥y∥ صورت

آن وارون نیز و ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی برای بهبودی ٢٠٠٧ سال در [٢٨] مرسر و ٢٠٠۶ سال

نامساوی دادن نشان با [٣٨] Ϳرائی و Ϳپچری ٢٠٠٧ سال در کردند. ارائه



٢ گفتار پیش

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١

xj

∥xj∥

∥∥∥∥∥∥ ≤ min
١≤i≤n

 ١
∥xi∥

 ∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
xj

∥∥∥∥∥∥+
n∑

j=١
| ∥xj∥ − ∥xi∥ |



تعمیم دار نرم فضای Έی در بردار ͳمتناه تعداد هر برای را مرسر و مالیΎراندا نتای; آن، وارون و

برای مناسب پایین و بالا های کران یافتن ضمن ٢٠٠٩ سال در [١٢] دراگومیر همچنان΋ه دادند.

است. داده تعمیم را Ϳرائی و Ϳپچری نتای; اس΋الرند، ها αj ͳوقت
∑n

j=١ αjxj ͳخط ترکیب نرم

و ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی های تعمیم و ها وارون بهبودها، مطالعه بر علاوه نخست فصل در

صورت به دار نرم فضای Έی ناصفر بردار دو هر بین ای زاویه −p فاصله مفهوم به توجه با

نامساوی ، αp[x, y] =
∥∥∥x∥p−١x− ∥y∥p−١y

∥∥

αp[x, y] ≤ ٢١+
١
q

∥x− y∥

(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)
١
q

شود. ͳم ارائه ای زاویه −p فاصله با رابطه در ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی گسترش عنوان به

روی کراندار ͳخط عملΎرهای برای را ویلیامز ــ دان΋ل عملΎری نامساوی ابتدا دوم فصل در

این دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد است پذیر وارون آنها قدرمطلق که (H, ⟨·, ·⟩) هیلبرت فضای

برآورد با [٣۶] Ϳرائی و Ϳپچری توسط ٢٠١٠ سال در نخست عملΎری های ١−|A|A∣∣نامساوی −B|B|−١
∣∣

گرفت. قرار ͳبررس مورد عملΎرها ای زاویه فاصله عنوان به

دادن نشان با [١۶] حرزالله توسط ٢٠٠٣ سال در بوهر نامساوی عملΎری صورت

|A−B|٢ ≤ r|A|٢ + s|B|٢ (
١
s
+
١
r
= ١ , r > ١)



٣ گفتار پیش

استفاده با .(١ − r)A = B اگر فقط و اگر است برقرار تساوی کرد ثابت او همچنین شد. ارائه

(p ∈ R) ای زاویه −p فاصله با رابطه در را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی بوهر، عملΎری نامساوی از

صورت به پذیر وارون قدرمطلق با ͳرهایΎعمل ١−A|A|p∣∣برای −B|B|p−١
∣∣ ≤ |A|p−١(r|A−B|٢ + s||B|p|A|١−p − |B||٢)|A|p−١

در تساوی حالت برای متعددی ͳکاف و لازم های شرط دوم فصل در همچنین دهیم. ͳم گسترش

شود. ͳم ارائه فوق نامساوی

حالت همچنین و ویلیامز ــ دان΋ل عملΎری های نامساوی به متفاوت روی΋ردی با سوم فصل در

ͳقطب تجزیه از فصل این در پرداخت. خواهیم عملΎرها پذیری وارون شرط هرگونه بدون تساوی

ͳم بهره عملΎرها بر ͳاضاف شرط هرگونه تحمیل از پرهیز جهت مفید ͳروش عنوان به عملΎرها

دان΋ل عملΎری نامساوی اثبات در [۴٠] تومیناگا و سایتو توسط ٢٠١٠ سال در روش این بریم.

دادن نشان با ویلیامز ــ

|(U − V )|A||٢ ≤ r|A−B|٢ + s(|A| − |B|)٢

آنها همچنین رفت. کار به هستند B و A عملΎرها ͳقطب تجزیه ،B = V |B| و A = U |A| ͳوقت

اگر فقط و اگر است برقرار تساوی که دادند نشان

r(A−B) = sV (|A| − |B|) و U∗U = V ∗V

تومیناگا ــ سایتو نامساوی در تساوی حالت آنها ازای به که ͳرهایΎعمل همه فصل این ادامه در

نامساوی ارائه با همچنین شود. ͳم سازی مشخصه است برقرار

|(U |A|p − V |B|p)|A|١−p|٢ ≤ (١+ t)|A−B|٢ + (١+
١
t
)||B|p|A|١−p − |B||٢

ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی هستند، B و A عملΎرها ͳقطب تجزیه ،B = V |B| و A = U |A| ͳوقت

دهیم. ͳم بهبود ٠ < p ≤ ١ حالت در را ای زاویه −p فاصله با رابطه در



۴ گفتار پیش

نخست کنیم. ͳم ͳبررس ͳداخل ضرب فضاهای در را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی چهارم فصل در

ͳم دار نرم فضاهای در گزینه بهترین ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی در “۴” ثابت عدد کنیم ͳم دقت

گیریم ͳم ∥x∥ = |x١| + |x٢| را x = (x١, x٢) ونرم X = R٢ گیریم امر این ͳبررس برای باشد.

داریم است. ͳ΋کوچ مثبت عدد ε آن در که y = (١,٠) و x = (١, ε) کنیم ͳم فرض و

α[x, y]∥x∥١+∥y∥١
∥x−y∥١

= ۴+٢ε
١+ε

−→ ۴ ( ε −→ ٠ ͳوقت).

به بخشیدن دقت مبنای بر ͳداخل ضرب فضاهای از ͳاسمایل ــ کرک معروف سازی مشخصه

واق΄ در [٢١] ͳاسمایل و کرک ١٩۶۴ سال در گرفت. صورت ویلیامز ــ دان΋ل ͳنرم نامساوی

ͳداخل ضرب یΈفضای ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی در “۴” جای ”٢“به ͳزینΎجای که کردند ثابت

کند. ͳم سازی مشخصه را

توسط ٢٠٠٨ سال در که (X, ∥.∥) دار نرم فضای ویلیامز ــ دان΋ل ثابت ͳمعرف با ترتیب این به

صورت به و [١٧] ناوارو ــ مازکونان و فوستر ــ لورنس ملادو، ــ جیمنز

DW (X) := sup{α[x, y]∥x∥+ ∥y∥
∥x− y∥

: x, y ∈ X, x ̸= ٠, y ̸= ٠, x ̸= y}

X که ͳوقت فقط DW (X) = ٢ نیز و ٢ ≤ DW (X) ≤ ۴ که شود ͳم مشاهده گرفت، انجام

باشد. ͳداخل ضرب فضای Έی

ضرب فضاهای در αp[x, y] ≤ ٢١+ ١
q

∥x−y∥

(∥x∥(١−p)q+∥y∥(١−p)q)
١
q
نامساوی بهبود به چهارم فصل ادامه در

فاصله با رابطه در ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی گسترش عنوان به اول فصل در که پردازیم ͳم ͳداخل

٢١+ ١
q توان ͳم ͳداخل ضرب فضاهای در که کنیم ͳم ثابت واق΄ در شد. ارائه ای زاویه −p

نامساوی برقراری p ∈ [٠,١) فرض با که دهیم ͳم نشان همچنین کرد. جایΎزین ٢ ١
q با را

فضاهای x, y ̸= ٠ هر و q > ٠ Έی کم دست ازای به αp[x, y] ≤ ٢ ١
q

∥x−y∥

(∥x∥(١−p)q+∥y∥(١−p)q)
١
q



۵ گفتار پیش

کند. ͳم سازی مشخصه را ͳداخل ضرب

΀توضی این با است هیلبرت فضاهای از ͳتعمیم ͳداخل ضرب مدول −C∗ فضاهای مفهوم

جایΎزین جبر −C∗ Έی C مختلط اعداد مجموعه جای به ͳداخل ضرب های مدول −C∗ در که

با ͳداخل ضرب وجود علت به فضاها این در ترتیب این به شود. ͳم ͳداخل ضرب مقادیر حوزه

ارائه در ما توانمندی ͳجبرهای چنین در موجود ابزارهای از مندی بهره و جبرها −C∗ مقادیر حوزه

یابد. ͳم افزایش آنها ͳبررس و ها نامساوی

نامساوی تعمیم ،ͳداخل ضرب مدول −C∗ فضاهای به مربوط مفاهیم ͳمعرف ضمن پنجم فصل در

ــ دان΋ل عملΎری نامساوی نیز و دهیم ͳم ارائه ͳفضاهای چنین در را وارونش و ویلیامز ــ دان΋ل

دهیم. ͳم گسترش هیلبرت های مدول −C∗ در را ای زاویه −p فاصله با رابطه در ویلیامز

ضرب های مدول −C∗ در ͳمثلث تساوی سازی مشخصه گیری کار به با فصل این در همچنین

در ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی تعمیم در تساوی حالت [۴] Ϳرائی و Ϳآرامباسی به منسوب ͳداخل

آمده دست به نتای; آن، از استفاده با که شود ͳم سازی مشخصه ͳداخل ضرب های مدول −C∗

آید. ͳم دست به خاص حالت عنوان به [٣٧] Ϳرائی و Ϳپچری توسط



فصل١

ویلیامز ــ دان΋ل ͳنرم های نامساوی

مقدمه ١.١

ی΋ه بردارهای برای ͳمثلث نامساوی از مهم بهبود Έی به [١٣] ویلیامز و دان΋ل ١٩۶۴ سال در

x, y ∈ X ناصفر عنصر دو هر ازای به (X, ∥.∥) دار نرم فضای در که دادند نشان آنها یافتند. دست

است. برقرار زیر نامساوی

∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ ≤ ۴∥x− y∥
∥x∥+ ∥y∥

(١.١)

که شود ͳم مشاهده ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی دادن نشان برای

∥x∥
∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥
≤ ∥x∥

∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥x∥

∥∥∥∥+ ∥x∥
∥∥∥∥ y

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥
= ∥x− y∥+

∥∥∥∥(∥y∥ − ∥x∥)y
∥y∥

∥∥∥∥
= ∥x− y∥+ |∥y∥ − ∥x∥|

≤ ٢∥x− y∥. (٢.١)



٧ مقدمه .١.١

داریم مشابهاً

∥y∥
∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ ≤ ٢∥x− y∥. (٣.١)

آید. ͳم دست به (٣.١) و های(٢.١) نامساوی جم΄ از (١.١) نامساوی Έاین

برقرار ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی در تساوی که دادند نشان [٢١] ͳاسمایل و کرک سال همان در

. x = y اگر فقط و اگر است

صورت به x, y ∈ X ناصفر عنصر دو هر بین [٨] کلارکسون فاصله یا ای زاویه فاصله ͳمعرف با

ای زاویه فاصله برای را ͳبالای کران واق΄ در ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی ،α[x, y] :=
∥∥∥ x
∥x∥ −

y
∥y∥

∥∥∥
دهد. ͳم دست به دار نرم فضای Έی ناصفر بردار دو هر بین

زیر نامساوی به توجه با

α[x, y] ≤ ٢∥x− y∥
max{∥x∥, ∥y∥}

(۴.١)

حالت ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی که کنیم ͳم مشاهده است، شده ارائه [٢۶] شافر و ماسرا توسط که

باشد. ͳم (۴.١) نامساوی از تری ضعیف

آنها به بخش این در که دارد متعددی های تعمیم و ها وارون بهبودها، ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی

پردازیم. ͳم

کرد ارائه چنین آن وارون نیز و ͳمثلث نامساوی برای بهبودی [٢۴] مالیΎراندا ٢٠٠۶ سال در

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ −
(
٢−

∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥)min{∥x∥, ∥y∥} (۵.١)



٨ ویلیامز ــ دان΋ل ͳنرم های نامساوی .١

∥x+ y∥ ≥ ∥x∥+ ∥y∥ −
(
٢−

∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥)max{∥x∥, ∥y∥} (۶.١)

ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی برای بهبودی به (۶.١) و (۵.١) مالیΎراندا های نامساوی ͳبازنویس با

یابیم. ͳم دست زیر فرم به آن وارون نیز و

α[x, y] ≤ ∥x− y∥+ |∥x∥ − ∥y∥|
max{∥x∥, ∥y∥}

(٧.١)

α[x, y] ≥ ∥x− y∥ − |∥x∥ − ∥y∥|
min{∥x∥, ∥y∥}

(٨.١)

است. نموده اثبات مستقلا̈ را (٨.١) نامساوی دیΎر ͳبرهان ارائه با [٢٨] مرسر همچنین

نامساوی از دیΎر بهبودی زیر نامساوی دادن نشان با [٣۶] Ϳرائی و Ϳپچری ٢٠١٠ سال در

آوردند. دست به را ویلیامز ــ دان΋ل

α[x, y] ≤
(
٢∥x− y∥٢ + ٢(∥x∥ − ∥y∥)٢

)١/٢
max{∥x∥, ∥y∥}

(٩.١)

مالیΎراندا نامساوی از و تر قوی (۴.١) شافر ــ ماسرا نامساوی از (٩.١) نامساوی که کنیم ͳم توجه

است. تر ضعیف (٧.١)

بردار ͳمتناه تعداد هر برای را وارونش و ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی Ϳرائی و Ϳپچری زیر قضیه در

دادند. تعمیم دار نرم فضای Έی در



٩ مقدمه .١.١

مخالف عناصر x١, . . . , xn ∈ X و دار نرم فضای Έی (X, ∥.∥) گیریم [٣٨] .١.١.١ قضیه

است. برقرار زیر های نامساوی صورت این در باشند. صفر

١)

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١

xj

∥xj∥

∥∥∥∥∥∥ ≤ min
١≤i≤n

 ١
∥xi∥

 ∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
xj

∥∥∥∥∥∥+
n∑

j=١
| ∥xj∥ − ∥xi∥ |

 (١٠.١)

٢)

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١

xj

∥xj∥

∥∥∥∥∥∥ ≥ max
١≤i≤n

 ١
∥xi∥

 ∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
xj

∥∥∥∥∥∥−
n∑

j=١
| ∥xj∥ − ∥xi∥ |

 (١١.١)

قضیه در x٢ = −y و x١ = x دادن قرار با n = ٢ حالت در که شود ͳم مشاهده .٢.١.١ تبصره

آیند. ͳم بدست (٨.١) و (٧.١) مالیΎراندا های نامساوی ١.١.١

اکیداً دار نرم فضاهای در را ١.١.١ قضیه در تساوی حالت [٣٨] در Ϳرائی و Ϳپچری همچنین

(١١.١) و (١٠.١) در تساوی سازی مشخصه بعدی قضیه دو در اند. کرده سازی محدبمشخصه

کنیم. ͳم ͳبررس را

عناصر x١, . . . , xn ∈ X و محدب اکیداً دار نرم یΈفضای (X, ∥.∥) گیریم [٣٨] .٣.١.١ قضیه

معادلند. همدیΎر با زیر های گزاره صورت این در باشند. صفر مخالف

؛
∥∥∥∑n

j=١
xj

∥xj∥

∥∥∥ = min١≤i≤n

{
١

∥xi∥

( ∥∥∥∑n
j=١ xj

∥∥∥+
∑n

j=١ | ∥xj∥ − ∥xi∥ |
)}

(i)

که ͳقسم به دارند وجود v ∈ X و i ∈ {١, . . . , n} یا ∥x١∥ = . . . = ∥xn∥ (ii)∑n
k=١ xk = ∥

∑n
k=١ xk∥v و sgn(∥xi∥ − ∥xj∥) xj

∥xj∥ = v

. ∥xj∥ ̸= ∥xi∥ که (j = ١, · · · , n) ͳهای j تمام برای



١٠ ویلیامز ــ دان΋ل ͳنرم های نامساوی .١

عناصر x١, . . . , xn ∈ X و محدب اکیداً دار نرم یΈفضای (X, ∥.∥) گیریم [٣٨] .۴.١.١ قضیه

معادلند. همدیΎر با زیر های گزاره صورت این در باشند. صفر مخالف

؛
∥∥∥∑n

j=١
xj

∥xj∥

∥∥∥ = max١≤i≤n

{
١

∥xi∥

( ∥∥∥∑n
j=١ xj

∥∥∥−
∑n

j=١ | ∥xj∥ − ∥xi∥ |
)}

(i)

که ͳقسم به دارند وجود v ∈ X و i ∈ {١, . . . , n} یا ∥x١∥ = . . . = ∥xn∥ (ii)∑n
k=١

xk

∥xk∥
= ∥

∑n
k=١

xk

∥xk∥
∥v و sgn(∥xj∥ − ∥xi∥) xj

∥xj∥ = v

. ∥xj∥ ̸= ∥xi∥ که (j = ١, · · · , n) ͳهای j تمام برای

مناسب پائین و بالا های کران کردن فراهم با را ١.١.١ قضیه [١٢] دراگومیر ٢٠٠٩ سال در

تعمیم چنین (j ∈ {١, . . . , n} برای xj ∈ X و اس΋الر ها αj)
∑n

j=١ αjxj ͳخط ترکیب نرم برای

است. داده

α١, . . . , αn و x١, . . . , xn ∈ X دار، نرم فضای Έی (X, ∥.∥) گیریم [١٢] .۵.١.١ قضیه

است. برقرار زیر های نامساوی صورت این در باشند. ͳدلخواه اس΋الرهای

١)

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
αjxj

∥∥∥∥∥∥ ≤ min
١≤i≤n

|αi|

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
xj

∥∥∥∥∥∥+
n∑

j=١
|αj − αi|∥xj∥



٢)

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
αjxj

∥∥∥∥∥∥ ≥ max
١≤i≤n

|αi|

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=١
xj

∥∥∥∥∥∥−
n∑

j=١
|αj − αi|∥xj∥



کرد. مراجعه [۴٣] به توان ͳم دراگومیر نتای; بیشتر های تعمیم دیدن برای



١١ ای زاویه −P فاصله با رابطه در ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی گسترش .٢.١

−p فاصله با رابطه در ویلیامز ــ دان΋ل گسترشنامساوی ٢.١
ای زاویه

داد. گسترش چنین را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی q مثبت پارامتر کارگیری به با [١] الراشد

صورت این در باشند. (q > ٠) q ∈ R و دار نرم فضای (X, ∥.∥) گیریم [١] .١.٢.١ قضیه

است. برقرار زیر های گزاره

.α[x, y] ≤ ٢١+
١
q ∥x−y∥

(∥x∥q+∥y∥q)
١
q

آنΎاه ٠ < q ≤ ١ اگر (١

.α[x, y] ≤ ۴ ∥x−y∥

(∥x∥q+∥y∥q)
١
q

آنΎاه q ≥ ١ اگر (٢

بردار دو هر بین ای زاویه فاصله تعمیم عنوان به (p ∈ R , p ≥ ٠) ای زاویه −p فاصله مفهوم

.([٢۴ ،٨] (ببینید شود ͳم مطرح چنین دار نرم فضای Έی ناصفر

αp[x, y] := ∥∥x∥p−١x− ∥y∥p−١y∥

چنین را (٢.١) شافر ــ ماسرا نامساوی ای زاویه −p فاصله برای ͳبالای کران ارائه با مالیΎراندا

است. داده تعمیم

هر برای باشند. (p ≥ ٠) p ∈ R و دار نرم فضای Έی (X, ∥.∥) گیریم [٢۴] .٢.٢.١ گزاره

است. برقرار زیر های گزاره x, y ∈ X\{٠}

.αp[x, y] ≤ (٢− p) ∥x−y∥
max{∥x∥,∥y∥}١−p آنΎاه ٠ ≤ p ≤ ١ اگر (١

.αp[x, y] ≤ p max{∥x∥, ∥y∥}p−١∥x− y∥ آنΎاه p ≥ ١ اگر (٢



١٢ ویلیامز ــ دان΋ل ͳنرم های نامساوی .١

ارائه ای زاویه −p فاصله مفهوم با رابطه در را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی از زیر گسترش Έاین

دهد. ͳم تعمیم را ١.٢.١ قضیه ،(١٢.١) نامساوی همچنین دهیم. ͳم

باشند. مفروض q > ٠ و p ∈ [٠,١] دار، نرم فضای Έی (X, ∥.∥) گیریم [١١] .٣.٢.١ قضیه

است. برقرار زیر نامساوی x, y ∈ X\{٠} هر ازای به صورت این در

αp[x, y] ≤ ٢١+
١
q

∥x− y∥

(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)
١
q

(١٢.١)

دهیم نشان است ͳکاف ٢.٢.١ گزاره به توجه با برهان.

(٢− p)
∥x− y∥

max{∥x∥, ∥y∥}١−p
≤ ٢١+

١
q

∥x− y∥

(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)
١
q

.

.∥x∥ ≤ ∥y∥ گیریم کلیت، از کاستن بدون

.∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q ≤ ٢∥y∥(١−p)q که کنیم ͳم مشاهده q > ٠ و p ≤ ١ که ͳآنجای از

معادلا˦ یا
(
∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q

)١/q ≤ ٢
١
q ∥y∥١−p بنابراین

١
∥y∥١−p

≤ ٢
١
q

(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)
١
q

که گیریم ͳم نتیجه آنجا از و

(٢− p)
∥x− y∥

max{∥x∥, ∥y∥}١−p
≤ ٢∥x− y∥

∥y∥١−p
≤ ٢١+

١
q

∥x− y∥

(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)
١
q

.



فصل٢

I ویلیامز ــ دان΋ل عملΎری های نامساوی

مقدمه ١.٢

مطالعه مورد پذیر وارون مطلق قدر با ͳرهایΎعمل برای را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی فصل این در

دهیم. ͳم قرار

دهیم. ͳم نشان B(H) با را (H, ⟨., هیلبرت(⟨. فضای روی کراندار ͳخط عملΎرهای همه جبر

هر برای هرگاه دهیم ͳم نشان A ≥ ٠ نماد با و گوئیم مثبت را A ∈ B(H) ͳخودالحاق عملΎر

خودالحاق عملΎرهای روی را “ ≤ ” ͳجزئ ͳترتیب رابطه .⟨Ax, x⟩ ≥ ٠ باشیم داشته x ∈ H

کنیم: ͳم تعریف چنین B(H)

باشد.“ مثبت B − A گاه هر A ≤ B”

ͳیعن کنیم، ͳم تعریف A∗A مثبت عملΎر دوم ریشه عنوان به را A ∈ B(H) عملΎر مطلق قدر

باشد. ͳم A ͳالحاق عملΎر A∗ آن در که |A| := (A∗A)
١
٢

از ͳبرخ ͳبررس جهت ͳمناسب ابزار که شود ͳم اشاره بوهر عملΎری نامساوی به بخش این پایان در

سال٢٠٠٣ در حرزالله را بوهر عملΎری نامساوی از زیر صورت باشد. ͳم عملΎری های نامساوی

Ίژان و مصلحیان مقالات به توان ͳم حرزالله نتای; های تعمیم دیدن برای است. کرده اثبات
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کرد. مراجعه [٣٢] Ϳرائی و مصلحیان و [٣۴]

داریم (r > ١) ١
r
+
١
s
= ١ و A,B ∈ B(H) عملΎرهای ازای به [١۶] .١.١.٢ قضیه

|A−B|٢ ≤ r|A|٢ + s|B|٢ (١.٢)

.(١− r)A = B اگر فقط و اگر است برقرار تساوی همچنین

(قانون زیر اتحاد از ای نتیجه عنوان به توان ͳم را (١.٢) بوهر عملΎری نامساوی همچنین

گرفت نظر در عملΎرها) برای یافته تعمیم الاضلاع متوازی

|A−B|٢ + ١
t
|tA+B|٢ = (١+ t)|A|٢ + (١+

١
t
)|B|٢ (t ∈ R\{٠})

کرد. ͳبازنویس زیر صورت به و

داریم t > ٠ و A,B ∈ B(H) عملΎرهای ازای به [٩] .٢.١.٢ نتیجه

|A−B|٢ ≤ (١+ t)|A|٢ + (١+
١
t
)|B|٢

.tA+B = ٠ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی همچنین

ویلیامز ــ دان΋ل عملΎری نامساوی ٢.٢

دست به ٢٠١٠ سال در Ϳرائی و Ϳپچری را ویلیامز ــ دان΋ل نامساوی عملΎری صورت نخستین

با ͳرهایΎعمل BوA ͳوقت ای، زاویه فاصله برای
∣∣A|A|−١ −B|B|−١

∣∣ برآورد با آنها آوردند.


