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1
- Cochran model� 

2
- Markov Cochran model� 

3
-Gold model� 

4
- Logarithmic series distribution� 

5
- Markov logarithmic series distribution���
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���,:���������.�*���F������	�
#2(��/�2(%�q2%�E��28�>��B2$�E�� �/F��
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����K$�3� �����P�4�>��������Q��� ��j������x3��9>�;�������:���>�H+��

���������K(�i��D>F&��O>��������Q��� ���������������2>&i����q2(:��	��2>;C��q%�E����  &�����j�`$���%�q>���

���������,>�� � �������'�F��%�	�,(�'�������
����>�'�(D���+���������������O2>���2�����2���2D���2�O�����#$���%�Q��O>

����������P �x(8����>��D���D(%�9(������KE�	��>�4�>���+������������	��2P ����j����4�DD��4 ����>�P�7&��	�L>��K����#$�
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�������D����G�S�������DP �+��������������������>�2P��;%��	��28�>��,(P�2@����2P�&((z�����K(�i�!(���E����4 �@�����%�����Q�
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���!>������Q��[�P����
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��� ����!���&(y����+���2%�t>����b1��	��D����q-�Q���%����k�.� ��������Q����Q���%�/�D(�i����&%

�>&i�!>��������D�����#>�5�?��>��F����q)�-�t>�����%����4�F�
� ����Q�� &%���� 	�-��%�����Q���
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%���Q�i�q(:���	��>;C���:����3%

������%�&> ����	��P ����j���������:��&(h��/�&`�P	{���H��� �����Un�NZUZ�o��/�&2����Tn�NZTY�o��<&2(���W�	���|��2%]�

nNZ_]�o��P���_n�NZX_�o���� �m��Xn�NZYN�o�4�����Y��&(I�	�Zn�NZZX�o�
���4 �%�+]NT[���	�]TT[���	�]TW[�

�	]TZ [�	]W\[�	�]WN[�	�]WU[	�]WT[	�]W][	�]_Y.[�����2$��� �Q�2i�Q�2��-��a>���� �	F&%��%�e�%&�qj�#

����������������  &2����&%�&(.��/&E�,(��?�5(5�������&��O>��%������%�	�O�.���P�	�+���;2��2(:>	N\n�NZ]U�o���!2>��� 

                                                 
1-

 Regions of validity��
2-

Gold��
3
-Cochran ��

4
- Feyerhim

 
��

5-
 Bark��

6
- Medhi���

7
- Chowdhury���

8
- Gore���

9
- Nasiri���

10
- Williams���
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��������������O�.���P�	��l�E	���P����	�&��&(#@��	�x>&���
'H����>��`$��&��a>�����%n�%�	��������o�������2P�Q�2i��%

 &��4��*��?	�@�]NT[�+�:`�}�!(DR�PNn NZ]T �o�������4�`�#2>���2Dm�� ���������2%�	�O�2.���2P�	���2$��� 
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������O�.���P�	������o������/ �2%�q5�#2�7&���%

����$��� ���6��n��.���P�	�����������%�	�O��o�4 �	F�
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2%���Q�2i����2'�F��	��� ��2��

 &�����	&(�����DP]NT[+��

������q>&���&`> ��$�5�O>�� nNZ]Z�o������O2>�� ��2P�
2(5��� ��K���(E �Q���-��a>��������� � �/���

���Q���-��a>������>�'��G�S����	��&(���C(���� �������������#%�	���'�>��F�����$��� �������2%���P�	�� ��K��

�4�	 �O>�� n�$��� ��on� &(����&E�4 �@���� ����4�	�]NT[+��

����������������P�	��&(h���>��P�	�GF�p>�&*���D%�Q��
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- Zaffar Ali� 
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- Fermor���
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- Weiss� 

5
- Chatfield���



 

�2*3;� �

���
�'�� �	$��'�9�:�+����
�'�$�%/+
�� �

� �

��

��

2:�/����
4#!���4��+���

&����� ����������������k�2.��	��&2P���&2%����2*�%����2���%�qI2��� ��2P�	���������$��� �iX �

�������������*�����>��*�%������%��	��/F���� �� � �H	�!���Q���-��+�����������2>�/ �2%������%�,(P��S%��(D��7&��Q�^���&%

,(P ���&E��K$�3� ���������%�qI��� �����	��&P�/ ����+��

���/ �����>�/ �%������%��������� �� ����2���%�/�;2(��%��`�#%�k�.��	���+�������/�;2(��2��D*��P�4�� ��}�2�K

������
���������������F�?}	;�T\�Y�������x�)�T\�Y������������2D���2��&(��4�������K%��	��x�)��+������?}	;2��/�;2(�&2��

������	�#��>�&��(%������FN�\����������G�2i&�����	��/F��*�%�&���:(�n������2%�o���������O�2.�����	��/F��2�&�	��n��&2(y

�����%�o�D����G�#�]][+��

��	�#��>�&��(%��	��O>�� �������%�/�;(�&����P���������6K%�� ����
���x(8����%�<�}]�U�&���:(�

�DD����G�#-�G�i&�����	��/F����*�%]TT[+



 

������/�>���!>���  ��K��������%�qI����P�	��� m ?��)��%����
����	���� ����������

�>����	� � ≥���/F�� ����
���4�*�4 � �9>������� � =�����/�;2(��2>������2%��	��/F��2��
���/F�&`������

������	�#��>�&��(%�������%]�U�������&���:(�����=������������������%�/�;(��>�/ �%������%�<���&`�����������&��]�U�


���4 �%�&���:(+��

�������������������������	��O2>�����2��
2��������2%���P�	��������4�	 ���������%�
%���Q�i�����D%��5�i�!>��0����&%

������������ �*���,�.�O�.��	��O>��%�	�4�*�l	&*�O�.�+�����������Q�2������F�Q��	 �������%�
%���Q�i�0����&%

����/�&���[�����Q��	�/�&���������������Q�2��2�����2*���x>&���	���&K������������qI2��� ��2P�	���2�D>��0�2���&2%�Q	

�����������%��DK>� �*����j��������q5�#�,P����������%����������������	&2��/ �2%������2%�� ��&(s���q�E��	��/ �����>�/ �%���

 ����+ 

�����������������������������2%��2DK>���
2������2���%�qI2��� ��P�	��!(%�Q	�����&��`�#%�	�7&���%���/�&���[�����Q���$	

����&s����	&��/ �����>�/ �% �*����j������
���q�E��	��/ �����>�/ �%������%+��

2:1����AB�7���

����Q���� ��:�NZUZ�������P�	���������$��� ���&%���� ���������������������7&2���2%������2���%�qI2��� ��

����D>�iX���������������������q5�#2��	&��/ �����>�/ �%������%���&`> �?������%��>�����q5�#�,P�����P�������	�
2���q2�E��	��

������������������2%�&2%�&%�	�/�#2�>�b��*����� �	��*�����>��*�%������%�k�.��	����D>��Q���-�
�

�
�����������&2%�&2>��Q�2����2*�%

�Q�i��%���h���� ���������%�
%���Q�i������ r� � ����j����g� �

nT�VUVN�����������������������������o������� m r                    …=
+−

=
+��

�

���
������



 

2:2���7�����C�� �� �

����Q���� �/�&��NZTY����������������������k�I2.��2%��	��� �/ �2����2>�/ �%������%�b��*���D>��7&���%�	��:��Q��p#%��%�

����?}���-������ �	�
#(���	�#pXP i == ][ ��������	���qXP i == ][ ���D�#P��n���2�>��3%�=+ qp�o

�������������%�
%���Q�i���������&%��$������Q�i��%���h���� ��r���������������2�&2>��?��2)��2%�/F�q-�&���� � ��j����

�*�%g��

D#�E�������������	��2*�%�������%�qI��Q	���	����������%�l	&*�&���r���	����������������2P�	���2>��2%�>��2� ���$��2�

�������%r�!�*� �Q���-����*�%�������%�qI��&.F��	���r��%�
���&%�&%��$�����	��g��

nT�VTVN����������������������o��������������������qpqpqp
rrr

�=+� �

� ����������FE��*�%�&.F��	�����&(y�/F�,�.��>�Q	���	�����&(y�������%�l	&*�&����+�/F�l	&*�&`> �?������%

��	�U��>�T��>��+++)( rm −�*�%��+��%�&%�&%�;>����?}�-� ��K��−− rm���� �%��P��.�Q���-�
$�-�&P��

�%�
���&%�&%�g 
�

qp
r

��%�
���&%�&%��
$�-�!>��� ��h���� ���������%�
%���Q�i��v$���g��

nT�VTVUo�������������������������������������������������������
�

� qprm
r)( −−��

��p%�	���%��H����%nTVTVN�o�	nTVTVU��o�������%�
%���Q�i�Q�i��%���h���� ��r���%��
���&%�&%�g��

��

nT�VTVT��������������o� �
��

�
�
�

=

−=−−+
=

mrp

rmrqprmqp
rf

r

rr

,

,)1(
)(

���������
�

��

�7&���%�/�&���Q�
�

�
� ==== ][][ ii XPXP ���
����:��Q��/��P+��



 

� ���&��r�����������	 �O>�� �������%�
%���Q�i����m���������	�&��/���������*�%��4�	�������
%���Q�i���h���� ����

���'$�i��%�������%N���U���T����+++��3%��������nTVTVT�o �	F�
��%+��

�&��rO�Q�i��%�������%�
%���Q�i�?��P������	�&���P�r�	���
rmE����D*�%�&A�D����h���� ������	�&���P�

H�4�`����Q	�H�?��)��%�/�����������h���� ������	�&��Q	�nT�+T�+�T�o � �9>���+��

��

++++++��T��U��N��r��

++++++��
3

O��
2O��1O��rO��

++++++��
mE3

��
mE2

��
mE1

��
rmE��

!87T�+T�+T�����P����	�&��	�4�*�4�P�����h���� ��� �

� �

2:3�������C�G�C����7���

������Q���� �!�(��	�q>&��NZ_U������Q���� ��P��	�NZ_X��������&2(y	������%���P�	������� � �/����

�����������D�#(��q5�#�������%�qI��Q�i�� ������%]WN[���	�]WU[�+���������k�2.��	��/ �2����>�/ �%������%���:%

����������*�����>��*�%������%����q�E��	���%� �� ��`�#%�+����`�#%�	� �H	�7&���%������������%�qI����P�	��!(%�

���$��� }1,{ ≥mX m�������������6������ �},{ ��=S�����
(K8	�&((z��b>&���	P�������?��2����2��
2���

����
���g��

�
�

�
�
	




−

−
=

ββ

αα

�

�
P��



 

���>��i��%��g��

]|[ 1 �=== + nn XXP �α��

]|[ 1 �=== + nn XXP �β��

���*���L>&K��&>��?��)��%��P&������aE�	�� g��

α�g�*���������%�q�E��	�����F�e&*��%��*�%������%��	&����D>��Q���-������+��

β�gQ���-��*�%������%�q�E��	�����F�e&*��%��*���������%��	&����D>�����������������������������+��

α−��g�*���������%�,P�q�E��	�����F��e&*��%��*���������%��	&����D>��Q���-��+��

β−��gE��	�����F�e&*��%���*�%������%��	&����D>��Q���-��*�%������%�,P�q�+��

�����������Q�2i��%���h���� ���������%�
%���Q�i���������&%r��������	 �O2>�� �m����������2%��2H����2%��4�	��

�,(P ���<�C������&>��q-�&�Q	�����&��`�#%�	g��

� �D#�E��&��r��>�Q	���	��r,>�� ����*�%��������%�&.F��	��g 

nTVWVN��o������������������������������������������������������
���

−− −−+− rr )()()( βααββα�������

��

�����������FE,>�� ���*�%�&.F��	���>�Q	���	�����&(y�������%���P�	��,�.��>�l	&*�&���g��

nTVWVU������������������o���������������������������������������1)1)(1()1( −−−−− r
rm βαβα��



 

�����p%�	���%��H����%nTVWVN�o	�nTVWVU�o������������Q�2i��2%���2h���� ���������%�
%���Q�ir�������&2>���23%�������

��
��%��>Fg 

�
�

�
�

�

=−

−=−−−−++−

=
−

−−

)(,)(

)(,)()()]())(([

)(
mr

mrrm

rf
r

rr

�

���

�

��������������

βα

βααβββαβαα

nTVWVT�o��

��3%���� �&��nTVWVTo���=+ βα�
(K8	�&((z��b>&������*�%�P��%�
���&%�&%�g��

�
�

�
�
	



=

αβ

αβ
P��

���&%�	��

]|[],...,|[ nnnnn jXXPjXjXXP
n

======= ++ ��
����

α��

� �%��������������������i&*�Q���-�1+nX����e&*��%�nXXX ,...,,
��

���������i&2*�Q�2��-���2%�
���&%�&%

�+nX�e&*��%�nX�+���&%�=nX�	��
�

=+nX�+�,>�� �g��

α===+ ]|[ �nn XXP �
���

� ����!>��� ������Q��
$�-����������� �2*���q>����/�&���Q���%�/�&���[��������&2%�	
�

�
==βα���Q�2�

 �*���q>�����:��Q���%�/�&��+��

��

��

Sjjjj n ∈,...,,
����



 

2:H�������C�G�C����!�����C��;���7��;����;�����C�!�<A���7�I���

������>��� �������%�/�;(���P�4 � ������������%�
%���Q�i�Q��	 ����&%���&%�����������/��^�����D*��P�4�`�#

������4�	 �O>��i��� �%F/J���������2>���&��2(%����2���%�/�;2(��2����	��&2P�L2>&K����i�	�
���4�*�4 �@�����$���

���	�#]�U���������4 �%�&���:(�N����������?��ID>��&(y�� �	���������
2���4�*�4 � �
�#��]Z[���	�]W][+������P�2��N�

��?��P���������%�
%���Q�i�,P���D���&%���h���� ���������%�
%���Q�i�	�4 � �q(���������/�&���Q��

���3%��nTVTVT�o�%�	��������3%������/�&���[�����Q����&nTVWVT�o���&������ �	F&%����b�n�P�o���
2���4�F�
��%�+

�������������,�>;����>��D��� ��	�����4 �@�����%�Q	��Q��&���������
���&�u��%�<�}N����������2%�<	 �Q�2���P�&������	�

���3.�?�K%&�!>&�����	�����4 �@�U�����4�*� �	F&%����+��

�����?����&%�4�*�4�P���������%�
%���Q�i���/�&���L����	�/�&���Q��	 ��#>�5���&%����������/J�Q���

b�����v���P�Q����&%���h���� ���������%�
%���Q�i�	�
���4�*�������p%�	������P&������ �	F&%����

nTVTVT�o��	nTVWVTo���F�
��%�������Q	�H�� �t>����!>���)�.����4�nT�+]�+N�o����
2���4�2*�4 �	F+����2�r���Q�2i�

�
���������%�
%���+����&%r =1����5��O1��%�&%�&%�NZU�
����+��i��DK>N\�������%�qI��� �Q���NZU�


���4 �%�O�.�/F��K%�	�q�E���P�	��	�4 �%�4�	��O>�������%� ���+�	rNE	� rUE�	�rTE��2(�&���%��Q�2i�B

����	���/�&������:����P�Q��
���������%�
%�����*�%���/�&���[�+��

��

��

��

                                                 
1
-Maximum Likelihood���

2
-Least Square���


