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1!1!! â ! !!!!! !!! ! !!!!

  تعریف  1-1

را یک فضاي نرمدار Xفضاي برداري 
1

||||عددي حقیقی مانند  Xxنامیم اگر به هر   x

  :چنان مربوط شده باشد که  x، به نام نرم 

||||||||||||، Xدر  ,xyبه ازاي هر ) 1 yxyx   

||||||||||اسکالر باشد  و  Xxاگر ) 2 xx    

||||0x  ،0اگر ) 3 x .  

||||را به  xاز واژه نرم به معنی تابعی که  x می نگارد نیز استفاده می شود.  

  

!!! !! ! !!! â !!!

  تعریف  2-1

به طوري که به ازاي  Xبر  pتابعی است حقیقی مانند  Xیک نیم نرم بر فضاي برداري 

  ،و جمیع اسکالرهاي  Xدر  ,xyهر 

1 ()()()( ypxpyxp   

2 ()(||)( xpxp    

را زیرجمع پذیري) 1(خاصیت 
2

  در صورت صدق کردن در  pنیم نرم . نامند 

)(0x ،0اگر) 3 xp یک نرم است.  

                                               
1 Normed space
2 Summability 
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 Ppدست کم یک  0xجداساز است اگر به هر  Xاز نیم نرمها بر  Pگوئیم خانواده 

)(0چنان باشد که  xp.  
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  خواص نیم نرم  3-1

  باشد در این صورت  Xیک نیم نرم بر فضاي برداري  pفرض کنیم 

1 (0)0( p  

2 ()(|)()(| yxpypxp   

3 (0)( xp  

4 (}0)(:{ xpx  زیرفضايXاست.  

  تعریف  4-1

را داشـته باشـیم و متـر تعریـف شـده توسـط نگاشـت         ¢بـرروي   Hاگر فضاي برداري

¢HH   که به صورت  را فضـاي   Hرا تام کند آنگاه Hمی باشد ),(,

هیلبرت
3
  .نام دارد 

  تعریف  5-1

هر فضاي باناخ
4
یک فضاي خطی نرمدار است که با متر تعریف شده به وسیله نرمش تام  

  .می باشد

  .هر فضاي هیلبرت یک فضاي باناخ است

||||||البته ساده ترین فضاي باناخ خود میدان مختلط با نرم  xx  می باشد.  

اسکالرها  تعریف همان است جز آنکه تمام. فضاي باناخ حقیقی را نیز می توان مطرح کرد

  .حقیقی فرض شوند

  تعریف 6-1

Pl  فضاي برداري همه دنبالـه هاي)Kx ( است به طوري کهP
Kx ||  همگـراست وقتـی

                                               
3 Hilbert space
4 Banach space
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 P1 می باشد.  

  قضیه  7-1

فرض کنید  P1  در این صورتPl  یک فضاي باناخ با نرم  

PP
K

K

xx
1

1

)||(|||| 



  

Pوقتی که  
K lxx  )(  

  ]5: [برهان 

  تعریف  8-1

را در نظر گرفته  Yبه توي فضاي خطی نرمدار  Xاز فضاي خطی نرمدار تبدیل خطی 

  :و نرم آن را به صورت زیر تعریف می کنیم

(*)      },1||||:||sup{|||||| Xxxx    

|||| x  نرمx  درX  و|||| x نرمx  درY از . گاهی چنـد نـرم همزمـان مـی آینـد     . است

می توان به بردارهاي یکه محدود شد؛ (*)در رابطه . قراین وضع آنها مشخص خواهد شد

||||1هایی که  xیعنی به  x  این امر سوپریمم را تغییر نمی دهد زیرا  

||||||||||||)(|| xxx    

  :نتیجه می شود  بنابراین رابطه زیر

},1||||:||sup{|||||| Xxxx    

||||همچنین   کوچکترین عددي است که نامساوي  

|||||||||||| xx    

  .برقرار است  Xxبه ازاي هر 
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  تعریف  9-1

),(فضاهاي برداري توپولوژیکی باشند،  Yو  Xاگر  YXB  نمایش مجموعه تمام نگاشتها

),(براي سادگی . است Yبه توي  Xخطی کراندار از ) یا عملگرهاي( XXB   را بـا)(XB 

),(هر . نشان می دهیم YXB  خودش یک فضاي برداري نسبت به تعریف معمولی جمع و

  .ضرب اسکالري تابعهاست

  تذکر 10-1

)(HB  یک فضاي باناخ با نرم عملگر زیر است :   

}1||||:||sup{||||||  xTxT  

  تعریف 11-1

است که عناصرش تابعکهـاي   X*، فضاي برداري Xفضاي دوگان ازیک فضاي برداري 

توجه کنید که جمع و ضـرب اسـکالر تعریـف شـده در     . می باشند Xخطی پیوسته روي 

*X  به صورت زیر است :  

xxx 2121 )()(    

xx  ))((  

!!!

  تعریف  12-1

هرگـاه مـنعکس،   . ترتیبی جزئی نامیده مـی شـود   روي یک مجموعه  یک رابطه مانند 

را یک مجموعه به طور جزئـی مرتـب مـی    ) ,(در این حالت . متعدي و پادمتقارن باشد

جهتدار) پایین(نامیم این مجموعه از بالا 
5
هر گـاه هـر زیـر مجموعـه دو     . نامیده می شود  

                                               
5 Direct



12

را یک مجموعه جهتـدار مـی    . کراندار باشد) پایین(از بالا  عضوي از آن تحت رابطه 

  .نامیم هر گاه هم از بالا و هم از پایین جهتدار باشد

مرتب باشد یعنی به ازاي هر  بطه تحت را در حالت خاص که  داشته باشیم  ,

 ،   یا   آنگاه       جهتـدار خواهـد بـود لـذا مـثلاR     تحـت رابطـه ترتیبـی

  .معمولی یک مجموعه جهتدار است

تحـت رابطـه    در ایـن صـورت   . Xp)(مجموعه اي دلخواه باشد و  Xفرض کنیم 

چـون بـه ازاي هـر زیـر مجموعـه دو عضـوي       . یک مجموعه جهتدار می باشـد  شمول 

},{ BA  می توان گفت کهBABA  },{به ترتیب کران هاي بالا و پایین  , BAهستند.  

  تعریف  13-1

در این صورت هر . مجموعه اي دلخواه باشد Xمجموعه اي جهتدار و ) ,(فرض کنیم 

انـدیس گـذاري    که توسـط مجموعـه    Xاز عناصر  }{xخانواده اندیس گذار مانند 

شده باشد یک تور
6
  .نامیده می شود اندیس شده یا جهتدار شده به وسیله  Xدر  

Nnnxتـور   Nبا رابطه معمولی روي  Nدر حالت خاص  }{    همـان دنبالـه}{ nx   مـی

اما در تـور انـدیس مـی توانـد از مجموعـه      . باشد و لذا تور تعمیمی از مفهوم دنباله است 

2]1,0[بیایند و لذا ممکن است یک تور شمارا نباشد مثل تور  Nهاي قوي تر از 
}

1

1
{  rr

که  

  .توري ناشماراست 

  تعریف 14-1

),(فرض کنیم  dX  فضاي متریک و}{x  توري در آن باشد تور}{x  را همگرا به

xxگوییم و می نویسیم  xحد    یاxx 
lim  0هرگاه به ازاي هر    انـدیس ماننـد

                                               
6 Net
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  موجود باشد به قسمی که به ازاي هر   داشته باشیم ),( xxd   در غیـر

}{این صورت تور  x واگرا نامیده می شود.  

2!1!! â ! ! !! !! !! ! ! !! !! !!!

 Yبه توي فضـاي توپولـوژیکی    Xخانواده از توابع از  Fیک مجموعه و  Xفرض کنید 

) کـوچکترین (القا مـی شـود، ضـعیفترین     Fکه به وسیله  Xباشد، توپولوژي ضعیف بر 

}{بنابراین یک تـور  . را پیوسته می سازد Fاست که هر تابع Xتوپولوژي بر  x  درX 

 بـراي هـر    xf)(به  در این توپولوژي همگراست اگر وفقط اگر  Xدر  xبه 

  .همگرا باشد Fدر

منظور از توپولـوژي  . باشد Xفضاي باناخ دوگان  X*یک فضاي باناخ و  Xفرض کنید 

همیشه توپولوژي ضعیف القا شده توسط خانواده تمام تابعکهاي خطـی و   Xضعیف بر 

}{بنابراین یک تور. است Xکراندار بر  x  بهx درX   یعنـی  (به طور ضعیف همگراسـت

)}{(اگر و فقط اگر ) در توپولوژي ضعیف axF به)(xF  براي هرF  در*X همگرا باشد .  

*W  توپولوژي بـر*X      عبارتسـت از توپولـوژي ضـعیف بـر*X     کـه توسـط خـانواده

}:{ XxfP x     القا می شود که بـه ازاي هـرx درX   تـابع¢Xf x *:    بـه صـورت

)()( xFFf x   و*XF  بنابراین یک تور . تعریف می شود}{ F  در*X  بهF  در*X  

}){(توپولوژي همگراست اگر و فقـط اگـر   W*در  xF   بـه)(xF    بـه ازاي هـرx درX 

  .همگرا باشد

3!1!! !!!!!! !!7!!

  تذکر 1 -15

فضاي تمام عملگرهاي خطی کراندار بر  HB)(، فرض کنیم Hبراي یک فضاي هیلبرت 

                                               
7 Banach Algebra

)}{( xff
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H  باشد)(HB نیز به وضوح با ساختار خطی و ترکیب به عنوان ضرب، یک جبر است.  

  تعریف  16-1

xexxeداشته باشیم  Axیعنی براي هر (باشد  eشامل عنصر واحد  Aاگر   ( آنگاه

A  را یک جبر یکدار گوئیم.  

  تعریف  17-1

  :است که در شرایط زیر صدق می کند ||||به همراه نرم کامل  Aیک جبر باناخ، جبر یکدار 

1   (1||1||   

2 (|||||||||||| yxxy   به ازاي تمامxy,  ها درA.  

  تذکر  18-1

. باشـد  Xفضاي تمام توابع خطـی کرانـدار بـر     XB)(یک فضاي باناخ و  Xفرض کنیم 

یک جبر باناخ است اگـر نـرم    XB)(همچنین . فضاي برداري است XB)(واضح است که 

||||||}sup||:||||1{به صورت   xTxT      تعریف شود و ضـرب را ترکیـب توابـع تعریـف

  .کنیم

  تعریف  19-1

خاصیت جابجایی Aاگر 
8

Ayxیعنی براي هـر  (داشته باشد   ,    داشـته باشـیمyxxy  (

  .را جبر باناخ جابجایی گوئیم Aآنگاه 

  مثالها  20-1

 است که  ¢ساده ترین جبر باناخ میدان مختلط|||||| zz  ) قدر مطلقz.(  

                                               
8 Commutative 
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 اگرX        یک فضاي هاسدورف فشـرده غیرتهـی باشـد، مجموعـه تمـام تابعکهـاي

Xf¢پیوسته  :  را با)(XC نشان می دهیم .)(XC  همراه با اعمال نقطه اي و

||||sup|)(|نرم سوپریمم  xff
Xx

  تشکیل یک جبر باناخ جابجایی یکدار می دهد که

  : عنصر واحد آن است زیرا  1تابع ثابت 

یک جبر مخـتلط داریـم و نـرم فـوق      XC)(با توجه به ضرب نقطه اي تعریف شده روي 

  کامل است حال با توجه به 

1
:1




x
¢X  

  : داریم 

1|)(1|sup||1|| 


x
Xx

  

|)()(|sup||.|| xgxfgf
Xx

  

|)(||)(|sup xgxf
Xx

  

|)(|sup|||| xfg
Xx

  

|||||||| fg  

 اگرH ،یک فضاي هیلبرت باشد)(HB         یـک جبـر بانـاخ بـا نـرم عملگـر و ضـرب

  . ، یکه ضربی آن استIعملگر همانی . است) یعنی ترکیب(عملگر 

  : را تام می کند و از طرفی داریم  HB)(متر تعریف شده توسط نرم عملگر فضاي 

}1||||:||))((||sup{||.||  xxfoggf

}1||||:||))((||sup{  xxgf

}1||||:||)(||||||sup{  xxgf

}1||||:||)(||sup{||||  xxgf

|||||||| gf
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و همچنین می دانیم که 

)())(())(.( xfxIofxfI   

}1||||:||)({||sup||||||1||  xxII  

1}1||||:||{||sup  xx  

n¢Hتوجه کنید که وقتی ،       ،فضاي بـا بعـد متنـاهی باشـد)( n¢B      را مـی تـوان بـا جبـر

¢)M n بـا ایـن   . با درایه هاي مخـتلط مشـخص کـرد    nnمتشکل از تمام ماتریس هاي  )

  .تناظر ضرب عملگر متناظر با ضرب ماتریسی است

  : یک فضاي هیلبرت می شود  ¢nبا تعریف زیر 

ii

n

i
nn yxyyxx 




1
11 ),...,(.),...,(

)(و  n¢Bf   متناظر است با یک ماتریسnn که درایه هاي آن اعداد مختلط می باشند.

Z در این صورت . را با اندازه شمارشی در نظر می گیریم  

}||:){()('  





 n

n
n aaZL  

  : با ضربی که در زیر تعریف می شود یک جبر باناخ است زیرا 

Zn(     nanfZLfبه ازاي هر (             )()('  

)(' ZL  یک فضاي برداري است نرم در)(' ZL  به صورت زیر تعریف می شود:  

|)(||||| nff
n




  

می باشد کـه چـون    PL)(براي  ||||Pنرم فوق همان نرم . (نرم فوق فضا را تام می کند

  . )اندازه شمارشی است به صورت فوق درآمده است

')(ضرب تعریف شده در  ZL  به صورت زیر است :  
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))(',,()()()(* ZLgfZnkgknfngf
K

 




  

  :بنابر قضیه فوبینی 

|)()(|||*|| kgknfgf
Kn

 








|)(||)(| kgknf
Kn

 








|||||||||)(||)(| gfknfkg
nK

 








:بنابراین 

||||||||||*|| gfgf   

')(یکه ضربی در  ZL  1)0(1است که بـه صـورت    1تابع   1)(0و n   0{بـراي{\Zn 

  تعریف می شود و 

1|)(1|||1||  



n

n

  

')(بنابراین  ZL یک جبر باناخ جابجایی یکدار است.  

  

4!1!!! ! ! ! !! !! !! ! â!!

AA¢در این صورت . یک جبر باشد  Aفرض کنید  
~

یک فضاي برداري است در این  

Aصورت عمل ضرب را در 
~

  .به صورت زیر تعریف می کنیم 

),(),(),(  ababba   

Aدر این صورت 
~

Aجبر . است )1,0(یک جبر با یکه  
~

نگاشـت  . نـامیم  Aرا یکه دار شـده   

)0,(

~
aa

AA

   یک یکریختی است به طوري کـهA    یـک ایـده آل ازA

~
را در ازاي  a. اسـت  



18

),( a  نگاشت . می نویسیم



a

¢A
~

اسـت و همریختـی    Aیک همریختی یکـانی بـا هسـته    

  .متعارف نامیده می شود

Aیک جبر نرمدار باشد نرم در  Aاگر 
~

  به صورت زیر تعریف می شود  

||||||||||   aa  

A
~

  :داراي خواص زیر است  

),(),(),(   baba  

),(),(  aa   

Aیک جبر باناخ باشد آنگاه  Aاگر 
~

  .نیز یک جبر باناخ است 

5!1!!! â Ÿ!!! ! ! !! !! ! ! !!!

  تعریف  21-1

بـه  . باشـد  Aمجموعـه تمـام عناصـر وارون پـذیردر      AG)(فرض کنید  Aدر جبر باناخ 

  . یک گروه ضربی است AG)(وضوح 

  :مثالها  1 -22

 اگرX  یک فضاي هاسدورف فشرده باشد گروه وارون پذیر)(XC  دقیقا متشکل

  . از تمام توابعی است که صفر نمی شود

 فرض کنید براي یک فضاي هیلبرتH ،T  در)(HB باشـد .T  در)(HB  وارون

بعد متناهی  Hهر گاه . پذیر است اگر و فقط اگر نگاشتی یک به یک و پوشا باشد 

HBT)(داشته باشد      وارون پذیر است اگر و فقـط اگـرT     یـک بـه یـک باشـد .

  .حقیقتی که در جبر خطی معروف است
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در جبر پیچشی
9

)(' ZL   یک دنباله دو طرفـه}:)({ Znnff     از اعـداد مخـتلط

')(در  ZL   وارون پذیر است اگر و فقط اگر تابع پیوسـتهn

Zn

znf )(


روي دایـره   

  .واحد صفر نشود

  ]23[برهان 

  گزاره 23-1

ــر  ــاخ و   Aاگ ــر بان ــک جب ــا  Aدر  xی ||||1باشــد ب x  ــاه اســت و  AG)(در  x1آنگ

11 )||||1(||)1(||   xx .  

  ]23[برهان 

  گزاره  24-1

  .است Aیک مجموعه باز در  AG)(گروه وارون پذیر  Aبراي هر جبر باناخ 

  برهان 

  نشان می دهیم مجموعه . باشد AG)(در  xفرض کنید 

}
||||

1
||||,{

1
x

xyAy  

 Aدر  yاگـر  . باز اسـت  AG)(قرار دارد و این به وضوح نشان خواهد داد که  AG)(در 

ــد و  11باشــ ||||||||  xxy    1واضــــح اســــت کــــه|||||||| 1  xyx  ــابراین و بنــ

1||)(|| 1  xyx  1||1و یا|| 1   yx  1-23(با توجه به گزاره (yx 1   وارون پذیر اسـت

  .نیز وارون پذیر است yاشدبنابراین می ب AG)(در  xو از آنجا که 

                                               
9 Convolution algebra
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  تذکر  25-1

بـه   ASing)(و  AInv)(باشـد و   1یک جبر باناخ مختلط بـا عنصـر همـانی     Aفرض کنید 

بـه  . باشـد   Aو عناصـر تکـین    Aترتیب نمایش مجموعه تمـام عناصـر وارون پـذیر در    

)(\)(عبارتی  AInvAASing  است.  

),(باشد  0rو  Aaفرض کنید  raD    دیسک باز بـه مرکـزa   و شـعاعr  اگـر . اسـت

)(AInva   آنگاه  

)()
||||

1
,(

1
AInv

a
aD 

  

  بنابراین 

||||

1
)}(sin:||inf{||))(sin,(

1
a

AgbbaAgad  

  . می باشد

  گزاره 26-1

1انعکاس . یک جبر باناخ است Aفرض کنید  xx  بر)(AG پیوسته است.  

  ]23[برهان 

6!1!! â !10!!

  تعریف 27-1

 x)(یا ساده تـر بـا    xA)(که با  xطیف . باشد Aدر  xیک جبر باناخ و Aفرض کنید 

وارون  Aدر  x1است کـه   نمایش داده می شود مجموعه تمام اعداد مختلطی مانند 

  .پذیر نباشد

)}(1:{)()( AGx¢xxA    

                                               
10 Spectrum



21

را مجموعه حلال¢در  x)(مکمل 
11x نامیم.  

توجه کنید که مفهوم طیف کاملا جبري است و فقـط بـه سـاختار جبـري یـک جبـر بانـاخ        

  .بستگی دارد

  مثالها  28-1

 فرض کنید)(XCA   که در آنX  در ایـن صـورت   . فشرده و هاسدورف اسـت

)()(، Aدر  fبراي هر  xfx   زیرا :  

)}(1:{)( AGf¢x    

)}(.:{ xftsXx¢    

)(xf  

 فرض کنید¢)M¢BA n
n ()(  جبر ماتریس هاي ،nn   و در این صـورت بـراي

  ، Aدر  Tهر 

)}(1:{)( AGT¢T    

}0)1det(:{  T¢   

یـک مقـدار    . (تشـکیل شـده اسـت    Tاز تمام مقادیر ویژه ماتریس  x)(بنابراین طیف 

0x   ،0است اگر به ازاي  Aویژه  xAx (  

M(¢در Aطیف ماتریس  n   .است Aمجموعه تمام مقادیر ویژه  )

 فرض کنید)(HBA   کهH      یک فضاي هیلبرت با بعـد نامتنـاهی اسـت و فـرض

ATکنید    در این صورت اگر  یک مقدار ویژهT  باشد آنگاه)(T .  

  باشد در این صورت  Tیک مقدار ویژه  فرض کنیم 

0))(1(.0,  xTtsxHx   

                                               
11 Radical


