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ণپاس�ච໋اری...
داد. قرار اندیشه�ها تراوش محل را عقل که بزرگی خداوندگار به�نام

ایرانمنش محمدعلی دکتر آقاي جناب بزرگوارم، راهنماي استاد زحمات از می�دانم واجب خود بر آغاز در

�کنم. تشکر نمودند، یاري مرا فراوانشان، راهنمایی�هاي با که

دارم. را قدردانی و تشکر کمال ارجمندم، مشاور استاد علیخانی، سعید دکتر آقاي جناب از همچنین
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آینده�اي در بتوانم امیدوارم و کرده تبدیل راه روشنی و امید به را راه این خستگی�هاي که کنارم، در همسرم

می�کنم. سپاس�گزاري باشم، آنها محبت همه این جوابگوي نزدیک
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پیشگفتار 1.0
علوم و بیولوژي فیزیک، شیمی، در زیادي کاربردهاي نظریه این است. ریاضیات از شاخه�اي گراف نظریه

گرفته قرار مطالعه مورد زیاد دقت با علوم این از زیادي مسائل ریاضی، دانش از استفاده با امروزه دارد. نانو

است.

مدل براي گراف نظریه�ي و است ریاضی-شیمی از توپولوژي شاخه��ي یک شیمیایی گراف نظریه�ي

دارد. کاربرد شیمیایی پدیده�هاي از ریاضی سازي

ماتریس ویژه�ي مقادیر قدرمطلق مجموع با برابر را گراف یک انرژي ١٩٧٨ سال در 1 گوتمن ایوان

توجه مورد حال عین در اما دارد کاربرد شیمی علم در مفهوم این که آن با کرد. تعریف آن مجاورت

مطرح گراف جبري پارامتر یک عنوان به و باشد می نیز گراف جبري ي نظریه نظیر مباحثی در ریاضیدانان

است.

کمیت می�شود. حاصل گراف مجاورت و رئوس درجه قطري هاي ماتریس تفاضل از لاپلاسین ماتریس

گراف رئوس درجه میانگین و ماتریسلاپلاسین ویژه مقادیر تفاضل قدرمطلق جمع از گراف لاپلاسین انرژي

دارند. وجود آن مورد در زیادي مقاله�هاي و است شده کار بسیار زمینه این در اخیراً می�آید. دست به

شده دهی سازمان زیر صورت به نامه پایان این می�کنیم. بررسی را لاپلاسین انرژي نامه پایان این در

است:

است. شده بیان گراف نظریه از مقدماتی و مفاهیم اول فصل در

اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این می�دهیم. اختصاص لاپلاسین طیف به را دوم فصل

مراجع از فصل این در می�کنیم. بررسی را گراف اعمال و لاپلاسین طیف رابطه دوم بخش در و گراف طیف

است. شده استفاده [4], [6], [9], [10], [25], [23], [24], [26], [15]

انرژي رابطه و علامت بدون لاپلاسین و لاپلاسین انرژي است. شده ارائه بخش پنج در سوم فصل

لاپلاسین انرژي به پنجم بخش و چهارم بخش در اند. شده بیان بخش سه در گراف اعمال و لاپلاسین

می�پردازیم. اریب

می�باشند. [1], [2], [3], [7], [8], [13], [14], [18], [21], [20], [27], [33] فصل این مراجع

1Ivan Gutman



1 فصل

پیش�نیازها و مقدمات



گراف نظریه درمورد مطالبی 1.1
2 اویلر لئوناردو توسط بار اولین براي شد، گرفته کار به 1 سیلوستر توسط بار نخستین که گراف واژه�ي

استفاده مورد گراف از گونیسبرگ پل�هاي معماي حل براي هجدهم قرن در سوئیسی معروف ریاضیدان

می�رفت کار به بازي�ها تحلیل و معماها حل براي زیرا نبود، توجه مورد آغاز در گراف نظریه اما گرفت. قرار

و کاربردي مسائل از بسیاري مدل�سازي براي گراف توانایی به ریاضیدانان که بود بعد به نوزدهم قرن از و

دارد. علوم سایر در زیادي کاربرد و است ریاضیات از جدید شاخه�اي گراف نظریه�ي بردند. پی نظري

این در می�شوند، آشنا گراف درس با کارشناسی دوره در ریاضی رشته دانشجویان این�که به توجه با

مراجع گراف�ها مورد در بیش�تر مطالعه براي کرده�ایم. پوشی چشم گراف ساده�ي مطالب به پرداختن از فصل

می�کنیم. پیشنهاد خواننده به را [30] و [5]

٠ ≤ i ≤ m−١ هر ازاي به که است v٠v١ . . . vm صورت به رئوس از گرافGدنباله�اي در یکگشت

.vivi+١ ∈ E باشیم داشته

صورت به گشت یک در است. برقرار جهت�دار و چندگانه ساده، از اعم گراف�ها تمام براي تعریف این

تکراري می�توانند یال�ها هم و رئوس هم می�کنیم، تعریف vm و v٠ بین گشتی را آن که ،v٠v١v٢ . . . vm

بیان�گر و می�گیریم m− ١ با برابر را v٠v١v٢ . . . vm−١ صورت به رأس m شامل گشت یک طول باشند.

می�پیماید. گشت این که است یال�هایی تعداد

گشت یک را آن ،v١v٢ . . . vm−١ = v١ یعنی باشند، یکسان آن انتهاي و ابتدا رئوس گشت یک در اگر

می�نامیم. بسته

به می�نامیم. گذر را آن باشیم نداشته تکراري یال که کنیم اضافه هم را شرط این گشت تعریف در اگر

بسته گذر باشد. می گشت مانند نیز گذر طول تعریف ندارد. تکراري یال که است گشتی گذر، دیگر عبارت

باشند. یکسان آن انتهایی و ابتدایی رئوس که می�گوییم گذري به بسته، گشت مانند

مسیر، دیگر عبارت به می�نامیم. مسیر را آن باشند تکراري غیر هم گشت یک رئوس یال�ها، بر علاوه اگر

باشد v١ = vm+١ اگر ،m ≥ ٣ که v١v٢v٣ . . . vmvm+١ مسیر در می�باشد. تکراري غیر رئوس با گذري

1Silvester

2L. Euler
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و می�گیریم m با برابر را v١v٢ . . . vmv١ صورت به رأس، m با دور یک طول می�نامیم. دور یک را آن

می�باشد. آن یال�هاي تعداد بیان�گر

است. فرد دوري شامل فرد، طول با بسته گشت هر G گراف در .1.1.1 لم

نشان k با را آن که v و u رأس دو بین بسته فرد گشت�هاي طول روي استقرا وسیله به گزاره برهان.
می�شود. ثابت می�دهیم،

در قضیه درستی نتیجه در می�کند. پیمایش را ٣ طول به دور ،٣ طول به بسته گشت .k = ٣ اول: گام

است. برقرار حالت این

است. برقرار k از کم�تر و فرد طول با بسته گشت�هاي تمام براي ادعا می�کنیم فرض .k > ٣ استقرا: گام

به W اگر صورت این در می�گیریم. نظر در را W : x١x٢ . . . xkx١ صورت به فرد طول با بسته گشت

رئوس میان در اگر و است، فرد طول با دوري نباشد تکراري رأس هیچ شامل انتها، و ابتدا رأس دو جزء

آن�گاه ،٠ ≤ i < j ≤ k آن در که xi = xj مثلاً باشد داشته وجود یکسان رأس دو xk، . . . ،x٢ ،x١

G گراف در بسته گشت دو W٢ : xixi+١ . . . xj−١xj = xi و W١ : x١x٢ . . . xixj+١ . . . xkx١

k چون و k١ + k٢ = k صورت این در می�دهیم. نشان k٢ و k١ با ترتیب به را W٢ و W١ طول هستند.

بسته گشت�هاي از یکی یعنی این می�باشند. فرد k٢ یا k١ طبیعی اعداد از یکی نتیجه در است، فرد عددي

به و گشت این استقرا، فرض به توجه با که است. کم�تر W گشت طول از و فرد طولی داراي W٢ و W١

است. فرد دوري شامل W فرد طول با بسته گشت آن طبع

نباشد همبند که گرافی باشد. داشته وجود مسیري آن رأس دو هر بین هرگاه گوییم، همبند گرافGرا

بنابراین می�شود. گفته G گراف مؤلفه�هاي اندازه، بیش�ترین با همبند زیر�گراف�هاي به می�نامیم. ناهمبند را

تعداد است. ناهمبند گرافی صورت این غیر در و همبند، گرافی آن�گاه باشد مؤلفه یک دقیقاً داراي G اگر

باشد w(G−v) > w(G) ،v مانند رأسی براي Gاگر گراف در می�دهیم. نشان w(G) با Gرا مؤلفه�هاي

.w(G− e) > w(G) هرگاه گوییم برشی یال را G گراف از e یال هم�چنین می�نامیم. برشی رأس را v

رأسی همبندي باشد. ناهمبند G− S هرگاه می�گوییم G گراف رأسی برش را V (G) از S مجموعه زیر

G− S طوري�که به می�باشد S مجموعه رئوس تعداد مینیمم برابر می�دهیم، نشان κ(G) با را آن که G

.κ(G) ≥ k هرگاه می�نامیم همبند - k را G گراف است. رأسی تک یا و ناهمبند گرافی
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می�نامیم. درخت را دور بدون همبند گراف

نباشد. واقع G دور هیچ در e اگر تنها و اگر است، G برشی یال ،G گراف از e یال .2.1.1 لم

G از v و u رأس�هاي بنابراین ،ω(G − e) > ω(G) چون است. G برشی یال e �کنیم فرض برهان.
u رأس دو بین P مسیر بنابراین نیستند. متصل هم به G− e در اما متصل�اند، هم به G در که موجودند

می�کند. طی را e لزوماً که دارد وجود G در v و

به x به u ،G − e در است. P روي y از قبل x و هستند e انتهاي دو x, y که �کنیم فرض حال

x می�بود، C دور در e اگر می�شود. متصل P از بخشی وسیله به v به y و شده وصل P از بخشی وسیله

متصل هم به G− e در v و u بنابراین، باشند. متصل هم به C − e مسیر وسیله به G− e در باید y و

است. تناقض یک این که بود، خواهند

فرض است. G گراف برشی یال e می�دهیم نشان نیست. واقع G دور هیچ در e کنیم فرض برعکس،

G در y و x بین مسیري چون .ω(G − e) = ω(G) بنابراین نیست؛ G برشی یال e = xy که �کنیم

از و بوده G− e مؤلفه یک در y و x که می�شود نتیجه هستند. G مؤلفه یک در y و x پس دارد، وجود

یک که است G از P + e دور روي e صورت این در اما دارد. وجود G− e در y و x بین �P مسیر این�رو

است. تناقض

داشته وجود دیگر رأس�هاي به گراف رأس هر از مسیري اگر گوییم، همبند قویاً را G جهت�دار گراف

باشد. داشته وجود نیز a به b از مسیري باشد b به a از مسیري اگر مثلاً باشد.

همبند قویاً گراف :1.1 شکل

برشی رأس و همبند G اگر می�نامیم. بلوك باشد نداشته برشی رأس که را G بیشینه همبند زیر�گراف

داده نشان B٣ و B٢ ،B١ بلوك�هاي و G گراف ٢ · ١ شکل در است. بلوك یک خود باشد نداشته
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رو این از هستند. کامل گراف آن بلوك�هاي از یک هر که است همبندي گراف بلوکی، گراف است. شده

هستند. بلوکی گراف�هاي می�باشند، یکریخت K٢ با آن�ها بلوك هر که درخت�هایی

آن بلوك�هاي و G گراف :2.1 شکل

هستند: زیر ویژگی�هاي داراي بلوك�هایش و G گراف

است. بلوك�هایش اجتماع برابر G بنابراین دارد. قرار بلوك�هایش از یکی در G یال هر .1

است. برشی رأس ،G گراف در رأس این و بوده مشترك رأس یک در حداکثر G از بلوك دو .2

دارد. تعلق G بلوك�هاي از یکی به دقیقاً نباشد برشی رأس که G رأس هر .3

را آن که ،G گراف در v و uرأس دو فاصله هستند. آن رأس دو v و u و همبند گرافی G کنیم فرض

فاصله سادگی، براي اوقات گاهی است. v و u بین مسیر کوتاه�ترین طول برابر می�دهیم، نشان dG(u, v) با

رأس بین فاصله مجموع برابر G گراف از u رأس فاصله می�دهیم. نشان نیز d(u, v) با را v و u رأس دو

دیگر: عبارت به می�دهیم. نشان d(u) با را آن که است گراف رئوس تمامی و u

d(u) :=
∑

u∈V (G)

dG(u, v).

.d(u, v) = ٨ یعنی است، ٨ با برابر v و u رأس دو بین فاصله ،٣ · ١ شکل گراف در مثلاً

v و u رأس دو بین فاصله :3.1 شکل

5



گراف رئوس تمامی و u بین فاصله بزرگ�ترین با برابر G همبند گراف از u دلخواه رأس مرکز از خروج

دیگر عبارت به می�دهیم. نشان eccG(u) با را آن که می�باشد

eccG(u) := Maxv∈V (G){dG(u, v)}.

گراف شعاع را مرکز از خروج کم�ترین و G گراف قطر را G گراف رئوس تمام روي مرکز خروج بزرگ�ترین

بنابراین می�دهیم. نشان R(G) با را آن شعاع و D(G)با را G گراف قطر می�نامیم. G

D(G) := Maxu∈V (G){eccG(u)},

R(G) := Minu∈V (G){eccG(u)}.

در گوییم. مرکزي خود گراف را G آن�گاه باشد گراف شعاع برابر رأس هر مرکز از خروج G گراف در اگر

است. مرکز خود K٣ گراف مثال طور به .R(G) = D(G) که است واضح صورت این

زیر�گراف از v و u دلخواه رأس دو هر براي صورت این در است. G از زیر�گرافی H کنیم فرض .3.1.1 لم
.dG(u, v) ≤ dH(u, v) داریم H

دو این بین مسیر صورت این در هستند. H گراف از دلخواهی رأس�هاي v و u کنیم فرض برهان.
این بین مسیر کوتاه�ترین طول بنابراین می�باشد. نیز G در رأس دو این بین مسیر همان ،H در رأس

نتیجه در باشد. H در رأس دو این بین مسیر کوتاه�ترین طول از بزرگ�تر نمی�تواند G در رأس دو

.dG(u, v) ≤ dH(u, v)

.d(u, v) ≤ d(u,w)+ d(w, v) داریم G همبند گراف از w و v ،u دلخواه رأس سه هر براي .4.1.1 لم

که طوري به هستند G گراف رأس سه w و v و u �کنیم فرض برهان.
d(u, v) > d(u,w) + d(w, v).

و w رأس دو و w و u رأس دو بین ترتیب به G گراف در مسیر کوتاه�ترین دو p٢ و p١ اگر صورت این در

مسیري یعنی این است. d(u,w) + d(w, v) طول با و v و u رأس دو بین گشتی p١p٢ آن�گاه باشند، v

تناقض در رأس دو این بین فاصله تعریف با که است d(u, v) از کم�تر آن طول که دارد وجود v و u بین

.d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) بنابراین است.
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Y و X مجموعه زیر دو به بتوان را G رأس�هاي مجموعه�ي هرگاه می�نامیم، دوبخشی را G گراف

همه با X رأس هر اگر باشد. Y در انتها یک و X در انتها یک داراي ،G در یال هر که نمود افراز چنان

آن در که می�دهیم، نشان Km,n با آن�را و نامیده کامل دوبخشی گراف را G آن�گاه باشد مجاور Y رئوس

تعمیم نیز کامل بخشی - k گراف�هاي به می�توان را کامل دوبخشی گراف مفهوم .|Y | = m و |X| = n

افراز مجزا مجموعه زیر k به بتوان را V (G) هرگاه گوییم، کامل بخشی - k را G گراف k > ٢ براي داد.

باشند. مجاور مجموعه�ها سایر رأس�هاي تمامی با مجموعه یک از رأس هر به�طوري�که کنیم

است گرافی منتظم، گراف نتیجه در .deg(v) = k ،v ∈ V هر براي اگر است منتظم - k ،G گراف

باشد. منتظم - k kیی، ازاي به که

درجه از دیگر رأس n− ١ و n− ١ درجه�ي از رأس یک داراي که قسمی به ،G رأسی n گراف هر به

می�گوییم. ستاره گراف باشند، یک

رأس n+ ١ با ستاره گراف :4.1 شکل

صورت: این در است. Y و X بخش�هاي با دوبخشی G گراف کنیم فرض .5.1.1 لم

∑
x∈X

degG(x) =
∑
y∈Y

degG(y) = |E(G)|. (1.1)

دارد. قرار آن�ها روي x رأس که است G گراف از یال�هائی مجموع برابر x ∈ X رأس هر درجه برهان.
بنابراین است. Xمجموعه در آن انتهائی رأس یک فقط و یک e = x′y′ ∈ |E(G)| یال هر طرفی از

.∑y∈Y degG(y) = |E(G)| استدلال همین با و ∑x∈X degG(x) = |E(G)|

نباشد. فرد دور شامل اگر تنها و اگر است، دوبخشی G گراف .6.1.1 لم
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با دوري C : v٠v١ . . . vnv٠ اگر است. Y و X بخش�هاي با دوبخشی گرافی G می�کنیم فرض برهان.
.v٠ ∈ X کنیم فرض مسأله، کلیت از کاستن بدون است. زوج عددي n آن�گاه باشد، G گراف از فرد طول

کلی، حالت در و v٢ ∈ X مشابه طور به .v١ ∈ Y نتیجه در است، دوبخشی G گراف و v٠v١ ∈ E چون

دوبخشی با این که ،v٠vn ∈ E و v٠ ∈ X داریم طرفی از .vn ∈ Y بنابراین .v٢i+١ ∈ Y و v٢i ∈ X

است. فرد دور گونه هر فاقد G گراف که می�دهد نشان تناقض این است. تناقض در G گراف بودن

دوبخشی نیز G خود آن�گاه هستند دوبخشی G گراف همبندي مؤلفه�هاي دهیم نشان اگر حال

هر براي آن�گاه باشند، دوبخشی G گراف از Gr ،. . . ،G١ مؤلفه�هاي از یک هر اگر زیرا بود. خواهد

X ′ = ∪r
i=١Xi صورت این در می�گیریم. نظر در Yi و Xi صورت به را Gi مؤلفه بخش�هاي ،١ ≤ i ≤ r

گراف�هاي براي را حکم است کافی بنابراین هستند. V (G)رئوس از مستقل مجموعه دو Y ′ = ∪r
i=١Yi و

مجموعه دو صورت این در است، آن از دلخواهی رأس v و همبند گرافی G کنیم فرض کنیم. ثابت همبند

تعاریف: با Y و X

X = {u ∈ V ; ٢ | d(u, v)},

Y = {u ∈ V ; ٢ - d(u, v)}.

مستقل�اند. مجموعه دو این دهیم نشان است کافی است. V رئوس مجموعه از افرازي

حال دارند. وجود X در u٢ و u١ مانند مجاور رأس دو صورت این در نیست. مستقل X �کنیم فرض

دو بین ترتیب به راه کوتاه�ترین دو p٢ : u٢ = a′١a
′
٢ . . . a

′
s = v و p١ : u١ = a١a٢ . . . ar = v اگر

زوج راه دو این طول ،u٢ و u١ انتخاب به توجه با آن�گاه باشند، G گراف در v و u٢ رأس دو و v و u١ رأس

زیر صورت به W گشت بنابراین است.

W : u١ = a١a٢ . . . ar−١ar(= v =)a′sa
′
s−١ . . . a

′
٢a

′
١ = u٢

است فرد دور داراي G گراف ١ · ١ · ١ لم بنابر نتیجه در است. فرد طول با و G گراف در بسته�اي گشت

نیز Y می�شود ثابت مشابه استدلالی با است. مستقل X نتیجه در است. تناقض در مسأله فرض با این و

است. دوبخشی G گراف بنابراین است. مستقل

بین گشت هر طول گراف، از دلخواه رأس دو هر براي اگر تنها و اگر است، دوبخشی G گراف .7.1.1 لم
باشد. فرد همواره یا زوج همواره یا رأس دو این
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صورت به گشت دو داراي G گراف از v و u رأس دو و بوده دوبخشی G گراف �کنیم فرض برهان.
فرد طول داراي یکی که طوري به W٢هستند، : u = y١y٢ . . . ys = v W١و : u = x١x٢ . . . xr = v

W٣ : u = x١x٢ . . . xr(= v =)ysys−١ . . . y١ = u صورت این در است. زوج طول داراي دیگري و

فرد دور شامل G گراف ١ · ١ · ١ لم طبق حال است. فرد آن طول که می�باشد G گراف در بسته�اي گشت

است. تناقض این و بوده

می�باشد. C چون فردي دور شامل G صورت این در است، دوبخشی غیر گرافی G �کنیم فرض حال

W گشت حال می�گیریم. نظر در P را رأس دو این بین مسیر یک G گراف از v و u دلخواه رأس هر براي

می�سازیم: زیر صورت به را G گراف از v و u رأس دو بین

و پیموده می�نامیم، Q را آن که C دور رئوس از یکی تا رأس این بین مسیر و حرکت u رأس از ابتدا

می�رویم، v رأس به P مسیر از پایان در و می�گردیم باز u رأس به Q−١ مسیر از ،C دور پیمایش از پس

است. فرد دیگري و زوج یکی ،(W و P (یعنی v و u رئوس بین گشت دو طول که است واضح

دوبخشی، گراف�هاي مهم�ترین و اولین دارند. گراف نظریه در ویژه�ي اهمیت دوبخشی گراف�هاي

گرافی نیست. دوري هیچ شامل که است همبند گرافی درخت شد گفته که همان�طور هستند. درخت�ها

چند اثبات و ارائه به درخت�ها، اهمیت به توجه با این�جا در می�نامند. جنگل را باشد درخت آن مؤلفه هر که

می�پردازیم. زیر قضیه�ي و لم

دارد. وجود یکتا مسیري درخت، یک متمایز رأس دو هر بین .8.1.1 لم

داشته وجود Q و P متفاوت مسیر دو v و u مانند آن رأس دو بین و درخت یک T کنیم فرض برهان.
نیست. Q از یالی e به�طوري�که است موجود P به متعلق e = xy چون یالی بنابراین ،P ̸= Qچون باشد.

مسیري y و x رئوس بین نتیجه در و بوده T درخت از همبند زیر�گرافی (P ∪ Q) − e که است واضح

است. تناقض که بوده T درخت در دوري P ′ + e یعنی این دارد. وجود زیر�گراف این در P ′ چون

.|E(T )| = |V (T )| − ١ داریم T درخت هر براي .9.1.1 لم

واضح n = ١ براي حکم برقراري می�کنیم. ثابت n = |V (T )| روي استقرا از استفاده با را قضیه برهان.
n = k مرتبه با درختی را T است. برقرار رأس k از کم�تر با درخت�هاي براي نتیجه کنیم فرض است.
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یک T − e بنابراین است، برشی یال یک e ∈ E(T ) هر دراین�صورت می�گیریم. نظر در m اندازه و

رأس k از کم�تر کدام هر می�دهیم نشان T٢ و T١ با که را T − e مؤلفه�هاي است. مؤلفه دو با جنگل

بنابراین .|E(T٢)| = |V (T٢)| − ١ و |E(T١)| = |V (T١)| − ١ استقرا فرض به بنا دراین�صورت دارند

|E(T )| = |E(T١)|+ |E(T٢)|+ ١ = |V (T١)|+ |V (T٢)| − ١ = |V (T )| − ١.

دارد. یک درجه�ي از رأس دو لاقل نابدیهی درخت هر .10.1.1 قضیه

صورت این در است، نابدیهی درختی G �کنیم فرض برهان.

deg(v) ≥ ١ v ∈ V هر ازاي به

داریم ،٩ · ١ · ١ لم� بنابر ∑هم�چنین،
v∈V

deg(v) = ٢m = ٢n− ٢;

.deg(v) = ١ ،v رأس دو حداقل براي می�شود نتیجه حال

باشد. برشی یال آن، یال هر اگر وتنها اگر است، درخت G همبند گراف .11.1.1 قضیه

ندارد قرار G دور هیچ در e است، دور بدون G چون است. G از یالی e و درخت G �کنیم فرض برهان.
است. G برشی یال ،٢ · ١ · ١ قضیه بنابر نتیجه در و

است. C دور شامل G صورت این در نباشد. درخت اما است همبند G که �کنیم فرض عکس، بر

باشد. G برشی یال نمی�تواند C یال هیچ ،٢ · ١ · ١ قضیه بنابر بنابراین

باشد. برقرار زیر شرایط اگر گوییم منتظم قویاً را رأس n با ،G گراف

باشد. k-منتظم گراف که طوري به باشد، موجود ،k مانند صحیح عدد (1

G گراف در که (x, y) رئوس از جفت هر براي که طوري به باشد، داشته وجود λ صحیح عدد یک (2

باشند. مجاور y و x رأس دو هر با که باشد موجود z رأس λ هستند، مجاور

مجاور G در که (x, y) رئوس از جفت هر براي که طوري به باشد، داشته وجود µ صحیح عدد یک (3

باشند. مجاور y و x رأس دو هر با که باشد موجود z رأس µ نیستند،
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