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چکیده
به ابتدا در است. نظر مورد محدب دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل حل پایان�نامه این در
در و می�پردازیم تساوي قیدهاي با �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل حل براي روش�هایی بیان
براي افزوده لاگرانژي و درونی نقطه مجموعه-فعال، روش�هاي بر مبتنی الگوریتم پنج ادامه،
کرد خواهیم اشاره می�شود. مطرح کلی حالت در محدب �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل حل
خواهند سریع�تري همگرایی و مفیدتر کاربرد خاصی حالت�هاي در الگوریتم�ها این از هریک که
قرار استفاده مورد شده پیشنهاد خاص حالت این از غیر در الگوریتم که درصورتی و داشت
خواهیم روبرو مساله جواب به رسیدن تا تکرارها تعداد افزایش و عددي سختی�هاي با گیرد

شد.
فعال، روشمجموعه مزدوج، گرادیان روش محدب، �دوم درجه برنامه�ر�یزي کلماتکلیدي:
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پیشگفتار
است. بهینه�سازي علمی، شاخه�هاي اکثر در تصمیم�گیري و برنامه�ر�یزي ارکان از �یکی امروزه
مسائل از دسته این است. �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل بهینه�سازي، در مطرح مسائل جمله از
گوناگونی و متنوع کاربردهاي داراي و می�کند کمک غیرخطی مسائل حل به که جهت آن از
از می�توان مسائل این کاربردهاي از نمونه�اي به�عنوان می�گیرد. قرار توجه مورد بسیار است،
کنترل ،4V LSI طراحی ساختارها3، بررسی حمایتی2، بردار ماشین�هاي کالا1، سبد تحلیل
نام اقتصادي8 مسیریابی و بهینه7 توان جریان متناهی6، ناگهانی واکنش فیلتر طراحی بهینه5،
از مرجع، با همراه کاربرد، 400 از بیش به توانت10 و گولد9 اینترنتی کتب فهرست در برد.

.[28] است شده اشاره �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل
کثرت لحاظ به که است، شده ارائه مسائل اینگونه حل جهت متنوعی الگوریتم�هاي تاکنون
حائز الگوریتم انتخاب معیار ماشین، محدودیت نیز و مساله قیود و تصمیم�گیري متغیرهاي
بر مبنی پاسخی شده، مطرح مساله هر براي اولاً، باید مطلوب الگوریتم یک است. اهمیت
لازم قدم�هاي و تکرارها حداقل از نیز و بالا سرعت از ثانیاً دهد. ارائه جواب وجود عدم �یا وجود
پایداري از ماشین دقت محدودیت لحاظ به ثالثاً و باشد برخوردار بهینه جواب به رسیدن جهت
نباشد. ماشین افرازي سخت محدودیت�هاي به مقید المقدور حتی �یا باشد، برخوردار عددي
تدوین خاص حالت�هاي براي �دوم درجه برنامه�ر�یزي خصوص در شده ارائه الگوریتم�هاي اکثر

�شده�اند.

1Portfolio Analysis
2Support Vector Machines
3Structural Analysis
4VLSI Design
5Optimal Control
6Finite-Impulse-Response Filter Design
7Optimal Power Flow
8Economic Dispatch
9Gould
10Toint
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1 فصل
قیدهاي با �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل

تساوي
مقدمه 1.1

شود، شروع درجه��دوم برنامه�ر�یزي بررسی با لاگرانژ روش�هاي مطالعه�ي همواره که است مناسب
همواره �دوم2 درجه برنامه�ر�یزي علاوه، به هستند. خطی حالت این در 1KKT شرایط زیرا
براي می�شود، ظاهر علمی مسائل از بسیاري کردن فرموله در اینکه خصوص به است؛ مهم
علت اما می�گیرند. قرار مدل این چارچوب در قطعی، غیر بازده با سرمایه�گذاري مسائل نمونه
مسائل از بسیاري حل براي متداول روش عنوان به که است آن مدل این اهمیت دیگر عمده�ي
یک با� اصلی مساله که معنی بدین می�گیرد، قرار استفاده مورد غیرخطی قید�هاي با بهینه�سازي
می�شود. حل مسائل این طریق از و شده زده تقریب �دوم درجه برنامه�ر�یزي� مسائل از دنباله

غیرخطی بهینه�سازي مسائل انواع از �یکی محدب، �دوم درجه برنامه�ر�یزي مساله .1.1.1 تعریف
خطی قیود از مجموعه �یک به نسبت �دوم درجه محدب تابع کمینه��کردن واقع در که است

شود: بیان زیر به�صورت می�تواند کلی حالت در و است مدنظر
min
x∈Rn

q(x) = ١
٢x

TGx+ xT c

s.t. aTi x = bi i ∈ E ,
aTi x ≥ bi i ∈ I,

(1.1)

1Karush-Kuhn-Tucher Conditions(KKT)
2Quadratic Programming
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بردارهایی ،i ∈ E ∪I ،{ai} و c ،x و مثبت معین نیمه متقارن n×n ماتریس �یک G آن در که
هستند. اندیس�ها از متناهی مجموعه�هایی I و E و تایی n

محدب و باشد مثبت معین نیمه Gماتریس اگر وتنها اگر است محدب q(x) �دوم درجه تابع
معین نیمه G ماتریس اگر بنابراین، باشد. مثبت معین G ماتریس اگر وتنها اگر است اکید

است. محدب برنامه�ر�یزي مساله�ي یک (1.1) باشد، مثبت
(یا هستند حل قابل محاسبات از متناهی تعداد در همیشه �دوم درجه برنامه�ر�یزي مسائل
به جواب کردن پیدا به�منظور مطلوب تلاش میزان اما هستند). نشدنی که داد نشان می�توان

دارند. بستگی نامساوي قیدهاي تعداد و هدف تابع ویژگی�هاي
تنها آنها در که می�کنیم شروع �دوم درجه برنامه�ر�یزي براي الگوریتم�هایی از را خود بحث
قیدهاي با مساله�هایی براي اجرا قابل خاص، مورد این براي رویه�ها دارند. حضور تساوي قیدهاي
برنامه�ر�یزي مساله یک حل� براي که می�بینیم را الگوریتم�هایی ادامه (در هستند نیز نامساوي
قیدهاي با �دوم درجه برنامه�ر�یزي مساله �یک جواب به نیاز تکرار، هر در کلی، حالت در �دوم درجه

دارند). تساوي

تساوي قیدهاي با �دوم درجه مسائل ویژگی�هاي 2.1
با شده مقید �دوم درجه مساله و داده قرار ماتریسی قالب در را تساوي قیدهاي سادگی براي

می�کنیم: بیان زیر به�صورت را تساوي قیدهاي

min
x∈Rn

q(x) = ١
٢x

TGx+ xT c

s.t. Ax = b,

(2.1)

در برداري b و i ∈ E ،aTi آن سطرهاي که (m ≤ n) قیدهاست ژاکوبین و m×n ماتریسی A که
سطري رتبه� A که می�کنیم فرض حاضر حال در می�باشد. i ∈ E ،bi مولفه��هایش که است Rm

هستند. سازگار (2.1) مساله�ي قیدهاي بنابراین دارد. m کامل
بردار که می�کند بیان (2.1) مساله�ي از جوابی عنوان به x∗ براي اول، مرتبه�ي لازم شرایط

4



می�کند: صدق زیر معادلات دستگاه در به�طوري�که دارد وجود λ∗[
G −AT

A ٠

] [
x∗

λ∗

]
=

[
−c
b

]
. (3.1)

در می�تواند (3.1) دستگاه می�باشد. اول مرتبه�ي بهینگی شرایط از نتایجی پیامد شرایط این
به�صورت را x∗ منظور این براي گردد. بازنویسی نیز است مفیدتر محاسبه براي که قالبی
به�وسیله�ي می�باشد. نظر مورد گام p و جواب از تخمینی x که می�گیریم نظر در x∗ = x + p

می�آید: به�دست زیر دستگاه معادله�ها کردن مرتب و علائم این معرفی
[
G AT

A ٠

] [
−p
λ∗

]
=

[
g
h

]
,

h = Ax− b, g = c+Gx, p = x∗ − x.

(4.1)

شرایطی به�دنبال و می�نامیم کاروش-کان-تاکر ماتریس را (4.1) دستگاه در بلوکی ماتریس
n×(n−m)ماتریس دادن نشان به�منظور را Z باشد. نامنفرد فوق ماتریس آن تحت که هستیم
ستونی مرتبه Z بنابراین و می�بریم به�کار هستند، A پوچ فضاي براي پایه�اي ستون�هایش که

می�کند. صدق AZ = ٠ رابطه�ي در و دارد کامل

معین ZTGZ تحویل�یافته هسین ماتریس و دارد کامل سطري رتبه A کنید فرض .1.2.1 لم
ماتریس بنابراین است. مثبت

K =

[
G AT

A ٠

]
, (5.1)

می�کند. صدق (3.1) در که دارد وجود (x∗, λ∗) �یکتاي بردار و است نامنفرد

به�طوري�که دارند، وجود v و w بردارهاي کنید فرض ]برهان.
G AT

A ٠

] [
w
v

]
= ٠ . (6.1)

داشت: خواهیم (6.1) به باتوجه ،Aw = ٠ چون
٠ =

[
w
v

]T [
G AT

A ٠

] [
w
v

]
= wTGw . (7.1)
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نظر در u ∈ Rn−m که ،w = Zu به�صورت را w می�توان دارد، قرار A پوچ فضاي در w چون
بنابراین گرفت.

٠ = wTGw = uTZTGZu .

طرفی از .w = ٠ و u = ٠ که می�گیریم نتیجه است، مثبت معین ZTGZ اینکه به باتوجه
می�شود موجب A ماتریس داشتن کامل سطري مرتبه و داریم (6.1) معادله از نیز را ATv = ٠

و w = ٠ اگر تنها و اگر است برقرار (6.1) معادله�ي که می�گیریم نتیجه بنابراین .v = ٠ که
است. نامنفرد فوق، ماتریس پس باشد. v = ٠

بگیرید: نظر در را زیر �دوم درجه برنامه�ر�یزي مساله .2.2.1 مثال
min q(x) = ٣x٢

١ + ٢x١x٢ + x١x٣ + ٢٫ ۵x٢
٢ + ٢x٢x٣ + ٢x٢

٣ − ٨x١ − ٣x٢ − ٣x٣,

s.t. x١ + x٣ = ٣,
x٢ + x٣ = ٠.

(8.1)

کرد: بازنویسی (2.1) قالب در را مساله می�توان زیر بردارها�ي و ماتریس�ها از استفاده با

G =

 ۶ ٢ ١
٢ ۵ ٢
١ ٢ ۴

 , c =

 −٨
−٣
−٣

 , A =

[
١
٠

٠
١

١
١

]
, b =

[
٣
٠

]
.

جواب ،x∗ از تقریبی به�عنوان ،x ∈ R٣ گرفتن نظر در و (4.1) دستگاه از استفاده با حال
به�صورت بهینه لاگرانژ ضریب و بهینه کمینه�کننده�

x∗ = (١−,٢, ١)T , λ∗ = (٢−,٣)T , (9.1)

فضاي پایه ماتریس ،N = (١, ١)T گرفتن نظر در و (ب.26) رابطه به توجه با می�گردند. حاصل
بنابر پس است، مثبت معین ZTGZ گرفت. نظر در (−١−,١, ١)T به�صورت می�توان را Z پوچ

می�باشد. (8.1) مساله یکتاي جواب (x∗, λ∗) بردار ،1.2.1 لم

وجود (x∗, λ∗) به�صورت یکتا بردار�ي هستند، برقرار 1.2.1 لم شرایط وقتی می�رسد به�نظر
�یکتا بردار این حقیقت در می�کند. صدق (2.1) مساله� براي اول مرتبه لازم شرایط در که دارد
براي موضعی اکید کمینه�کننده� یک x∗ نتیجه در می�سازد. برقرار نیز را دوم مرتبه کافی شرایط
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سراسري جواب یک x∗ که داد نشان مستقیم برهان �یک با می�توان و می�باشد (2.1) مساله�ي
هست. نیز

ZTGZ تحویل�یافته� هسین ماتریس و دارد کامل سطري رتبه A که کنید فرض .3.2.1 قضیه
سراسري یکتاي جواب� می�کند صدق (3.1) دستگاه در که x∗ بردار بنابراین است. مثبت معین

می�باشد. (2.1) مساله�

می�دهیم. نشان p با را x∗ − x تفاضل باشد. x∗ جز به شدنی نقطه�ي هر x کنید فرض برهان.
داشت: خواهیم (2.1) مساله هدف تابع در p جایگذاري با .Ap = ٠ پس Ax∗ = Ax = b چون

q(x) = ١
٢(x

∗ − p)TG(x∗ − p) + cT (x∗ − p)

= ١
٢p

TGp− pTGx∗ − cTp+ q(x∗).
(10.1)

حاصل زیر رابطه ،Ap = ٠ و (3.1) دستگاه از ،Gx∗ = −c + ATλ معادله�ي به توجه با
می�شود:

pTGx∗ = pT (−c+ Aλ∗) = −pT c.

رابطه��ي ،(10.1) در رابطه این جایگذاري با

q(x) =
١
٢
pTGp+ q(x∗),

p = Zu به�صورت را p می�توان دارد، قرار A پوچ فضاي در p اینکه به توجه با داشت. خواهیم را
بنابراین گرفت. نظر در u ∈ R(n−m) که

q(x) =
١
٢
uTZTGZu+ q(x∗).

است، u = ٠ که وقتی جز به گرفت، نتیجه می�توان ZTGZ بودن مثبت معین از استفاده با
x∗ پس باشد. x∗ = x که می�دهد رخ زمانی u = ٠ و است برقرار q(x) > q(x∗) نامساوي

می�باشد. (2.1) یکتاي و سراسري جواب�
7



باشد، صفر ویژه مقدار با مثبت معین نیمه ZTGZ تحویل�یافته هسین ماتریس که وقتی
ماتریس اگر نیست. اکید اما است، موضعی �یککمینه�کننده می�کند صدق (3.1) در که x∗ بردار
موضعی کمینه�کننده� و است ایستا نقطه�ي یک تنها� x∗ آنگاه باشد، داشته منفی ویژه مقدار فوق
صدق ،(3.1) KKT شرایط در که (x∗, λ∗) بردار کنید فرض ادعا، این اثبات به�منظور نیست.
.p = Zu می�دهیم قرار .uTZTGZu < ٠ آن ازاي به که است برداري u و دارد وجود می�کند،

داشت: خواهیم α هر براي

A(x∗ + αp) = b.

و است شدنی نقطه�اي x∗ + αp نتیجه در
q(x∗ + αp) = q(x∗) + αpT (Gx∗ + c) + ١

٢p
TGp

= q(x∗) + ١
٢p

TGp

< q(x∗),

(11.1)

نتیجه pTAT = uTZTATλ∗ = ٠ و Gx∗ + c = ATλ∗ که حقیقت این از نامساوي این که
یافت را p شدنی جهت می�توان ،(3.1) KKT شرایط در صادق x∗ هر براي بنابراین می�شود.
براي کاهشی اکیداً جهت یک می�توان همیشه یعنی امر این می�یابد. کاهش q آن طول در که
همچنین اخیر نامساوي باشد. نداشته منفی ویژه مقدار ZTGZ اینکه مگر یافت، x∗ نقطه از q
اکید که دارد موضعی جواب (2.1) مساله باشد، مثبت معین نیمه ZTGZ اگر که می�دهد نشان

نیست.

KKT دستگاه از مستقیم جوابی 3.1
می�کنیم�. بحث ،(3.1) KKT دستگاه کردن حل براي موثر روش�هاي مورد در بخش این در

است. نامعین همیشه KKT ماتریس باشد، m ≥ ١ اگر که است این مهم مشاهده اولین

به که می�کنیم تعریف (n+, n−, n٠) تایی سه را ،K متقارن ماتریس لختی3 .1.3.1 تعریف
3Inertia
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می�دهد: نشان را صفر و منفی مثبت، ویژه�هاي مقدار تعداد ترتیب
inertia(K) = (n+, n−, n٠)

باشد. m برابر A سطري مرتبه�ي و شده مشخص (5.1) به�وسیله K کنید فرض .2.3.1 قضیه
سپس

inertia(K) = inertia(ZTGZ) + (m,m, ٠).

.inertia(K) = (n,m, ٠) باشد، مثبت معین ZTGZ اگر بنابراین

شود. مراجعه [19] به برهان بررسی �به�منظور برهان.

Kمتناظر ،۵×۵ ماتریس اگر بنابراین می�سازد. برقرار را 2.3.1 قضیه فرض�هاي 2.2.1 مثال
که: دید خواهیم ،2.3.1 قضیه و مثال این اطلاعات از استفاده با بسازیم، را (8.1) مساله با

inertia(K) = (٣, ٢, ٠).

KKT دستگاه تجزیه 1.3.1
سپس و KKT ماتریس مثلثی4 تجزیه� از استفاده ،(3.1) دستگاه حل براي انتخاب یک
ماتریس 2.3.1 قضیه� طبق چون است. مثلثی عامل�هاي به�وسیله� پسرو و پیشرو جایگذاري
حذف روش از استفاده با کرد. استفاده نمی�توان چولسکی5 تجزیه� از است، نامعین KKT

یک روش� این اما کرد. محاسبه را U و L عامل�هاي می�توان نیز جزئی) محور�یابی (با گوسی6
این در که راهکاري می�کند. پوشی چشم KKT ماتریس تقارن از که است این آن و دارد عیب
روش این درمورد آ�.2 (در می�باشد متقارن7 نامعین تجزیه�ي از استفاده می�باشد، موثر�تر حالت
دارد: زیر شکل به قالبی K متقارن ماتریس براي تجزیه این است). شده داده توضیح تجزیه

P TKP = LBLT , (12.1)
4Triangular Factorization
5Cholesky Factorization
6Gaussian Elimination
7Symmetric Indefinite Factorization
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با قطري بلوکی ماتریسی B و مثلثی پایین ماتریسی L جایگشتی، ماتریس یک P ماتریس که
براي P ماتریس توسط شده تعریف متقارن جایگشت�هاي می�باشد. ٢× ٢ �یا ١× ١ بلوك�هاي
ارزش شده�اند. معرفی می�باشد، تنک و بزرگ K که حالی در محاسبات عددي پایداري حفظ
تنک8 گوسی حذفی روش محاسباتی هزینه نصف حدود در (12.1) تجزیه محاسباتی هزینه و

می�باشد.
انجام ضرائب ماتریس بر را متقارن نامعین تجزیه�ي ابتدا (3.1) دستگاه حل به�منظور

می�کنیم: پیگیري جواب به رسیدن براي را زیر عملیات سپس و می�دهیم
کن. حل z آوردن دست به به�منظور را Lz = P T

[
g
h

]
دستگاه (1

کن. حل ẑ آوردن به�دست به�منظور را Bẑ = z دستگاه (2
کن. حل z̄ آوردن به�دست به�منظور را LT z̄ = ẑ دستگاه (3

.

[
−p
λ∗

]
= P z̄ بده: قرار (4

مولفه�هاي در ساده جابه�جایی چند به�صورت بردار، یک در P T یا P ماتریسجایگشت ضرب
کردن حل مستلزم Bẑ = z دستگاه حل می�باشد. هزینه کم عملیاتی که می�شود، انجام بردار
مضرب برابر لازم عملیات تعداد بنابراین می�باشد، (٢× ٢) یا (١× ١) کوچک دستگاه تعدادي
مثلثاتی جانشین�سازي اما می�آید. به�شمار هزینه کم همچنان که می�باشد، m + n از کوچکی
به معمولاً اما است، مساله تنکی میزان به وابسته آن، دقیق هزینه است. هزینه�بر LT یا L با
براي تجزیه روش این می�باشد. (12.1) تجزیه محاسباتی هزینه از کمتر توجهی قابل مقدار
سختی اما می�باشد. موثر کاملاً مسائل از بسیاري در ،(n + m) × (n + m) ،KKT ماتریس
ماتریس از واقع در نباشد، تنک اصلی ماتریس اندازه به L که است زمانی تجزیه این از استفاده

گردد. چگال�تر اصلی
شدن تنک روي E محوري بلوك�هاي انتخاب تاثیر گرفته�ایم، نادیده را آن تاکنون آنچه
مهم زمانی موضوع این گرفتن نظر در می�باشد. L ماتریس درایه�هاي شدن بزرگ یا L ماتریس

8Sparse Gaussian Elimintion
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عملیات تعداد 3 و 1 گام�هاي در حالت این در هستیم. روبرو بزرگ ابعاد در مساله با که می�شود
درایه�هاي بزرگی و تنکی ،L بعد شدن بزرگ نتیجه در داریم. نیاز L تجزیه براي توجهی قابل
توجهی قابل به�طور ذخیره�سازي میزان و cpu زمان بر عوامل این چون می�شوند، اهمیت قابل آن
می�توان را [17 ،14 ،12] در پیشنهادي راهکارهاي وضعیت، بهبود به�منظور هستند. گذار تاثیر

داد. قرار بررسی مورد

تجزیه و KKT ماتریس تشکیل با بگیرید. نظر در را 2.2.1 مثال در (8.1) مساله .3.3.1 مثال
خواهیم شده�اند) انتخاب شده، بیان آ�.2 در که روشی با E محوري (بلوك�هاي متقارن نامعین

داشت:

K =


۶
٢
١
١
٠

٢
۵
٢
٠
١

١
٢
۴
١
١

١
٠
١
٠
٠

٠
١
١
٠
٠

 ,

B =


۶
٢
٠
٠
٠

٢
۵
٠
٠
٠

٠
٠

٣٫ ١٩٢٣
٠٫ ٩۶١۵

٠

٠
٠

٠٫ ٩۶١۵
−٠٫ ١٩٣٣

٠

٠
٠
٠
٠

−٠٫ ٣٢۵٠

 ,

L =


١
٠

٠٫ ٠٣٨۵
٠٫ ١٩٢٣
−٠٫ ٠٧۶٩

٠
١

٠٫ ٣٨۴۶
−٠٫ ٠٧۶٩
٠٫ ٢٣٠٨

٠
٠
١
٠

٠٫ ١٢۵١

٠
٠
٠
١

٠٫ ٢٢۴۵

٠
٠
٠
٠
١

 , P = I۵×۵.

می�دهیم: انجام را زیر عملیات x = (٠, ٠, ٠) گرفتن نظر در و شده انجام تجزیه از استفاده با

داشت: خواهیم ،Lz = P T

[
g
h

]
دستگاه حل با .1

z = (−١٫−,٣−,٨ ۵٣٨۴,−١٫ ۶٩٢٣, ٠٫ ۶۴٩٣).
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ẑ = (−١٫ ٠٫−,٣٠٧٧ ٠٧۶١٫−,٩ ٢۴٨۴, ٢٫ ۵۴۴١٫−,٩ ٩٩٧٩) ،Bẑ = z دستگاه حل با .2
می�شود. حاصل

z̄ = (−١٫ ٩٩٨۶, ٠٫ ٩٩٨۴,−٠٫ ٩٩٨۵, ٢٫ ٩٩٣۴,−١٫ ٩٩٧٩) برابر ،LT z̄ = ẑ دستگاه جواب .3
شد. خواهد

داشت: خواهیم p = x∗ − x گرفتن نظر در و
[
−p
λ∗

]
= P z̄ دادن قرار با نهایت در .4

x∗ = (١٫ ٩٩٨۶,−٠٫ ٩٩٨۴, ٠٫ ٩٩٨۵), λ∗ = (٢٫ ٩٩٣۴,−١٫ ٩٩٧٩). (13.1)

همراه کردن گرد خطاي با متقارن نامعین تجزیه است، شده اشاره هم آ�.2 در که �همان�طور
می�باشد. (9.1) و (13.1) در شده ظاهر تفاوت موجب خطا همین و است

شور مکمل روش 2.3.1
حسب بر خطی یکدستگاه آوردن به�دست به�منظور می�گیریم، درنظر مثبت معین ماتریسGرا

می�کنیم�: کم دوم معادله از وسپس کرده ضرب AG−١ در را (3.1) دستگاه اول معادله ،λ∗

(AG−١AT )λ∗ = (AG−١g − h). (14.1)

معادله از استفاده با سپس و می�کنیم� حل λ∗ براي را آمده به�دست متقارن معین مثبت دستگاه
می�آوریم: به�دست را p ،(3.1) اول

Gp = ATλ∗ − g. (15.1)

حاصل و کرده جمع آن دوم سطر با کرده، ضرب −AG−١ در را (4.1) ماتریس اول سطر اگر
داشت: خواهیم را زیر ماتریس کنیم، جایگزین دوم سطر در ]را

G AT

٠ −AGAT

]
(16.1)

گفته ،(5.1) K ماتریس در G ماتریس شور9 مکمل ،AG−١AT ماتریس به علمی اصطلاح در
(15.1) و (14.1) روابط (4.1) دستگاه براي بلوکی حذفی رویه این اعمال به�وسیله می�شود�.

9�Schur Complement

12



می�آیند. به�دست
معکوس براي صریح فرمول �یک آوردن به�دست به�منظور شور مکمل روش مشابه روشی از

می�کنیم: استفاده (4.1) در KKT ماتریس
[
G AT

A ٠

]−١

=

[
C E
ET F

]
,

(17.1)

آن در که
C = G−١ −G−١AT (AG−١AT )−١AG−١,

E = G−١AT (AG−١AT )−١,

F = −(AG−١AT )−١.

به�دست معکوس این در راست طرف از (4.1) تساوي ضرب به�وسیله می�تواند (4.1) جواب حال
�آید.

،x ∈ R٣ انتخاب هر با و (14.1) دستگاه تشکیل ،(8.1) مساله گرفتن نظر در با .4.3.1 مثال
�پرداخت: λ∗ به�محاسبه می�توان داده�ایم، قرار مدنظر را x = (−١, ۵, ٢) اینجا در که

[
٠٫ ۴٨١٩ ٠٫ ١٠٨۴
٠٫ ١٠٨۴ ٠٫ ٣۴٩۴

] [
λ∗

١
λ∗

٢

]
=

[
١٫ ٢٢٨٩
−٠٫ ٣٧٣۵

]
=⇒ λ∗ =

[
٣
−٢

]
(18.1)

داشت: خواهیم (15.1) و λ∗ از استفاده با
 ۶ ٢ ١

٢ ۵ ٢
١ ٢ ۴

 x∗
١ + ١

x∗
٢ − ۵

x∗
٣ − ٢

 =

 ۵
−٢۶
−١٣

 =⇒ x∗ =

 ٢
−١

١

 (19.1)

پوچ فضاي روش 3.3.1
ZTGZ و دارد کامل سطري رتبه A �یعنی باشد، برقرار 1.2.1 لم شرایط کنیم فرض اکنون
داشته ،Z پوچ، فضاي پایه� ماتریس از اطلاعاتی که است نیاز همچنین است. مثبت معین
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