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چͺیده

برای مطلوب شرایط و �است گرفته قرار بررسͬ مورد اقتصادی پدیده ͷی از پیشرفته�ای مدل پایان�نامه این در

است. گردیده� معرفͬ آربیتراژ از عاری جواب

بحث است. تصادفͬ دیفرانسیل معادلات اقتصادی، پدیده�های گونه این مطالعه�ی برای ابزار مهمترین

کاربردهای حال عین در که مͬ�باشد ریاضیات مباحث پیچیده�ترین از ͬͺی تصادفͬ دیفرانیسل معادلات

احتمال نظریه�های و حقیقͬ آنالیز مانند موضوعاتͬ به باید آن عمیق و دقیق مطالعه�ی برای و دارد نیز فراوانͬ

مطالعه مورد را احتمال و آنالیز از مقدماتͬ و تعاریف ابتدا نامه پایان این در لذا باشیم داشته کافͬ تسلط

و وجود قضایای و است گردیده معرفͬ تصادفͬ دیفرانیسل معادله کلͬ فرم دوم فصل در سپس ایم داده قرار

را کسری تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و کسری براونͬ حرکت سوم فصل در شده�اند. آورده جواب یͺتایͬ

را اقتصادی مساله�ی ͷی از ریاضͬ مدل ͷی عنوان به شولز ͷبل مدل چهارم فصل در نهایت در و آورده�ایم

کرده�ایم. بررسͬ تصادفͬ دیفرانیسل معادلات کاربرد از نمونه�ای عنوان به

بلͷشولز. مدل تصادفͬ، دیفرانسیل معادلات براونͬ، حرکت کسری، انتͽرال کسری، مشتق کلیدی: واژگان



ণپاس�ච໋اری...

معرفت و علم نور واسطه به و آراست عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

مͬ�رساند. سعادت و هدایت روشنایͬ به ضلالت و جهل ظلمت از را او

شائبه بͬ زحمات از است لازم شده�ام تحقیق این انجام به موفق متعال خداوند یاری و لطف با که ͷاین

انجام طول در ایشان دریغ بͬ محبت�های از و کنم قدردانͬ و تشͺر کریمͬ مجید دکتر جناب ارجمند، استاد

سپاسͽزارم. خالصانه نامه پایان این نͽارش و تحقیق این

پایان این در آنان داوری که سبزواری دکتر آقای جناب و آبادی دولت دکتر آقای جناب ارجمند، استادان از

آقای احمدی، دکتر آقای بزرگوار، اساتید دیͽر از همچنین دارم. را تشͺر کمال بوده، من افتخار باعث نامه

دارم. را فراوان تشͺر کردم تجربه و علم کسب محضرشان در که محمدحسنͬ دکتر خانم و مقدری دکتر

مͬ�کنم. قدردانͬ صمیمانه نیز بوده�اند برایم محͺمͬ پشتوانه همواره که مهربانم خانواده�ی از پایان در و

این که باشد نمایم، جبران نمود یاری راه این در مرا که آنͺس هر زحمات از ͬͺکوچ بخش بتوانم است امید

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ کوچͺترین

دଌঁن ৤ජ໑مৗورا
৘඼ෙ७ور۱۳۹۲
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پیشͽفتار

آن، متغیر چند یا ͷی آن در که است معادله�ای مͬ�نامند، SDE اختصار به که تصادفͬ دیفرانسیل معادله

است. تصادفͬ فرآیند ͷی نیز معادلات این جواب نهایت در و باشد تصادفͬ فرآیند

تغییرات سهام[٩]، قیمت تغییرات مانند تصادفͬ پدیده�های کردن مدل برای تصادفͬ دیفرانسیل معادلات

معادلات این� معمولا مͬ�روند. کار به حرارتͬ سیستم�های و جمعیت ͷدینامی قبیل از مختلف سیستم�های

١٨٢٨ سال در ٢ براون رابرت بار اولین داده�اند. جای خود در براونͬ حرکت مشتق عنوان به را ١ سفید نویز

حرکت که کرد ثابت ١٩٠۵ سال در ٣ انیشتین است. حرکت دارای مایع درون در گیاه گرده که کرد مشاهده

است. مایع مولͺول�های بمباران دلیل به ذرات این

و ͬͺفیزی پدیده�های مدل�سازی در و دارد فراوانͬ کاربردهای نیز کسری براونͬ حرکت براونͬ، حرکت مانند

استاندارد براونͬ حرکت از پارامتری ͷی تعمیمͬ کسری براونͬ حرکت مͬ�شود. گرفته کار به غیره و اقتصادی

تغییر (٠, ١) از بازه�ای در مͬ�شود داده نشان H با و است معروف ۴ هرست پارامتر به که پارامتر این است.

ادوین هارولد است. استاندارد براونͬ حرکت با متناظر کسری، براونͬ حرکت H = ١
٢ حالت در مͬ�کند.

بینͬ پیش جهت نیل رودخانه بررسͬ و مطالعه تحقیقاتش از ͬͺی که بود انͽلیسͬ شناس آب ͷی ۵ هرست

دارای نیل رود آب سطح نوسانات که داد نشان و کرد طراحͬ آزمایشͬ او بود. سال ͷی در طغیان�ها تعداد

خاصیت این دارای H > ١
٢ حالت در استاندارد، غیر کسری براونͬ حرکت هستند. مدت طولانͬ ͬͽهمبست

مͬ�تواند مشخص زمانͬ بازه ͷی در رودخانه ͷی آب ارتفاع سازی مدل برای مثال، عنوان به رو این از و است

نویز ͷی نمو�هایش بودن مستقل دلیل به استاندارد براونͬ حرکت که است حالͬ در این و باشد کاربرد دارای

ͬͽهمبست دارای مجزا بازه�های در آن�ها نوسانات که پدیده�هایͬ توصیف برای رو این از و است بͬ�حافظه

١White noise ٢R.Brown ٣A.Einstein ۴Hurst ۵Harold Edwin Hurst

پ



باشد. مناسب نمͬ�تواند هستند

حالت (در H ̸= ١
٢ حالت در کسری براونͬ حرکت که حالͬ در است مارتینͽل استاندارد، براونͬ حرکت

به است. �تر مشͺل فرآیندها این مطالعه�ی رو این از نیست. نیم�مارتینͽل حتͬ و مارتینͽل استاندارد) غیر

تعریف برای ایتو حسابان از نمͬ�توان نیست نیم�مارتینͽل استاندار، غیر کسری براونͬ حرکت چون مثال عنوان

به را کسری براونͬ حرکت اصطلاح ١٩۶٨ سال در ١ نس ون و مندلبرات کرد. استفاده تصادفͬ انتͽرال

کردند. تعریف استاندارد براونͬ حرکت به نسبت تصادفͬ انتͽرال ͷی عنوان

در زیادی کاربردهای و مͬ�شود تعریف کسری براونͬ حرکت از استفاده با کسری تصادفͬ دیفرانسیل معادله

،٢ ͹دیون چون اشخاصͬ و دارد سنجͬ بینایͬ دستͽاه ساخت در حتͬ و گرما و نور انتشار مخابرات،

پرداخته�اند. مختلف دیدگاه�های با تصادفͬ فرآیندهای از رده این مطالعه�ی به ... ،٣ کارمونا

که است مالͬ ریاضیات در کسری تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و کسری براونͬ حرکت کاربرد�های از ͬͺی

مͬ�کنیم. اشاره آن به نامه پایان این در

ریشه�های و دارد قدرت قرن ͷی از بیش اندکͬ مالͬ، مشتقات و قیمت�گذاری مساله حل به نوین رویͺرد

١٩٠٠ سال در دکترایش رساله در وی کرد. جستجو ۴ بشیلیه لویس فرانسوی، ریاضͬ�دان آثار در باید را آن

ترتیب بدین کرده�است. بررسͬ را مالͬ بازارهای ریاضͬ مدل�سازی و براونͬ حرکت مانند اساسͬ موضوعاتͬ

استفاده خود مدل�سازی�های در آن از براونͬ حرکت درباره انیشتین مشهور مقاله انتشار از پیش سال پنج بشیلیه

کرده�است.

ادعاهای و امتیاز�ها گذاری ارزش برای ۵ بلͷ-شولز معادله به مربوط مالͬ ریاضیات در پیشرفت مهمترین

و ͷبل فیشر نام�های به اقتصاددان دو توسط که مدل این رسید. چاپ به ١٩٧٣ سال در که است مشروط

محاسبه برای کمیتͬ ابزار اولین که است معادلات از مجموعه�ای صورت به شده�است معرفͬ شولز مایرون

مͬ�شود. محسوب اختیارها قیمت

در مͬ�باشد نموها ͬͽهمبست خاصیت دارای براونͬ، حرکت خلاف بر کسری براونͬ حرکت که آنجایͬ از

حرکت جایͽزینͬ با مͬ�توانند که است شده معطوف امر این به اقتصاددانان و ریاضͬ�دانان توجه اخیر سال�های

[۵،۶،٧،١٢،١٣] باشد تͺراری الͽوهای دارای که یابند دست معادلاتͬ به براونͬ حرکت جای به کسری براونͬ

١Mandelbrot-Van Ness ٢Dung ٣Carmona ۴Louis Bechelier ۵Black-Scholes

ت



از نامه پایان این در دارد. زیادی کاربرد اقتصاد و مالͬ ریاضیات مخصوصا مختلف علوم در موضوع این و

مͬ��کنیم. استفاده براونͬ حرکت جای به کسری براونͬ حرکت

کامل و کارآمد بازار در که مͬ�پردازیم اقتصاد دنیای در آربیتراژ فرصت مفهوم به نامه پایان این در همچنین

که مͬ�آورد بوجود را امͺان این بازار، در آربیتراژ فرصت نبود واقع در مͬ�باشد. برخوردار زیادی اهمیت از

این که کند فͺر کسͬ شاید مͬ�باشند. یͺسان فرصت ͷی دارای مͬ�کنند سرمایͽذاری بازار در که کسانͬ تمام

مͬ�باشد فرصت این نبود کارآمد و خوب بازار ͷی کار اساس ولͬ مͬ�شود بازار در قیمت ثبات باعث فرصت

ͷی قیمت اگر واقع در کنند. استفاده فرصت�ها این از نتوانند مͬ�گویند آربیتراژگران آنها به که اشخاصͬ تا

نمͬ�آید. بوجود فرصت این باشد یͺسان بازار مختلف قسمت�های در مشخص سهام

و مهم تعاریف شده�است سعͬ دارد تصادفͬ فرآیند�های با زیادی ارتباط پایان�نامه این موضوع که آنجایͬ از

اثبات بدون تصادفͬ فرآیند�های و آمار به مربوط قضایای و شود ذکر اول فصل در �نامه پایان این برای ضروری

شود. آورده مرجع ذکر با ولͬ

ث



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف



مقدماتͬ تعاریف .١ فصل شده فیلتر فضای و تصادفͬ فرآیند�های بر مقدماتͬ .١.١

شده فیلتر فضای و تصادفͬ فرآیند�های بر مقدماتͬ ١.١

داده�ها فضای نام به مجموعه�ای تشͺیل آزمایش، از حاصل داده�های تصادفͬ، آزمایش ͷی برای مدل هر در

از مجموعه�ی زیر ͷی آزمایش، این در (پیشامد) نمونه فضای ͷی از مقصود مͬ�دهیم. نشان Ω با که مͬ�دهد

حاصل گردایه مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد Ω مجموعه�های زیر از برخͬ فقط بررسͬ�ها در معمولا اما است Ω

مͬ�نامیم. سیͽمایͬ میدان را باشد مطلوب خواص برخͬ دارای آنͺه شرط به پیشامد�ها این از

اگر: �گوییم میدان ͷی را Ω از F مجموعه زیر ،Ω مجموعه هر برای .١.١.١ تعریف

.∅,Ω ∈ F (١

است. A مجموعه متمم Ac آن در که Ac ∈ F آنͽاه A ∈ F اگر (٢

.A ∪B ∈ F آنͽاه A,B ∈ F اگر (٣

.٢.١.١ مثال

مͬ�دهیم. نمایش F٠ با و مͬ�نامیم بدیهͬ میدان ͷی را {∅,Ω} (١

مͬ�دهیم. نمایش FA با و مͬ�نامیم A مجموعه�ی بوسیله شده تولید میدان �را {∅,Ω, A, Ā} (٢

مͬ�دهیم. نمایش ٢Ω بصورت و مͬ�باشد Ω مجموعه�های زیر همه�ی میدان {A;A ⊆ Ω} (٣

بر علاوه اگر �گوییم سیͽمایͬ میدان ͷی را Ω از F مجموعه�ی زیر ،Ω مجموعه�ی هر �برای .٣.١.١ تعریف

کند: صدق زیر ویژگͬ در بالا، ویژگͬ ٣

.
∪∞

i=١ Ai ∈ F آنͽاه i ∈ N هر برای Ai ∈ F اگر

سیͽمایͬ میدان کوچͺترین ،Ω مجموعه زیر از U خانواده هر برای بورل). سیͽمایͬ (میدان ۴.١.١ مثال

اگر مثال، طور به مͬ�نامیم. U توسط شده تولید میدان را آن و مͬ�دهیم نمایش HU با را باشد U شامل که

آنͽاه ( Ω = Rn مثال عنوان (به باشد Ω توپولوژی فضای از باز مجموعه�های زیر همه�ی از مجموعه�ای U

مͬ�نامیم. بورل مجموعه�ی ͷی Bرا ∈ B عضو هر و مͬ�نامیم Ω روی بورل سیͽمایͬ میدان ͷی را B = HU

همه�ی و پذیر شمارش اجتماعهای همه�ی بسته، مجموعه�های زیر همه�ی باز، مجموعه�های زیر همه�ی شامل B

مͬ�باشد. پذیر شمارش های اشترک

٢
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ساخت. اندازه فضای ͷی توان مͬ (Ω,F) مرتب زوج در اندازه ͷی دادن قرار با

که است P : F −→ [٠, ١] تابع ͷی (Ω,F) اندازه فضای روی P احتمال اندازه ͷی .۵.١.١ تعریف

. P (Ω) = ١, P (∅) = ٠ (١

آنͽاه باشند مجزا دو دوبه مجموعه�ای از دنباله�ای {Ai}∞i=١ و A١, A٢, ... ∈ F اگر (٢

P

(
∞∪
i=١

Ai

)
=

∞∑
i=١

P (Ai).

F اگر مͬ�نامیم کامل احتمال فضای ͷی را آن همچنین . گوییم احتمال فضای را (Ω,F , P ) تایͬ سه

یعنͬ باشد، صفر خارجͬ -اندازه P با Ω از G مجموعه�ها�ی زیر همه�ی شامل

P ∗(G) := inf{P (F );F ∈ F , G ⊂ F} = ٠.

بصورت F سیͽمایͬ میدان�های از خانواده�ای ،(Ω,F) روی F افزایشͬ فیلتر ͷی .۶.١.١ تعریف

F = {F٠, ...,Ft, ...,FT}

.Fs ⊂ Ft آنͽاه ٠ ≤ s ≤ t اگر و Ft ∈ F ،t ≥ ٠ هر برای که مͬ�باشد

با اطلاعات که مͬ�کنیم مشاهده و مͬ�باشد زمان گذشت با اطلاعات جریان مدلسازی F فیلتر واقع در

مͬ�شوند. بیشتر و بیشتر زمان افزایش

هر برای یعنͬ باشد، پیوسته راست از F فیلتر و باشد صفر اندازه با مجموعه�های تمام شامل F٠ اگر

،٠ ≤ t ≤ ∞

Ft =
∩
s>t

(Fs),

�گوییم. استاندارد را F فیلتر آنͽاه

شده�است. گرفته نظر در استاندارد فیلترهای فقط پایان�نامه این سراسر در

مͬ�باشد. فیلتر ͷی از مثالͬ F = {F٠,FA, ٢Ω} .٧.١.١ مثال

.A ∈ F هر�گاه گوییم اندازه�پذیر - F را A ∈ Ω مجموعه�ی� زیر ͷی .٨.١.١ تعریف

است. Rn به Ω از اندازه�پذیر - F تابع ͷی X تصادفͬ متغیر ͷی .٩.١.١ تعریف

٣



مقدماتͬ تعاریف .١ فصل شده فیلتر فضای و تصادفͬ فرآیند�های بر مقدماتͬ .١.١

در را نامنفͬ اعداد از [a, b] بازه مͬ�توان اما مͬ�گیریم نظر در [٠,∞) بازه را T اندیس�گذار مجموعه�ی

گرفت. نظر

احتمال فضای روی X = {Xt}t∈T مقدار حقیقͬ تصادفͬ متغیرهای از گردایه�ای .١٠.١.١ تعریف

�گوییم. تصادفͬ فرآیند ͷی را (Ω,F , P )

Xt ،t ∈ [٠,∞) هر برای اگر گوییم سازگار را F فیلتر تحت X تصادفͬ فرآیند .١١.١.١ تعریف

باشد. پذیر -اندازه Ft

تابع ω ∈ Ω هر برای .١٢.١.١ تعریف

t −→ Xt(ω), t ∈ T

مͬ�خوانند. پیوسته را فرآیند آنͽاه باشد پیوسته مسیر این اگر و �گوییم تصادفͬ فرآیند از مسیر ͷی را

که داریم ω −→ Xt(ω) صورت به Xt تصادفͬ متغیر ͷی باشد، ثابت که t ∈ T هر برای کنید توجه

تابع ͷی بصورت را فرآیند ͷی مͬ�توان بنابراین مͬ�شود. نامیده تصادفͬ فرآیند از مسیر ͷی بالا تعریف مانند

است. تصادفͬ آنالیز شروع نقطه�ی مطلب این گرفت. نظر در (t, ω) −→ X(t, ω) متغیره دو

هر برای {a ≤ Xu ≤ b} بفرم مجموعه�های همه�ی شامل که سیͽمایͬ میدان کوچͺترین .١٣.١.١ تعریف

�گوییم. تصادفͬ فرآیند�های توسط شده تولید سیͽمایͬ میدان را باشد a, b ∈ R و ٠ ≤ u ≤ t

U ⊆ Rn باز مجموعه هر برای اگر گوییم پذیر اندازه - F را Y : Ω −→ Rn تابع ͷی .١۴.١.١ تعریف

باشیم داشته

Y −١(U) := {ω ∈ Ω;Y (ω) ∈ U} ∈ F .

بوسیله Rn روی µX احتمال اندازه ͷی تصادفͬ، متغیر هر برای

µX(B) = P (X−١(B))

مͬ�نامیم. X توزیع تابع ،µX را آن که مͬ�کنیم تعریف

۴
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عدد آنͽاه
∫
Ω
|X(ω)|dP (ω) < ∞ اگر

E(X) :=

∫
Ω

X(ω)dP (ω) =

∫
Rn

dµX(x)

و ریاضͬ امید را

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ),

صورت به که �گوییم X واریانس را Cov(X,X) همچنین مͬ�نامیم. (ͬͽهمبست) کوواریانس تابع

مͬ�باشد. V ar(X) = E(X٢)− (E(X))٢

اگر �گوییم هم از مستقل را A,B ∈ F مجموعه زیر دو .١۵.١.١ تعریف

P (A ∩B) = P (A) ∩ P (B).

است. تعمیم قابل متغیرها از متناهͬ تعداد برای تعریف این

آنͽاه باشند مستقل X, Y : Ω −→ R و تصادفͬ متغیر دو اگر

E(XY ) = E(X)E(Y ),

.E(|Y |) < ∞ و E(|X|) < ∞ که شرطͬ به

و (Ω,F , P ) روی تصادفͬ متغیر ͷی Y اگر .( سیͽمایͬ میدان به نسبت شرطͬ (امید ١۶.١.١ تعریف

دارد E[Yوجود |G] تابع آنͽاه باشد، داشته وجود E[Y ] اگر همچنین و باشد F سیͽمایͬ میدان زیر ͷی G

C ∈ G هر برای بطوریͺه

∫
C
Y dP =

∫
C
E[Y |G]dP.

دارد. نام G به نسبت Y شرطͬ امید است، یͺتا P به نسبت جا همه تقریبا که تابع این

است: برقرار شرطͬ امید برای زیر احͺام .١٧.١.١ گزاره

.E[Y |G] = Y جا همه تقریبا آنͽاه باشد پذیر اندازه G به نسبت Y اگر (١

.E[Y |G] = E[Y ] جا همه تقریبا آنͽاه، باشند مستقل G و E(Y ) اگر (٢

۵
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□ .[٣] در اثبات برهان.

µt١ , ...,tk اندازه�ی تابع ،X = {Xt}t∈T تصادفͬ فرآیند ͷی از متناهͬ�البعد). توزیع (تابع ١٨.١.١ تعریف

: صورت به n ∈ N , k = ١, ٢, ... برای Rnk روی که

µt١,...,tk(F١ × F٢ × · · · × Fk) = P [Xt١ ∈ F١, ..., Xtk ∈ Fk]; ti ∈ T,

Rn در بورل مجموعه�های F١, ..., Fk �گوییم. تصادفͬ فرآیند از متناهͬ�البعد توزیع تابع را مͬ�شود تعریف

هستند.

اگر است N (µ, σ٢) نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .١٩.١.١ مثال

P (a < X < b) =

∫ b

a

e−
(X−µ)٢

٢σ٢ dX ∀a, b ∈ R, a < b.

هستند. واریانس و ریاضͬ امید ،σ و µ که

باشد. نرمال آن توزیع تابع اگر �گوییم (نرمال) گوسͬ را X : Ω −→ R تصادفͬ متغیر .٢٠.١.١ تعریف

دارای اگر و باشد نرمال توزیع دارای آن تصادفͬ متغیرهای همه�ی که است فرآیندی گوسͬ، فرآیند ͷی

�گوییم. مرکزی گوسͬ فرآیند را باشد ١ واریانس و صفر میانͽین

H ∈ (٠, ١) پارامتر با متشابه خود −H ،X : [٠,∞)×Ω −→ R تصادفͬ فرآیند ͷی .٢١.١.١ تعریف

اگر مͬ�باشد

∀a > ٠, ∀t ≥ o Xat ∼ aHXt ,

است. رابطه طرف دو متناهͬ�البعد توزیع�های بودن یͺسان معرف ∼ جاییͺه

اگر است ایستا نمو دارای X : [٠,∞)× Ω −→ R فرآیند .٢٢.١.١ تعریف

∀s, t ≥ ٠ Xt+s −Xt ∼ Xs −X٠.

مͬ�باشد. یͺسان متناهͬ�البعد توزیع معنای به ∼ نماد هم جا این در که

۶
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فقط مͬ�گوییم) فرآیند نمو را Xt −Xs تفاضل t > s (برای فرآیند نمو که است این بیانͽر بالا تعریف

دارد. ͬͽبست s, t تفاضل به

برای اگر است مستقل نمو�های دارای X : [٠,∞)× Ω −→ R فرآیند .٢٣.١.١ تعریف

باشند. مستقل زیر تصادفͬ متغیر�های ،t١ ≤ t٢ ≤ ... ≤ tn

Xt٢ −Xt١ , Xt٣ −Xt٢ , ..., Xtn −Xtn−١ ,

و ایستا نمو دارای متشابه، خود −H بطوریͺه X : [٠,∞)× Ω −→ R تصادفͬ فرآیند ͷی .٢۴.١.١ لم

دارد: را زیر شرایط باشد، متناهͬ واریانس

.E(Xt) = ٠ ,∀t ≥ ٠ و X٠ = ٠ (١

.σ = E(X٢
١ ) جاییͺه ،E(X٢

t ) = t٢Hσ٢ ,∀t ≥ ٠ (٢

.Cov(Xt, Xs) =
σ٢

٢

(
t٢H + s٢H− | t− s |H

)
,∀s, t ≥ ٠ (٣

□ .[١۴] در اثبات برهان.

فرآیند فرآیند�ها، این معروفترین از ͬͺی که دارند زیادی کاربردهای متناهͬ�البعد، توزیع�های با فرآیند�های

مͬ�کنیم. معرفͬ را آن فصل همین در که مͬ��باشد براونͬ حرکت یا وینر

است. کلموگروف توسیع قضیه فرآیندهای، چنین وجود اثبات روش�های از ͬͺی

ͷی νt١,...,tk تابع اگر .k ∈ N و t١, ..., tk ∈ T کنید فرض .(١ کلموگروف توسیع (قضیه ٢۵.١.١ قضیه

مجموعه�های زیر همه�ی و {١, ..., k} روی σ جایͽشت هر برای بطوریͺه باشد Rnk روی احتمال اندازه�ی

شرط دو در ،Fi بورل

νtσ(١),···,tσ(k)
(F١ × · · · × Fk) = νt١,...,tk(Fσ−(١)١ × ...× Fσ−١(K)) (K١)

و

νt١,···,tk(F١ × · · · × Fk) = νt١,...,tk,tk+١,..,tk+m
(F١ × ...× FK ×Rn × ...×Rn) (K٢)

١Kolmogorov Extension

٧



مقدماتͬ تعاریف .١ فصل شده فیلتر فضای و تصادفͬ فرآیند�های بر مقدماتͬ .١.١

فضای ͷی آنͽاه کند صدق دارد، عامل k +m مجموعا (K٢) رابطه راست سمت که ،m ∈ N هر برای

k ∈ N و ti ∈ T هر برای Xt : Ω −→ Rn که Ω روی {Xt} تصادفͬ فرآیند ͷی و (Ω,F , P ) احتمال

بطوریͺه دارد وجود

νt١,···,tk(F١ × · · · × Fk) = P [Xt١ ∈ F١, ..., Xtk ∈ Fk].

□ .[١٨] در اثبات برهان.

Xt که �گوییم آنͽاه باشند. (Ω,F , P ) روی تصادفͬ فرآیند دو Yt و Xt که کنید فرض .٢۶.١.١ تعریف

باشیم داشته t هر برای اگر است Yt از نسخه ͷی

P ({ω;Xt(ω) = Yt(ω)}) = ١.

دارند. مشابهͬ متناهͬ�البعد توزیع Yt و Xt آنͽاه باشد Yt از نسخه ͷی Xt اگر که کنید توجه

کرد. استفاده تصادفͬ فرآیند�های مسیر ͬͽپیوست اثبات برای مͬ�توان آن از که مͬ�کنیم بیان را قضیه�ای زیر در

داشته وجود X = {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند که کنید فرض .( کلموگروف ͬͽپیوست (قضیه ٢٧.١.١ قضیه

که باشند داشته وجود α, β,D مثبت ثابت�های ،T > ٠ هر برای بطوریͺه باشد

E[|Xt −Xs|α] ≤ D|t− s|١+β, ٠ ≤ s, t ≤ T.

باشد. [٠, β
α
) مرتبه از هولدر ͬͽپیوست دارای که دارد وجود X از نسخه ͷی آنͽاه

□ . [١٨] در اثبات برهان.

این در که (Ω,F , P ) احتمال فضای روی X, Y نامنفͬ تصادفͬ متغیر برای مهم نامساوی چند زیر در

مͬ�کنیم. ذکر را داریم احتیاج آن به نامه پایان

داریم ١
p
+ ١

q
= ١ که p, q مثبت اعداد برای هولدر: نامساوی (١

E(X.Y ) ≤ (E(Xp))
١
p (E(Y q))

١
q .

،p ≥ ١ هر برای (٢

E|X + Y |p ≤ ٢p−١(E|X|p + E|Y |p).

٨
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ͷی p ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد متناهͬ واریانس با گوسͬ تصادفͬ متغیر دو X, Y اگر لاگرانژ: نامساوی (٣

بطوریͺه دارد وجود C ثابت

E|eX − eY |p ≤
(
E
[
e٢p|X| + e٢p|Y |]E|X − Y |٢p) ١

٢ .

(۴

E|eX − eY |p ≤ E|(X − Y ) sup
min(X,Y )≤x≤max(X,Y )

ex|p.

تصادفͬ فرآیندهای برای همͽرایͬ ٢.١

نوع چند باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر�های از دنباله�ای {Xn}n≥١ کنید فرض

مͬ�کنیم. بیان زیر در که کرد تعریف مͬ�توان دنباله این برای همͽرایͬ

اگر همͽراست X به LP در Xn گوییم p ≥ ١ برای .( Lp در (همͽرایͬ ١.٢.١ تعریف

lim
n→∞

E[|Xn −X|p] = ٠.

اگر است همͽرا X به جا همه تقریبا Xn گوییم .( (a.s) جا همه تقریبا (همͽرایͬ ٢.٢.١ تعریف

P [{ω ∈ Ω| lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}] = ١.

ε > ٠ هر برای اگر همͽراست احتمال در X به Xn گوییم .( احتمال در (همͽرایͬ ٣.٢.١ تعریف

lim
n→∞

P [{ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε}] = ٠.

کراندار پیوسته تابع هر برای اگر Xهمͽراست به توزیع Xnدر گوییم .( توزیع در (همͽرایͬ تعریف٢.١.۴

باشد. برقرار ، lim
n→∞

∫
Ω
g(Xn)dP =

∫
Ω
g(X)dP رابطه R در g

با معادل Lp در همͽرایͬ و مͬ�دهد نتیجه را احتمال در همͽرایͬ جا، همه تقریبا همͽرایͬ .۵.٢.١ قضیه

است. احتمال در همͽرایͬ

□ .[٣] در اثبات برهان.

٩
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تصادفͬ فرآیند هر برای تغییرات

مͬ�شود. تعریف زیر �بصورت [a, b] بازه در فرآیند، مسیر تغییرات X تصادفͬ فرآیند هر برای

را زیر تعریف ،πn = max
١≤i≤n

(tni − tni−١) که a = tn٠ < tn١ < · · · < tnn = b افراز هر و p ≥ ١ هر برای

داریم:

vp(X, πn) :=
n∑

i=١

|X(tni )−X(tni−١)|p.

اگر است متناهͬ تغییرات −p دارای X تصادفͬ فرآیند .۶.٢.١ تعریف

v٠
p(X) := lim

πn→٠
vp(X, πn)

. vp(X) := sup vp
πn

(X, πn) < ∞ اگر، است کراندار تغییرات دارای و باشد متناهͬ و موجود

مͬ�شود تعریف زیر صورت به πn افراز از [X,X]T مربعͬ تغییرات X تصادفͬ فرآیند برای .٧.٢.١ تعریف

[X,X]T := lim
πn→٠

n∑
i=١

|X(tni )−X(tni−١)|٢

احتمال). در باشد( داشته وجود حد اینͺه شرط به

صفر آن مربعͬ تغییرات آنͽاه متناهͬ، تغییرات دارای و باشد پیوسته X تصادفͬ فرآیند اگر .٨.٢.١ قضیه

است.

□ .[٣] در اثبات برهان.

١٠



مقدماتͬ تعاریف .١ فصل مارتینͽل�ها .٣.١

مارتینͽل�ها ٣.١

مارتینͽل ͷی F = (Ft)t≥٠ فیلتر به نسبت را (Ω,F , P ) روی Mt تصادفͬ فرایند ͷی .١.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم

است. پذیر اندازه - F تابع ͷی Mt تصادفͬ متغیر ،t هر برای (١

.E(|Mt|) < ∞ ،t هر برای (٢

.E(Ms|Ft) = Mt ،s ≥ t برای (٣

نسبت مارتینͽل فوق ͷیMt فرآیند به کنیم استفاده ≤ نامساوی از سوم خاصیت در تساوی جای به اگر

داریم. مارتینͽل زیر ͷی کنیم استفاده ≥ از اگر و گوییم F فیلتر به

دارد مختلف علوم در زیادی کاربردهای است مستقل گذشته�اش از آینده�اش اینͺه دلیل به مارتینͽل ͷی

شده�اند. تبدیل مالͬ بازار در قیمت�ها رفتار توصیف در مهم ابزار ͷی به بطوریͺه

مارتینͽل آنͽاه باشد پیوسته جا همه تقریبا t −→ Mt(ω) تابع ،Mt مارتینͽل ͷی برای اگر .٢.٣.١ تعریف

�گوییم. پیوسته را

. �گوییم تصادفͬ زمان ͷی را τ : Ω −→ R+ تصادفͬ متغیر هر .٣.٣.١ تعریف

هر برای اگر �گوییم، F = (F)t≥٠ فیلتر تحت توقف زمان ͷی را τ تصادفͬ زمان .۴.٣.١ تعریف

. {τ ≤ t} ∈ Ft ،t = ٠, · · ·, T

مͬ�باشند توقف زمان ͷی زیر موارد از ͷی هر آنͽاه باشند توقف زمان دو S, T کنید فرض .۵.٣.١ قضیه

.S ∧ T = min{S, T} (١

.S ∨ T = max{S, T} (٢

.S + T (٣

.α > ١ که αS (۴

١١


