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ৎعاฮی ૡযه

دوره آموزشͬ برنامه از قسمتͬ یافته تعمیم ویژه مقادیر یابͬ موضع عنوان با نامه پایان این
راهنمایͬ تحت عباسͬ زکیه دانشجو توسط کاربردی-آنالیزعددی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ
اهداف منظور به آن مطالب از استفاده است. شده تهیه سرگلزایͬ پرویز دکتر نامه پایان استاد
وبلوچستان سیستان دانشͽاه تͺمیلͬ تحصیلات حوزه به کتبͬ اطلاع و مرجع ذکر با آموزشͬ

باشد. مͬ مجاز

عباسͬ زکیه

هیئت توسط تاریخ ودر شود مͬ شناخته درسͬ واحد نامه پایان این
گرفت. تعلق آن به درجه و بررسͬ داوران

سرگلزایͬ پرویز دکتر راهنما استاد

- مشاور استاد

رضایͬ حسن دکتر

١ عامریداور عرب مریم دکتر

٢ داور

ب 

گلچین اکبر دکتر تکمیلͬ تحصیلات نماینده



ࢌاॻاصاଓฬ࠻ھدৎ

کار حاصل نامه پایان این در مندرج مطالب که کنم مͬ تأیید عباسͬ زکیه اینجانب
استفاده آن از نوشته این در که دیͽران پژوهشͬ دستاوردهای به و است اینجانب پژوهشͬ
هیچ احراز برای این از پیش نامه پایان این است. گردیده ارجاع مقررات مطابق است شده

است. نشده ارائه بالاتر یا سطح هم مدرک

باشد. مͬ بلوچستان و سیستان دانشͽاه به متعلق اثر این معنوی و مادی حقوق کلیه

عباسͬ زکیه دانشجو: خانوادگͬ نام و نام
امضا:

پ



ৎقدمଘدو॥تସ୍م:

باران

ت



ث 

චاری... ণپاس໋�

رهنمون و نͺرد دریغ من از را بیͺرانش الطاف که را مهربان خداوند گویم مͬ سپاس
داشت. ارزانͬ من به معرفت و علم پیشͺسوتان و اساتید کمالات و ادب سایه در را هایش
خلقش برای خادمͬ و راهش برای صادق رهروی خویش عنایت و لطف با که دارم آن امید
و دانش استاد های راهنمایͬ و ها حمایت از که است بایسته و شایسته میان این در باشم.
پایان این درج در علمͬ گاه تͺیه ترین مطمئن قطعا که سرگلزائͬ پرویز دکتر آقای جناب ادب
مشͺلات خم و پیچ در که اوست هم نمایم. ارادت عرض و تشͺر کمال قلبا بودند، نامه
است. بوده رهرو و روشنͽر غلتان، دری چون همواره سخنانش زندگانͬ و نامه پایان این

رضایͬ دکتر آقای جناب و عامری عرب دکتر خانم سرکار ارجمند و محترم اساتید از همچنین
کنم. مͬ تشͺر صمیمانه گرفتند برعهده را نامه پایان این داوری و مطالعه زحمت که

و سیستان دانشͽاه ریاضͬ گروه محترم اساتید کلیه نثار را تشͺر مراتب و سپاس نهایت در
عزیزان این برای و اند کشیده فراوانͬ زحمات بنده تحصیل دوران در که کنم مͬ بلوچستان

نمایم. مͬ موفقیت آرزوی
١٣٩٢ عباسͬخرداد زکیه



چൊیده

ج

مͬ معرفͬ ماتریس جفت ͷی برای ویژه مقادیر یابͬ موضع روش چندین نامه پایان این در
آن ی یافته تعمیم و مینیمال گرشͽورین معروف راه از ویژه مقادیر های یافته تعمیم و شود
بدست یابͬ موضع های مجموعه برای رسم و محاسبه های بخصوصروش آید. مͬ بدست
در بیشتر شود مͬ پرداخته آنها به که مطالبͬ شود. مͬ داده نشان ماتریس جفت ͷی از آمده
است ماتریس M و ماتریس H قطری، غالب اکیدا های ماتریس نامنفͬ، های ماتریس مورد

شود. مͬ بررسͬ نتایج کاربرد عددی های مثال با و
موضع یافته، تعمیم ویژه مقادیر گرشͽورین، قضیه گرشͽورین، مجموعه کلیدی: واژگان

مداد ماتریس ویژه، مقادیر یابͬ
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۵ مقدمه .١.١

مقدمه ١.١

مقادیر و آنها به مربوط روابط ها، ماتریس بردارها، لازم وقضایای تعاریف شامل فصل این
استفاده منابع از فصل تعاریفاین در است. مختلط و معمولͬ ویژه

است. شده

تعاریف ٢.١

را λ مختلط اسͺالر باشد. n ی مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی A کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
طوریͺه به باشد موجود X مانند Cn از صفر مخالف بردار ͷی اگر Aگوییم ی ویژه مقدار

نامند. مͬ λ ویژه مقدار نظیر A ویژه بردار را X بردار .AX = λX

n× n ابعاد با A = [aij ] ماتریس .٢.٢.١ تعریف

|aii| >
n∑

j=۱
j ̸=i

|aij | ∀i = ۱, . . . , n.

S مانند پذیری معͺوس ماتریس هرگاه گوییم متشابه را B ،A ماتریس دو .٣.٢.١ تعریف
که: بطوری باشد موجود

S−۱AS = B

به لازم دارند. یͺسانͬ ی ویژه مقادیر زیرا دارند یͺسان دترمینان و اثر متشابه، ماتریس دو
است. ویژه مقادیر مجموع برابر ماتریس ͷی اثر است ذکر

است. شده داده n ≥ ۱ شرط با A,B ∈ Cn,n های ماتریس .۵.٢.١ تعریف
همچنین شود. مͬ نامیده ماتریس دسته ͷی ،z مختلط پارامتر با A−zB ماتریسهای خانواده

با را A ماتریس طیفͬ شعاع باشد A ویژه مقادیر همه مجموع σ(A) اگر .۴.٢.١ تعریف
کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان ρ(A)

ρ(A) = maxλ∈σ(A)|λ|.

[۱۷,۱۱,۱۰,۶,۵,۲,۱]

هرگاه: گوییم قطری غالب اکیداً را



۶ قضایا و تعاریف .١

مجموعه مرتبه Cn,n×Cn,n ماتریسͬ فضای در است. شده شناخته نیز ماتریس جفت عنوان به
است. n مربعͬ، های ماتریس جفت همه

با متحد det(A − zB) اگر شود مͬ گفته منظم (A,B) ماتریس جفت ͷی .۶.٢.١ تعریف
ͷی بودن منفرد برای کافͬ شرط ͷی شود. مͬ نامیده منفرد موارد سایر در و نباشد صفر
(A− zB)x = ۰ ،z ∈ C هر برای بطوریͺه است x صفر غیر بردار ͷی وجود ماتریس جفت

نیست. لازم اما کافیست شرط این شود.

دهد. مͬ نشان تر صریح را مطلب این زیر مثال

A =

 ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰



ماتریس جفت اما شود (A−zB)x = ۰ که ندارد وجود صفری غیر بردار که شود مͬ ملاحظه
است. منفرد (A,B)

آنͽاه: باشد مرتب (A,B) ماتریس جفت اگر .٧.٢.١ تعریف

det(A− zB) = P (z) (١.١)

هست. n حداکثر درجه از و z برحسب ای جمله چند ͷی P (z) که است

بطوریͺه باشد داشته وجود ای λ ∈ C اگر (A,B) ماتریس جفت برای .٨.٢.١ تعریف
برای متناهͬ یافته تعمیم ویژه مقدار را λ آنͽاه شود det(A− λB) = ۰ یعنͬ باشد P (λ) = ۰
در ،Av = λBv که دارد وجود v ∈ C صفر غیر بردار ͷی و نامیم مͬ (A,B) ماتریس جفت
اگر این بر علاوه شود، مͬ نامیده (A,B) ماتریس جفت یافته تعمیم ویژه بردار v جا این

B =

 ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱





٧ تعاریف .٢.١

طبق و λ = ∞ آنͽاه باشد Av ̸= ۰ اما Bv = ۰ بطوریͺه باشد داشته وجود ۰ ̸= v ∈ Cn

آن متناظر ویژه بردار v مجددا و شود مͬ نامیده (A,B) نامتناهͬ ویژه مقدار λ ،Av = λBv

است.

رود. مͬ بͺار نامتناهͬ مقادیر برای هم و متناهͬ مقادیر برای هم ویژه مقدار جمله
اگر تنها و اگر است (A,B) متناهͬ ویژه مقدار λ ،(A,B) منظم ماتریس جفت داشتن با
که (A,B) منظم ماتریس جفت برای .det(A− λB) = ۰ یعنͬ باشد منفرد ماتریسͬ A− λB

B اگر تنها و اگر است n ،P (z) ای جمله چند درجه است، P (z) ̸= ۰ با det(A− zB) = P (z)

.r < n با است r ،P (z) درجه آنͽاه باشد منفرد ،B اگر که دهد مͬ نتیجه این باشد. نامنفرد
مقدار n− r که کنیم مͬ قرارداد مجددا و است r ،(A,B) متناهͬ ویژه مقادیر تعداد بنابراین
ای جمله چند باشد، n مرتبه از همانͬ ماتریس In که B = In اگر باشد. ∞ مانده باقͬ ویژه
ویژه مقادیر صفرش تا n همه پس است. P (z) = det(A − zIn) صورت به (١.١) در P (z)

ویژه های بردار و یافته تعمیم ویژه مقادیر را ها ماتریس جفت ویژه مقادیر هستند. A ی
نامیم. مͬ یافته تعمیم ویژه های بردار را آنها متناظر

ماتریس دسته (طیف (A,B) ماتریس جفت ویژه مقادیر ی همه مجموعه .٩.٢.١ تعریف
شود: مͬ داده نشان زیر بصورت شود) مͬ نامیده نیز

σ(A,B) = {z ∈ C; det(A− zB) = ۰} (٢.١)

تبدیل A استاندارد طیف به (A,B) ماتریس جفت طیف آنͽاه B = In ∈ Cn,n اگر وضوح به

که؛ شود مͬ ملاحظه آسانͬ به باشد نامنفرد B اگر همچنین شود. مͬ

det(A−B) = det(B−۱A− zIn) = ۰

شود. مͬ تبدیل B−۱A طیف به (A,B) ماتریس جفت طیف حالت این در بنابراین
ترین مناسب اینجا در زیر تعریف اما دارد وجود ها ماتریس M برای بسیاری های تعریف



٨ قضایا و تعاریف .١

است.

به است شده داده A = SI − B بصورت A ،n × n حقیقͬ ماتریس ͷی .١٠.٢.١ تعریف
کنید: فرض داراست. را منفͬ غیر های درایه ی همه Rn,n در B طوریͺه

ρ(B) = max{|λ|; λ ∈ σ(B)}

مͬ نامیده ماتریس M ،A ماتریس بنابراین است. B طیفͬ شعاع ی دهنده نشان ρ(B) که
باشد. ρ(B) < S اگر است نامنفرد ماتریس M ͷی A و باشد ρ(B) ≤ S اگر شود

ماتریس آنͽاه است شده داده A = [aij ] ∈ Cn,n مختلط ماتریس ͷی .١١.٢.١ تعریف
:۱ ≤ i, j ≤ n هر برای اگر شود مͬ نامیده A برای همسنجش ماتریس < A >= [mij ] ∈ Rn,n

mij =

{
|aii| i = j

−|aij | i ̸= j
(٣.١)

ماتریسصفر ͷی O اگر مفروضاست. A = [aij ماتریس[ نامنفͬ ماتریس تعریف١٢.٢.١.
است. (مثبت) نامنفͬ ماتریس ͷی A گوییم آنͽاه A ≥ O(> O) و باشد

n ،vn, . . . , v۲, v۱ کنید فرض است. مفروض A = [aij ] ∈ Cn,n ماتریس .١٣.٢.١ تعریف
،A از aij غیرصفر درایه هر برای نامیم. مͬ رئوس را ها آن که باشد دلخواه متمایز ی نقطه
باشد، aii ̸= ۰ اگر دهیم. مͬ نشان −−−−→(vi, vj) دار جهت کمان با را vj رأس به vi رأس اتصال

شود. مͬ نامیده حلقه ͷی −−−−→(vi, vi)

مͬ نمایش G(A) با که شود مͬ نامیده دار جهت گراف دار، جهت های کمان این ی همه
دهیم.



٩ تعاریف .٢.١

صورت به دار جهت های کمان از مجموعه ͷی .١۴.٢.١ تعریف

−−−−−−→
(vi, vi+۱),

−−−−−−−−→
(vi+۱, vi+۲), . . . ,

−−−−−−→
(vj−۱, vj)

است. انتهایͬ رأس ،vj و اولیه رأس ،vi که شود مͬ نامیده G(A)گراف در دار جهت یͷمسیر

نامیده قوی همبند ،A = [aij ] ∈ Cn,n ماتریس از G(A) دار جهت گراف .١۵.٢.١ تعریف
ͷی ،vj انتهایͬ رأس و vi ی اولیه رأس با ،vi و vj های رأس از جفت هر برای اگر شود مͬ

باشد. داشته وجود G(A) در دار جهت مسیر

{vn, . . . , v۲, v۱} کنید فرض ،A = [aij ] ∈ Cn×n ی شده داده ماتریس برای .١۶.٢.١ تعریف
کنیم.گراف مͬ وصل vj رأس به را vi رأس ،aij غیرصفر درایه هر برای باشند. رأسͬ نقاط

نامند. مͬ دوری گراف ͷی را حاصل

دهیم تشͺیل را ماتریس دوری گراف اگر است مفروض A ≥ O ماتریس .١٧.٢.١ تعریف
عدد دورها، تعداد مشترک علیه مقسوم بزرگترین اگر کنیم، محاسبه را آن دورهای تعداد و

گوییم. اولیه را ماتریس باشد ͷی

ͷی باشند. یͺسان ی مرتبه با m × n های ماتریس B و A کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف
λ نامیم. مͬ مداد ساده بطور با مداد ماتریس را A − λB صورت به ها ماتریس از مجموعه

نامیم. مͬ نیز (A,B) های ماتریس جفت را مجموعه این است. مختلط عدد ͷی

اگر شود مͬ گفته گون ستاره A ⊆ Rn مجموعه .١٩.٢.١ تعریف

باشد. مبدا شامل .١

.[١١] باشد بسته بازه ͷی A ∩ l مجموعه مبدا، از گذرنده l مانند خطͬ هر برای .٢



١٠ قضایا و تعاریف .١

مانند ای دنباله G(A) در γ قوی دور دهیم، نشان γ با را G(A) دورهای اگر .٢٠.٢.١ تعریف
.i۱ = ip+۱ و متمایزند {ij}pj=۱ اعضای .p ≥ ۲ که بطوری است صحیح اعداد از {ij}pj=۱

هستند. G(A) های کمان −−−−−→
VlpVlp+۱،. . .،

−−−→
Vl۱Vl۲ همچنین

فرم صفرند. غیر aipip+۱،. . .،ai۱i۲ یعنͬ A ماتریس متناظر های درایه ی همه گیریم مͬ نتیجه
شود: مͬ بیان زیر صورت به نیز قوی دور استاندارد

γ = (i۱i۲ . . . ip)

هستند. N مجموعه از متمایزی صحیح اعداد ip،. . .،i۱ که

قوی دور هیچ طوریͺه به باشد داشته وجود G(A) گراف از ای Vi راس اگر .٢١.٢.١ تعریف
نامیم. مͬ ضعیف دور ͷی را γ = (i) دور نͽذرد، آن از ای

هرگاه: گوییم نرمال را A ماتریس .٢٢.٢.١ تعریف

AA∗ = A∗A

بطوریͺه:
A∗ = (Ā)T .

قضایا ٣.١

λn, . . . , λ۲, λ۱ آن ی ویژه مقادیر و n×n ابعاد با مختلط ماتریسͬ A اگر (شور١) .١.٣.١ قضیه
که: بطوری است موجود U یͺانͬ ماتریس آنͽاه باشد،

U∗AU = T

تشͺیل λn, . . . , λ۲, λ۱ را آن قطری عناصر که باشد مͬ مثلثͬ بالا ماتریس ͷی T آن در که
دهد. مͬ

١Schur



١١ قضایا .٣.١

دارد. (ρ(A)) اش طیفͬ شعاع با برابر مثبت حقیقͬ ی ویژه مقدار ͷی A ماتریس .١

دارد. وجود ρ(A) برای X = [x۱, x۲, . . . , xn]T > ۰ بردار ͷی .٢

یابد. مͬ افزایش نیز ρ(A) ،A ماتریس های درایه افزایش با .٣

است. A ی ساده ی ویژه مقدار ͷی ρ(A) .۴

کند. مͬ صدق زیر ی رابطه در A ماتریس از ρ(A) ی ویژه مقدار .۵

sup
X>۰

{
min
i∈N

[∑
j∈N ai,jxj

xi

]}
= ρ(A) = inf

X>۰
{
max
i∈N

[∑
j∈N ai,jxj

xi

]}

صورت: این در باشد، xi, yi ≥ ۰ و ۱/p+۱/q = ۱ اگر هولدر٣) (نامساوی .٣.٣.١ لم

∑n
i=۱ xiyi ≤ (

∑n
i=۱ xpi )

۱/p
(
∑n

i=۱ yqi )
۱/q

A ماتریس همسنجش اگر شود، مͬ نامیده ماتریس H ͷی A = [aij ] ∈ Cn,n .۴.٣.١ قضیه
شود مͬ نامیده نامنفرد ماتریس H ͷی A مشابه بطور و باشد ماتریس M ͷی < A > یعنͬ

باشد. نامنفرد ماتریس M ͷی < A > اگر

٢Peron-Ferubinous
٣Holder

طوریͺه به باشد ناپذیر تحویل ماتریسحقیقͬ ͷی A اگر فروبنیوس٢) ـ (پرون .٢.٣.١ قضیه
آنͽاه: باشد، A ≥ O

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.



١٢ قضایا و تعاریف .١

که: بطوری باشد n ≥ ۲ با A = [aij ] ∈ Cn,n کنید فرض پلنͺاس۴) دیز (لوی .۵.٣.١ قضیه

|aii| > ri(A) ∀i ∈ N = {۱, . . . , n} (۴.١)

یعنͬ: شود مͬ تعریف iام) داریه (حذف A i-ام مطلق محذوف سطر مجموع ri(A) که

ri(A) =
∑

j∈N/{i}

|aij | ∀i ∈ N, (۵.١)

است. نامنفرد ماتریس ͷی A آنͽاه

آنͽاه: باشد n× n ابعاد با مختلط ماتریس A اگر شور) (نامساوی .۶.٣.١ قضیه

n∑
i=۱

|λi|۲ ≥ ||A||۲ (۶.١)

باشد. نرمال A اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

ناپذیر تحویل A ماتریس آنͽاه است. مفروض A = [aij ] ∈ Cn,n ماتریس .٧.٣.١ قضیه
باشد. قوی همبند G(A) دار جهت گراف اگر تنها و اگر است نشدنͬ) (ساده

۴L’ evy-Desplanqeus

کنید. مراجعه ٢٠٣ ی صفحه [١] مرجع به برهان.

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.

کنید. مراجعه [١] مرجع به برهان.



١٣ قضایا .٣.١

گرشͽورین دوایر

داریم: زیر شده داده ماتریس برای .٨.٣.١ مثال

A =

 ۱ i ۰
۱
۲ ۴ i

۲۱ ۰ ۷


r۱ = ۱, r۲ = ۱, r۳ = ۱,

D۱ = {z ∈ C : |z −۱| ≤ ۱},

D۲ = {z ∈ C : |z −۴| ≤ ۱},

D۳ = {z ∈ C : |z −۷| ≤ ۱}

از: عبارتند ویژه مقادیر

۹۶۴۱−۰٫۱۶۲۰i, ۴٫۰۶۴۱+۰٫۱۶۲۰i, ۶٫۹۷۱۸−۰٫۰۰۰۸i

های دایره نیز و ۱ ≤ p ≤ n − ۱ ،n ≥ ۲ کنیم فرض (٢ (گرشͽورین۵ .٩.٣.١ قضیه
که نوشت D(q) و D(p) هم از جدا ی مجموعه دو به بتوان را A ∈ Cn,n ماتریس گرشͽورین

۵Gerschgorin

:١ . ١ شͺل

اند. شده رسم ١ . ١ شͺل در آمده بدست دوایر که


