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چͺیده

معادلات عددی حل برای ۴ مرتبه فشرده متناهͬ تفاضل روش ارائه به نامه پایان این در
١ شرودینͽر معادله�ی شامل معادلات این مͬ�پردازیم. خطͬ غیر و خطͬ پاره�ای دیفرانسیل
و تلͽراف معادله�ی غیرخطͬ، و خطͬ بعدی دو شرودینͽر معادله�ی غیرخطͬ، و خطͬ بعدی

�هستند. بعدی دو وزش
بزرگ ابعاد با دستͽاه�های حل از پرهیز خاطر به بعدی، ٢ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای

مͬ�کنیم. استفاده متناوب جهت�های روش از
پایدار خطͬ، غیر و خطͬ بعدی، ٢ بعدی، ١ معادلات برای شده ارائه روش�های کلیه�ی
مͺان گام h و زمان گام τ که دارند O(τ 2 + h4) مرتبه�ی از همͽرایͬ نرخ و بوده نامشروط

است.

کلیدی واژگان

متناوب، جهت�های ضمنͬ روش فشرده، متناهͬ تفاضل روش پاره�ای، دیفرانسیل معادلات
خطا. تخمین



پیشͽفتار

این از برخͬ دارد. وجود جزئͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای مختلفͬ روش�های
این�جا در باشد. زیاد است ممͺن آن�ها عملیات حجم ولͬ بوده بالایͬ دقت دارای روش�ها
جزئͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای را ۴ مرتبه�ی فشرده�ی متناهͬ تفاضل روش ما

مͬ�کنیم. تشریح
تعاریف و پایه�ای مفاهیم اول فصل در است. فصل ۵ دارای نامه پایان این کلͬ طور به
ͷی شرودینͽر معادله�ی معرفͬ به دوم فصل است. شده آورده نیاز مورد مقدماتͬ قضایای و
خطͬ حالت ٢ در معادله این روی فشرده روش سازی پیاده به فصل این در و پرداخته بعدی
بررسͬ را خطͬ غیر و خطͬ حالت همͽرایͬ و خطͬ حالت پایداری و مͬ�پردازیم خطͬ غیر و
شرودینͽر معادله همان روی را متناوب جهت�های فشرده روش سوم فصل در مͬ�کنیم.
پایداری بررسͬ به نیز فصل این در مͬ�کنیم. ارائه خطͬ غیر و خطͬ حالت دو در دوبعدی

مͬ�پردازیم. خطͬ غیر حالت در آن همͽرایͬ و خطͬ حالت در شده ارائه روش
تلͽراف معادله روی فشرده متناوب جهت�های روش همان سازی پیاده چهارم فصل

است. نامشروط پایدار مͬ�دهیم نشان که مͬ�باشد
معادله�ی حل به ما و گرفته صورت نامه پایان این در که است پژوهشجدیدی پنجم فصل
نتایج پرداخته�ایم. ۴ مرتبه�ی متناوب جهت�های فشرده روش با بعدی دو حالت در وزش

مͬ�دهند. نشان را روش بالای دقت آمده به�دست
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١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف،

مͬ�دهیم. توضیح اختصار به نیازمندیم آن به نامه پایان این در که را مطالبͬ فصل این در

فشرده متناهͬ تفاضل های روش ١.١

تقریبͬ جواب�های �آوردن به��دست برای تاکنون ١٩٢٨ سال از متناه١ͬ تفاضل روش�های
گرفته�اند. قرار استفاده مورد ٣ (PDE) جزئͬ یا و ٢ (ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادلات
ابتدا که مͬ�باشد بدین�صورت دیفرانسیل معادلات حل برای متناهͬ تفاضل روش�های اعمال
در موجود مشتقات سپس مͬ�آوریم، به�دست منظم شبͺه�ای ساختار ͷی دامنه گسسته�سازی با

مͬ�زنیم. تقریب تفاضلͬ معادله�ی از استفاده با را دیفرانسیل معادله�ی
دیفرانسیل معادله تقریب لذا داریم، سروکار مجهول مقدار یا تابع مقدار با شبͺه از نقطه هر در
ͷی با را آن مͬ�توان که مͬ�شود تبدیل غیر�خطͬ یا خطͬ معادلات دستͽاه ͷی به نهایت در
تمایز وجه حاصل، دستͽاه و دیفرانسیل معادله�ی تقریب کرد.فرایند حل مناسب الͽوریتم

مͬ�باشد. متناهͬ تفاضل روش�های

استفاده جزئͬ، دیفرانسیل معادلات حل برای متناهͬ تفاضل روش�های ساده�ترین از ͬͺی
از خطایͬ که است معادله در موجود دوم و اول مراتب جزئͬ مشتقات برای مرکزی تقریب از
O(h2) از بیشتر آن�ها دقت مرتبه که روش�هایͬ است. نقاط گام طول h که دارد O(h2) مرتبه

مͬ�نامیم. بالا۴ مرتبه روش�های را است
١ Finite Difference Methods
٢ Ordinary Differential Equation
٣Partial Differential Equation
۴ High-order



٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

بعدی ͷی حالت در فشرده روش نقاط انتخاب الͽوی :١.١ شͺل

آورد، به�دست بالا دقت با متناهͬ تفاضل فرمول آن از استفاده با مͬ�توان که راه�هایͬ از ͬͺی
محاسباتمͬ�شود. انجام افزایشزمان باعث امر این اما مͬ�باشد؛ کوچͺتر گام طول از استفاده
موجود مشتقات تقریب برای بیشتر نقاط تعداد با الͽویͬ از باید ثابت، گام طول برای بنابراین
در همچنین و مͬ�شود ضرایب ماتریس باند پهنای افزایش باعث که کنیم استفاده معادله در
دقت مرتبه�ی مͬ�توانیم فشرده۵ روش�های از استفاده با اما مͬ�شویم. مشͺل دچار مرزی نقاط
افزایش ضرایب ماتریس باند پهنای این�که بدون دهیم، افزایش ۴ به ٢ از سادگͬ به را روش�ها

یابد.
نقاط دنبال به مͬ�دهیم قرار بحث مورد نامه پایان این در که فشرده�ای روش�های مجموعه
پیشرویخطای تقریبجملات با بلͺه نیست؛ معادله در تقریبمشتقاتموجود برای بیشتری
اصلͬ معادله�ی از گیری مشتق با را تقریب این و مͬ�آوریم به�دست بالاتری دقت مرتبه�ی برشͬ،
حاصل دستͽاه ماتریسضرایب که آن�جا از مͬ�آوریم. به�دست خطا جمله�ی در آن جایͽذاری و
فشرده روش�های دارد. نیاز کمتری زمان به و بوده ساده�تر دستͽاه حل بنابراین است قطری سه

دارند. کمتری خطای دیͽر متناهͬ تفاضل روش هر از ثابت، گام طول برای
حالت در را دیفرانسیل معادله در موجود مشتقات فشرده، الͽوی ͷی آوردن به�دست برای
سه حالت در و 3× 3 حداکثر با دوبعدی حالت در متوالͬ، نقطه سه 3 حداکثر با بعدی ͷی
و ٢.١ ،١.١ شͺل�های در ترتیب به که مͬ�آوریم به�دست نقطه 3 × 3 × 3 حداکثر با بعدی

شده�اند. داده نشان ٣.١
کمتر مجاور نقاط به نیاز دقت، افزایش بر علاوه بالا مرتبه�ی فشرده روش�های مزیت�های
مورد مسئله، حل برای کمتری زمان بنابراین و کمتر حافظه�ی که مͬ�شود باعث این و است

باشد. نیاز

۵ Compact Scheme



٣ فشرده متناهͬ تفاضل های روش .١.١

بعدی دو حالت در فشرده روش نقاط انتخاب الͽوی :٢.١ شͺل

بعدی سه حالت در فشرده روش نقاط انتخاب الͽوی :٣.١ شͺل



۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

مقدماتͬ تعاریف ٢.١

حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی {ej}∞j=0 فرضکنید (۶ گسسته گرانوال (نامساوی تعریف١.٢.١.
�که به�طوری باشد نامنفͬ

en+1 ≤ α+ β
∑n

j=0 ejτ, n ≥ 0,

داشت خواهیم را زیر نامساوی صورت این در هستند. مثبت ثابت�های τ و β و α ≥ 0 که

en+1 ≤ (α + τβe0)eβ(n+1)τ .

b = و a = [a1, a2, · · · , an] بردار دو داخلͬ ضرب داخل٧ͬ) (ضرب .٢.٢.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به [b1, b2, · · · , bn]

⟨a, b⟩ =
∑n

i=1 aibi = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به داخلͬ ضرب مختلط، بردار دو برای

⟨a, b⟩ =
∑n

i=1 aibi,

مͬ�باشد. bi مختلط مزدوج bi که
برداری فضای ͷی از عبارتست داخل٨ͬ ضرب فضای داخلͬ، ضرب مفهوم به توجه با

آن. روی بر مشخص داخلͬ�ای ضرب با مختلط) یا (حقیقͬ

داریم داخلͬ ضرب فضای ͷی از v و u بردار هر برای ( شوارتز٩ (نامساوی .٣.٢.١ تعریف

|⟨u, v⟩|2 ≤ ⟨u, u⟩ · ⟨v, v⟩,

به مͬ�توان را بالا نامساوی طرف، دو از دوم ریشه گرفتن با مͬ�باشد. داخلͬ ضرب ⟨0, 0⟩ که
نوشت زیر صورت

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥,

است. داخلͬ ضرب از حاصل نرم همان ∥0∥ که

۶ Discrete Gronwall’s inequality
٧Inner Product
٨ Inner Product Space
٩Schwarz inequality



۵ داخلͬ ضرب�های و نرم�ها .٣.١

نرم�دار، برداری فضای ͷی از v و u بردار هر برای ( مثلث١٠ͬ (نامساوی .۴.٢.١ تعریف
است برقرار زیر نامساوی

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.

باشند. ͷمتری فضای دو (Y, dY ) و (X, dX) فرضکنید لیپشیتز١١) (شرط تعریف٢.١.۵.
داشته وجود K ≥ 0 ثابت اگر مͬ�کند صدق شیتز لیپ شرط در f : X → Y تابع گوییم

باشد برقرار زیر رابطه�ی x1, x2 ∈ X هر برای به�طوری�که باشد

dY (f(x1), f(x2)) ≤ KdX(x1, x2).

مطلقا f : I → R تابع گوییم ، I ⊆ R کنید فرض پیوسته) مطلقا (تابع .۶.٢.١ تعریف
ازای به طوری�که به باشد داشته وجود δ > 0 مانند عددی ϵ > 0 هر ازای به هرگاه است پیوسته
{(an, bn)}n≥1 مانند ( باشد تهͬ آن�ها اشتراک (یعنͬ هم از جدا باز بازه�های زیر از دنباله هر
.
∑∞

n=1 f |(bn − an)| < ϵ باشیم داشته کنند، صدق
∑∞

n=1(bn − an) < δ رابطه�ی در که

داخلͬ ضرب�های و نرم�ها ٣.١

را خطا , t ثابت زمان در که دارد وجود نرم�هایͬ عددی روش ͷی خطای تعیین برای
Ih = روی شده تعریف u شبͺه�ای توابع مجموعه Hh,0 کنید فرض مͬ�کنند. گیری اندازه
را زیر نرم�های و گسسته داخلͬ ضرب�های باشد. u0 = uJ = 0 با {x0, x1, . . . , xJ}
با شده��اند، تعریف Ih بازه گره�های مجموعه روی که w و u شبͺه�ای توابع مجموعه برای

مͬ�کنیم: تعریف u0 = uJ = w0 = wJ = 0

⟨u,w⟩ =
∑J−1

j=1 ujwjh, ⟨ux, wx⟩l =
∑J−1

j=0 (uj)x(wj)xh,

∥u∥L2 =
√

⟨u, u⟩, ∥u∥L∞ = max1≤j≤J−1|uj|, |∥ux|∥L2 =
√

⟨ux, ux⟩l ,

است. w مزدوج w و (uj)x =
uj+1−uj

h
و 1 ≤ i ≤ J برای h = xi − xi−1 که

Ωh = که باشد Ωh روی شده تعریف v شبͺه�ای توابع مجموعه H0(Ωh) کنید فرض
.Jy یا j = 0 و Jx یا i = 0 برای vij = 0 و {(xi, yj)|i = 0, . . . , Jx, j = 0, . . . , Jy}

١٠Triangle inequality
١١Lipchitz condition



۶ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

زیر صورت به شبͺه�ای توابع مجموعه این روی را زیر نرم�های و گسسته داخلͬ ضرب�های
مͬ�کنیم: تعریف

⟨v, w⟩ =
∑Jx−1

i=1
∑Jy−1

j=1 vijwijhxhy, ⟨v, w⟩l =
∑Jx−1

i=0
∑Jy−1

j=0 vijwijhxhy,

⟨v, w⟩lx =
∑Jx−1

i=0
∑Jy−1

j=1 vijwijhxhy, ⟨v, w⟩ly =
∑Jx−1

i=1
∑Jy−1

j=0 vijwijhxhy,

∥v∥ =
√
⟨v, v⟩ , ∥v∥L∞ = maxi,j|vij|, |∥v|∥ =

√
⟨v, v⟩l ,

∥v∥x =
√

⟨v, v⟩lx , ∥v∥y =
√

⟨v, v⟩ly ,

|v|21 = ∥∂xv∥2x + ∥∂yv∥2y, ∥v∥21 = ∥v∥2 + |v|21,

مͬ�باشد. wij مزدوج-مختلط wij که

به بالا نرم�های و گسسته داخلͬ ضرب�های مقدار، حقیقͬ شبͺه�ای توابع برای وضوح به
مͬ�کنند تغییر زیر صورت

⟨v, w⟩ =
∑Jx−1

i=1
∑Jy−1

j=1 vijwijhxhy, ⟨v, w⟩l =
∑Jx−1

i=0
∑Jy−1

j=0 vijwijhxhy,

⟨v, w⟩lx =
∑Jx−1

i=0
∑Jy−1

j=1 vijwijhxhy, ⟨v, w⟩ly =
∑Jx−1

i=1
∑Jy−1

j=0 vijwijhxhy,

∥v∥ =
√
⟨v, v⟩ , ∥v∥L∞ = maxi,j|vij|, |∥v|∥ =

√
⟨v, v⟩l,

∥v∥x =
√

⟨v, v⟩lx , ∥v∥y =
√

⟨v, v⟩ly ,

|v|21 = ∥∂xv∥2x + ∥∂yv∥2y, ∥v∥21 = ∥v∥2 + |v|21.



٢ فصل

دقت مرتبه�ی با فشرده متناهͬ تفاضل روش
بعدی ͷی شرودینͽر معادله�ی حل برای بالا

ذرات حرکت بررسͬ به و بوده کوانتوم ͷفیزی در مهم مسائل از ͬͺی شرودینͽر١ معادله�ی
موجͬ معادله�ی مͬ�دانیم، که همانطور است. موجͬ تابع نوعͬ معادله این مͬ�پردازد. کوانتومͬ
تابع همچنین مͬ�دهد. ما به فاصله و زمان از تابعͬ صورت به را هوا تراکم تغییرات صوتͬ،
فاصله و زمان حسب بر را الͺترومغناطیسͬ میدان شدت تغییرات الͺترومغناطیسͬ، موجͬ
ذرات حرکت و نموده محاسبه را احتمال چͽالͬ مͬ�توان موج تابع از استفاده با مͬ�دهد. نشان

داد. قرار بررسͬ مورد را سیستم
کاربردهای و مͬ�باشد ریاضͬ ͷفیزی در مهم معادلات از ͬͺی خطͬ غیر شرودینͽر معادله
دارد. و... آب امواج غیرخطͬ، اپتی�ͷهای پلاسما، ͷفیزی مانند مختلف زمینه�های در زیادی
غیرخطͬ، شرودینͽر معادله توسط نوری فیبر�های در پالس غیرخطͬ انتشار مدل�بندی با اخیرا

است. یافته افزایش معادله این روی توجهات
خطͬ شرودینͽر معادله عددی حل برای را فشرده متناهͬ تفاضل طرح دو فصل این در
که مͬ�دهد نشان گسسته L2 نرم توسط خطا برآورد مͬ�کنیم. ارائه بعدی ͷی غیرخطͬ و
گام h و زمان گام τ که هستند O(τ 2 + h4) مرتبه از شده ارائه طرح�های همͽرایͬ نرخ�های
ارائه روش بالای دقت مرتبه دادن نشان برای را عددی مثال�های آخر در مͬ�باشد. مͺان

مͬ�دهیم.

١ Schrodinger

٧



٨ بعدی ͷی شرودینͽر معادله�ی حل برای بالا دقت مرتبه�ی با فشرده متناهͬ تفاضل روش .٢

چهار مرتبه�ی فشرده متناهͬ تفاضل طرح ١.٢

مͬ�گیریم: نظر در بعدی ͷی غیرخطͬ شرودینͽر معادله از را زیر مرزی-اولیه مقدار مسأله

i
∂u

∂t
+ η

∂2u
∂x2

+ q|u|pu = 0, x ∈ R, t ≥ 0, (١.٢)

u(x, 0) = ϕ(x),

تابع ͷی u = u(x, t) و هستند حقیقͬ ثابت�های η ̸= 0 و q ≥ 0, p > 0 , i = √
−1 که

کند میل بͬ�نهایت به |x| که زمانͬ که مͬ�باشد معلوم مشتق�پذیر تابع ͷی ϕ و مقدار مختلط
مͬ�یابد. کاهش نمایͬ صورت به

u → 0 شرط اینͺه برای . x ∈ I = [a, b] , t ∈ [0, T ] که مͬ�کنیم فرض (١.٢) مسأله در
را u(a, t) = u(b, t) = 0 ͬͽساخت مرزی شرایط مͬ�توان باشد برقرار |x| → ∞ که زمانͬ

نمود. فرض
مͬ�شود. تبدیل زیر مسأله به (١.٢) مسئله مفروضات این تحت

i
∂u

∂t
+ η

∂2u
∂x2

+ q|u|pu = 0, a < x < b, 0 < t ≤ T, (٢.٢)

u(x, 0) = ϕ(x), a < x < b

u(a, t) = u(b, t) = 0. 0 ≤ t ≤ T

شبͺه�هایͬ به را Ω = {(x, t) | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ T} صورت به Ω جواب دامنه
و xj = a + jh, j = 0, ..., J که مͬ�کنیم سازی گسسته {(xj, tn)} گره�های مجموعه با

هستند. گسسته�سازی پارامتر�های τ و h که n = 0, 1, ..., N = T
τ
و tn = nτ

آن�ها از روند حین در که را u تابع مختلف مراتب مشتقات انواع سادگͬ برای جا این در
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به عملͽرهایͬ با مͬ�کنیم، استفاده

(uj)
n
x =

unj+1 − unj
h

, (uj)
n
x =

unj − unj−1
h

, (uj)
n
t =

un+1
j − unj
τ

,

(uj)
n
t̂
=
un+1
j − un−1

j

2τ , (uj)
n
xx =

unj+1 − 2unj + unj−1
h2

,

مͬ�دهیم قرار همچنین و
uj

n+ 1
2 =

1
2(u

n+1
j + unj ).



٩ چهار مرتبه�ی فشرده متناهͬ تفاضل طرح .١.٢

گرفتن نظر در با
ν = η

∂2u
∂x2

, (٣.٢)

شود: نوشته زیر صورت به مͬ�تواند خطͬ غیر شرودینͽر معادله

ν = −i∂u
∂t

− q|u|pu. (۴.٢)

داشت: خواهیم (xj, tn+ 1
2
) نقطه در (۴.٢) سازی گسسته با

ν
n+ 1

2
j = −i∂u

∂t
|n+

1
2

j − q(|u|p)n+
1
2

j u
n+ 1

2
j . (۵.٢)

به (xj, tn+ 1
2
) نقطه در t به نسبت u اول مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب اینͺه به توجه با

صورت

(uj)
n+ 1

2
t̂

= ∂u
∂t
|n+

1
2

j +O(τ 2),

زیر رابطه به (۵.٢) در روابط این جایͽذاری با پس ، (uj)
n+ 1

2
t̂

= (uj)
n
t طرفͬ از و است

مͬ�رسیم:

ν
n+ 1

2
j = −i(uj)nt − q(|u|p)n+

1
2

j u
n+ 1

2
j +O(τ 2). (۶.٢)

داریم (٣.٢) رابطه�ی از دیͽر طرف از

ν
n+ 1

2
j = η(

∂2u
∂x2

)
n+ 1

2

j
.

داریم: (xj, tn+ 1
2
) نقطه در x به نسبت u دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب نوشتن با

(uj)
n+ 1

2
xx =

∂2u
∂x2

|n+
1
2

j +
h2

12
∂4u
∂x4

|n+
1
2

j +O(h4).

پس

η
∂2u
∂x2

|n+
1
2

j = η(uj)
n+ 1

2
xx − η

h2

12
∂4u
∂x4

|n+
1
2

j +O(h4) = η(uj)
n+ 1

2
xx − h2

12
∂2ν
∂x2

|n+
1
2

j +O(h4).

داشت: خواهیم x به نسبت ν دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب نوشتن با دیͽر یͺبار

ν
n+ 1

2
j = η

∂2u
∂x2

|n+
1
2

j = η(uj)
n+ 1

2
xx − h2

12(νj)
n+ 1

2
xx +O(h4). (٧.٢)



١٠ بعدی ͷی شرودینͽر معادله�ی حل برای بالا دقت مرتبه�ی با فشرده متناهͬ تفاضل روش .٢

داریم: (٧.٢) و (۶.٢) مقایسه با

i(uj)
n
t + q(|u|p)n+

1
2

j u
n+ 1

2
j + η(uj)

n+ 1
2

xx − 1
12(ν

n+ 1
2

j−1 − 2νn+ 1
2

j + ν
n+ 1

2
j+1 ) = O(τ 2 + h4).

(٨.٢)

داشت: خواهیم (٨.٢) در (۶.٢) جایͽذاری با

i

12 [(uj−1)nt + 10(uj)nt + (uj+1)nt ] + η(uj)
n+ 1

2
xx +

q

12 [(|u|
p)

n+ 1
2

j−1 u
n+ 1

2
j−1 +

10(|u|p)n+ 1
2

j u
n+ 1

2
j + (|u|p)n+

1
2

j+1 u
n+ 1

2
j+1 ] = O(τ 2 + h4).

را زیر ضمنͬ فشرده�ی متناهͬ تفاضل طرح unj از تقریب�هایͬ عنوان به Un
j گرفتن نظر در با

داشت: خواهیم (٢.٢) مسأله برای

i

12 [(Uj−1)nt + 10(Uj)
n
t + (Uj+1)nt ] + η(Uj)

n+ 1
2

xx +
q

12 [(|U |
p)

n+ 1
2

j−1 U
n+ 1

2
j−1 +

10(|U |p)n+ 1
2

j U
n+ 1

2
j + (|U |p)n+

1
2

j+1 U
n+ 1

2
j+1 ] = 0, 1 ≤ j ≤ J − 1

(٩.٢)

Un
0 = Un

J = 0, n = 0, 1, ..., N

U 0
j = ϕ(xj). j = 0, 1, ..., J

برای شود. استفاده باید آن حل برای تͺراری الͽوریتم ͷی بنابراین و است غیرخطͬ (٩.٢)
به (٢.٢) مسأله برای را خطͬ و ضمنͬ فشرده متناهͬ تفاضل طرح ͷی ما مشͺل این رفع

مͬ�دهیم. ارائه زیر صورت
داشت: خواهیم کنیم سازی گسسته (xj, tn) نقطه در را اگر(٢.۴)

νnj = −i∂u
∂t

|nj − q(|u|p)nj unj . (١٠.٢)

به (xj, tn) نقطه در t به نسبت u اول مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب این�که به توجه با
صورت

(uj)
n
t̂
=
un+1
j − un−1

j

2τ =
∂u

∂t
|nj +O(τ 2),

داشت: خواهیم (١٠.٢) در ∂u
∂t
|nj جای به (uj)nt̂ +O(τ 2) جایͽذاری با پس است،

νnj = −i(uj)nt̂ − q(|u|p)nj unj +O(τ 2). (١١.٢)



١١ چهار مرتبه�ی فشرده متناهͬ تفاضل طرح .١.٢

داریم (٣.٢) از دوباره طرفͬ از

νnj = η(
∂2u
∂x2

)
n

j
.

نقطه در x به نسبت u دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب نوشتن با یͺبار قبل مانند دوباره
نقطه در x به نسبت ν دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تقریب نوشتن با بار ͷی و (xj, tn)

مͬ�رسیم: زیر رابطه به (xj, tn)

νnj = η(uj)
n
xx −

h2

12(νj)
n
xx +O(h4). (١٢.٢)

نظر در و unj جای به un+1
j +un−1

j

2 دادن قرار و (١٢.٢) در (١١.٢) جایͽذاری و مقایسه با
مͬ�رسیم: زیر فشرده متناهͬ تفاضل طرح به unj از تقریب�هایͬ عنوان به Un

j گرفتن

i

12 [(Uj−1)nt̂ + 10(Uj)
n
t̂
+ (Uj+1)nt̂ ] +

η

2 [(Uj)
n+1
xx + (Uj)

n−1
xx ] +

q

24(|U |
p)nj−1[U

n+1
j−1 +

Un−1
j−1 ] +

10q
24 (|U |p)nj [Un+1

j + Un−1
j ] +

q

24(|U |
p)nj+1[U

n+1
j+1 + Un−1

j+1 ] = 0,
1 ≤ j ≤ J − 1

(١٣.٢)
Un
0 = Un

J = 0, n = 0, 1, ..., N

U 0
j = ϕ(xj). j = 0, 1, ..., J

است گامه سه چون(١٣.٢) است. آسان�تر آن پیاده�سازی بنابراین و است خطͬ (١٣.٢)
از استفاده با ابتدا پس باشیم. داشته را U 1 باید ما (١٣.٢) از استفاده با شروع برای پس
را Un سپس و آورده به�دست را U 1 ، (٩.٢) در رفته کار به خطͬ تͺراری الͽوریتم ͷی
مرتبه از برشͬ خطای دو هر (١٣.٢) و (٩.٢) مͬ�آوریم. به�دست (١٣.٢) از n ⩾ 2 برای

دارند. O(τ 2 + h4)



١٢ بعدی ͷی شرودینͽر معادله�ی حل برای بالا دقت مرتبه�ی با فشرده متناهͬ تفاضل روش .٢

پایداری و خطا برآورد ٢.٢

ͷی تابع برای شده بیان داخلͬ ضرب�های و نرم�ها برای را زیر لم�های ابتدا قسمت این در
مͬ�کنیم. اثبات و بیان اول، فصل در u متغیره�ی

را زیر رابطه�ی مͬ�توان I روی شده تعریف w و u شبͺه�ای تابع هر برای لم١.٢.٢:
آورد به�دست

(uxx, w) = −(ux, wx)l.

اثبات:

(uxx, w) =
J−1∑
j=1

((uj)x − (uj−1)x)
wj

h
h = −

J−1∑
j=0

(uj)x(wj)xh = −(ux, wx)l.

.w0 = wJ = 0 که کنید توجه

است برقرار زیر رابطه�ی I روی شده تعریف u شبͺه�ای تابع هر برای لم٢.٢.٢:

|∥ux|∥2L2 ≤
4
h2

∥u∥2L2 .

اثبات:

|∥ux|∥2L2 =
1
h2

J−1∑
j=0

(uj+1 − uj)(uj+1 − uj)h ≤ 1
h2

J−1∑
j=0

(|uj+1|2 + 2|uj||uj+1|+ |uj|2)h

≤ 2
h2

J−1∑
j=0

(|uj+1|2 + |uj|2)h =
4
h2

∥u∥2L2 .

.u0 = uJ = 0 که کنید توجه

داریم: را زیر نامساوی I روی شده تعریف u شبͺه�ای تابع هر برای لم٣.٢.٢:

∥u∥L∞ ≤
√
b− a

2 |∥ux|∥L2 .

است برقرار زیر رابطه�ی , 1 ≤ k ≤ J − 1 , k هر برای اثبات:


