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چͺیده

گراف ͷی است. کامل جورسازی�های دارای که باشد مسطح دوبخشͬ گراف G کنید فرض
را همبند زیرگراف ͷی آن کامل جورسازی�های همه اجتماع اگر مͬ�شود نامیده مقدماتͬ همبند،
مͬ�کنیم. بیان را دوبخشͬ گراف�های بودن مقدماتͬ مختلف شرایط رساله این در دهد. تشͺیل
G کامل جورسازی�های با متناظر آن رئوس که است G کامل جورسازی�های MGگراف فرضکنید
مطالعه رساله این اهداف از ͬͺی است. شده مطالعه MG ویژگͬ�های از بعضͬ این�جا در مͬ�باشند.
و MGباشند از همبند مؤلفه ͷی به Gمتعلق از کامل جورسازی دو این�که برای کافͬ، و لازم شرایط
مشاهده مͬ�پردازیم. چندسلولͬ�ها معرفͬ به ادامه در MGاست. بودن همبند شرط بررسͬ همچنین
این به آورد، به�دست را MG گراف مͬ�توان نیز کامل جورسازی�های با چندسلولͬ�ها در که مͬ�شود
دقیقاً آن�ها متناظر کامل جورسازی دو متقارن تفاضل اگر هستند مجاور رأس MGدو در که ترتیب
است. شده توجه چندسلولͬ�ها در MG گراف همبندی ویژگͬ به همچنین باشد. دور ͷی شامل
آن مینیمم درجه با برابر مورد دو در به�جز چندسلولͬ�ها، در MG گراف همبندی که مͬ�شود ثابت

مͬ�پردازیم. چندسلولͬ�ها آجربندی به کاربرد ͷی به�عنوان پایان، در است.

آجربندی. چندسلولͬ، مقدماتͬ، گراف مسطح، گراف کامل، جورسازی کلیدی: واژه�های
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پیش�گفتار

١͹کوین ۱۹۱۵ سال در است. طولانͬ تاریخ دارای مقدماتͬ دوبخشͬ گرافهای درباره تحقیق

اصطلاح از [١٧] هتی٢ͬ قرن، نیم از بعد کرد. رایج یͷدترمینان تجزیه مطالعه در را مفهوم این [٢٣]

مͬ�کنند، القا را یͷزیرگرافهمبند شده پذیرفته یالهای همه آن در که گرافͬ مفهوم برای ”مقدماتͬ”

آورد. به�دست مقدماتͬ دوبخشͬ گرافهای درباره متفاوتͬ ویژگͬهای و کرد استفاده

به�دست را بیشتری نتایج مینیمال مقدماتͬ دوبخشͬ گرافهای مطالعه با [٢۶] لواس۴ و پلامر٣

مراجعه لواس[٢٧] و پلامر از جورسازی۵” ”نظریه کتاب به زمینه این در بیشتر جزئیات برای آوردند.

که ویژگͬ�ها از برخͬ و مͬ�کنیم مطالعه را مسطح مقدماتͬ دوبخشͬ گراف�های رساله این در کنید.

راستا ͷی در را است آمده دست به غیره، و چندسلولͬ گراف�های و شش�ضلعͬ سیستم�های برای قبلا́

با و دارند رأس دو از بیش�تر مسطح دوبخشͬ گراف�های موارد همه در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد

دریافت را متفاوتͬ رن�͹های یال هر پایانͬ رئوس به�طوری�که شده��اند ͹رن سفید و سیاه ͹رن دو

آوردن به�دست و آن مقدماتͬ مؤلفه�های به G گراف تجزیه شده انجام اقدامات از ͬͺی مͬ�کنند.

برش ͷی با مشخصه این که ندارند، تعلق کاملͬ جورسازی هیچ به که یال�هایͬ برای مشخصه ͷی

ͷکم با مͬ�توان را فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف�های که مͬ�کنیم مشاهده مͬ�آید. به�دست G در یالͬ

گراف�های سپس ساخت. مͬ�نامیم، مقدماتͬ گراف�های ت�ͷرده” ”اجتماع که عملͽرها از دنباله ͷی

جورسازی�های گراف و G مسطح مقدماتͬ دوبخشͬ گراف مͬ�کنیم. معرفͬ را ”حفره�دار” دوبخشͬ

در بͽیرید. درنظر را مͬ�دهیم نشان MG با و هستند G کامل جورسازی�های آن رئوس که کامل

مسطح دوبخشͬ گراف سوم، فصل در مͬ�کنیم. بیان را MG گراف ویژگͬ�های از برخͬ دوم فصل

مͬ�دهد نشان را مسطح دوبخشͬ گراف�های از رده ͷی انسجام ویژگͬ مͬ�کنیم. معرفͬ را ”منسجم”
١Koing
٢Hetyei
٣Plummer
۴Lovasz
۵Matching Theory

دو



چهارم درفصل است. چندسلولͬ�ها به وابسته دوبخشͬ گراف�های از رده�ای برای تعمیمͬ واقع در که

چندسلولͬ�ها کامل جورسازی�های گراف ویژگͬ�های از مورد چند و مͬ�کنیم معرفͬ را چندسلولͬ�ها

مینیمم درجه با همواره MG گراف همبندی چندسلولͬ�ها، در که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم بیان را

آجربندی برای تعمیمͬ واقع در است آمده پنجم فصل در که آجربندی فرآیند نیست. برابر گراف این

ویژگͬ از تعمیم این برای و است شده بیان [٣١] همͺاران و سالدان�ها١ توسط که است دومینو

صفحه در واحد مربع�های از متناهͬ همبند هم�جواری ͷی P گیریم مͬ�شود. استفاده گراف انسجام

مͬ�پردازیم. دومینوها توسط P آجربندی به چندسلولͬ�ها، از یͷکاربرد به�عنوان پنجم فصل در است.

١Saldanha

سه



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مجموعه و V (G) = {v۱, . . . , vn} راس�های مجموعه از سه�تایͬ ͷی G گراف .١.٠.١ تعریف

نسبت را مجزا لزوماً نه رأس دو یال هر به که است رابطه�ای و E(G) = {e۱, . . . , en} یال�های

مͬ�دهد.

B و A مجموعه دو به افراز قابل آن رأسͬ مجموعه اگر است دوبخشͬ گراف ͷی .٢.٠.١ تعریف

گراف باشد. داشته B در پایانͬ نقطه ͷی و A در پایانͬ نقطه ͷی E(G) در یال هر به�طوری�که باشد

مͬ�دهیم. نشان G = (A,B) با را G دوبخشͬ

.E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر مͬ�گوییم Gگراف از زیرگراف ͷی را H .٣.٠.١ تعریف

”H شامل G” مͬ�گوییم Hو ⊆ G مͬ�نویسیم هستند. یͺسان G Hو در یال�ها پایانͬ نقاط همچنین

است.

باشد، داشته وجود مسیر ͷی G رئوس از جفت هر بین اگر است همبند G گراف .۴.٠.١ تعریف

مͬ�نامیم. ناهمبند را گراف این�صورت غیر در

هستند. آن ماکسیمال همبند زیرگراف�های ،Gگراف مؤلفه�های .۵.٠.١ تعریف

است. G در نامجاور دوبه�دو یالهای از مجموعه�ای G Mدر جورسازی .۶.٠.١ تعریف

مسیری M-متناوب مسیر ͷی از منظور بͽیرید. درنظر گرافGرا Mاز جورسازی تعریف٧.٠.١.

Mباشند. به متعلق متناوب به�طور آن یال�های که است

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است Gرئوس از زیرمجموعهای دهنده نشان V (M) باشد، جورسازی ͷیM اگر .٨.٠.١ تعریف

مͬنامیم. ناآلوده را باقͬ�مانده رئوس و آلوده را رئوس این است. شده Mالقا یالهای توسط که

مͬکند. آلوده را رأسها همه که است جورسازی گراف در کامل جورسازی ͷی .٩.٠.١ تعریف

X = x۱, . . . , xnبه�صورت گرافKn,nرا مجموعه�هایبخشͬ .Kn,n جورسازی�هایکاملدر مثال.

با است. Y به X از دوسویͬ نͽاشت ͷی کامل جورسازی ͷی بͽیرید. درنظر Y = y۱, . . . , yn و

ͷی با جورسازی هر مͬ�آید. به�دست کامل جورسازی n! ،(۱ ≤ i ≤ n) xi هر برای جفت یافتن

با را جورسازی�ها مͬ�توان مͬ�کند. متصل j به را i مͬ�شود، جور yj با xi که هنͽامͬ ،[n] از جایͽشت

ترتیب این به کرد. اندیس�گذاری Y و X با را ستون�ها و سطرها است کافͬ داد. نشان ماتریس ͷی

عدد متناظر ماتریس j ستون ،i سطر در آن�گاه باشد Mموجود جورسازی به متعلق xiyj یال اگر که

دارد. وجود ١ ͷی تنها ستون هر در و سطر هر در مͬ�دهیم. قرار را ۰ این�صورت غیر در و ١

:١.١ شͺل

نباشند. مشترکͬ یال هیچ دارای اگر هستند مجزا-یال جورسازی دو .١٠.٠.١ تعریف

باشد. کامل جورسازی ͷی دارای اگر مͬ�گوییم، ١-فاکتورپذیر را Gگراف .١١.٠.١ تعریف

استفاده با uwv مسیر گرفتن درنظر ،uv یال ͷی زیرتقسیم از منظور Gگراف در .١٢.٠.١ تعریف

است. uv یال جای به w جدید رأس از

است S ⊆ V (G) مجموعه ،Gگراف در رأسͬ برش ͷی یا جداساز مجموعه ͷی تعریف١٣.٠.١.

ͷی اندازه مینیمم با برابر G گراف رأسͬ همبندی دارد. مؤلفه ͷی از بیشتر G − S به�طوری�که

گراف ͷی است. تنها رأس ͷی دارای یا نیست ناهمبند G− S �که حالͬ در است S رأسͬ مجموعه

باشد. k حداقل آن همبندی اگر است k-همبند



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

یال ͷی زیرتقسیم :٢.١ شͺل

٢-همبند Gنیز از یال ͷی زیرتقسیم از ′Gحاصل گراف آن�گاه باشد ٢-همبند ،G اگر .١۴.٠.١ فرع

است.

است. G در w جدید رأس از استفاده با uv یال زیرتقسیم از حاصل گراف G′ کنید فرض . برهان

G′ در f و e دلخواه یال�های شامل دور ͷی است کافͬ است ٢-همبند ،G′ دهیم نشان که این برای

روی G از یال دو هر است ٢-همبند ،G چون است). f = wv و e = uw کنید، (فرض بیابیم

G در دور ͷی بͽیرید. درنظر را G در واقع G′ از f و e مذکور یال�های دارند. قرار مشترک دور ͷی

یافته تغییر دور حالͬ�که در کنیم، استفاده uv یال از این�که مͽر است. دور ͷی نیز G′ در آن�ها شامل

یال جای به ،w رأس طریق از ٢ طول به uv-مسیر گرفتن درنظر یافته” تغییر ”دور از منظور است.

مͬ�دهیم. تغییر uv یال و e از عبور با را دور ،f ∈ {uw,wv} و e ∈ E(G) که هنͽامͬ است. uv

� است. یافته تغییر uv طریق از دور آن�گاه ،{e, f} = {uw,wv} اگر

،d ≥ n درجه و ۲n مرتبه از منتظم گراف هر ١-فاکتورپذیری): (حدس .١۵.٠.١ حدس

است. ١-فاکتورپذیر

� شود. رجوع [۶] منبع به برهان.

ͷی دارای G آن�گاه باشد، دوبخشͬ گراف ͷی G = (A,B) گیریم (١ هال (قضیه .١۶.٠.١ قضیه

.|X| ≤ |N(X)| باشیم داشته ،X ⊆ A هر برای اگروتنهااگر است B به A از جورسازی

� شود. رجوع [٢۶] منبع به برهان.

است کامل جورسازی دارای G = (A,B) دوبخشͬ گراف (٢ ازدواج (قضیه .١٧.٠.١ قضیه

.|X| ≤ |N(X)| باشیم داشته ،X ⊆ A هر برای و |A| = |B| اگروتنهااگر
١Hall

٢Marriage



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

� شود. رجوع [٢۶] منبع به برهان.

شامل G Mاز کامل جورسازی اگر مͬ�گوییم، شده پذیرفته Gگراف در را e یال .١٨.٠.١ تعریف

مͬ�نامیم. غیرمجاز را یال این �این�صورت غیر در باشد. موجود e یال

شده پذیرفته لذا و هستند M کامل جورسازی به متعلق ͹کم�رن یال�های ،٣.١ شͺل در . مثال

مͬ�باشند.

شده پذیرفته یال برای مثال :٣.١ شͺل

همبند آن شده پذیرفته یالهای از زیرگرافحاصل اگر گوییم، مقدماتͬ گرافGرا تعریف١٩.٠.١.

داده نشان G = (A,B)صورت به که (A,B) رأسͬ افراز با G دوبخشͬ گراف دیͽر، بیان به باشد.

باشند. شده پذیرفته آن یالهای همه و باشد همبند G اگر است مقدماتͬ مͬشود،

نقطه دو با G در e یال زیرتقسیم از حاصل گراف G′ و K۲ جز به گرافͬ هر G اگر .٢٠.٠.١ تذکر

باشد. شده پذیرفته G در e یال اگروتنهااگر است مقدماتͬ G′ آن�گاه باشد،

یالهای همه حذف با است کامل جورسازی دارای که G دوبخشͬ گراف در .٢١.٠.١ تعریف

زیرگراف در همبند مؤلفه�های دیͽر، به�عبارت است. مقدماتͬ حاصل گراف از مؤلفه هر غیرمجاز،

مͬشوند. نامیده G مقدماتͬ مؤلفههای ،G شده پذیرفته یالهای از حاصل

مؤلفههای این به باشد. G در تنها رأس ͷی ͬͺکوچ به مͬتواند مقدماتͬ مؤلفه ͷی .٢٢.٠.١ تذکر

مͬگویند. ١ منحط مقدماتͬ

است. مقدماتͬ حاصل گراف هم باز آن به یال چند افزودن با باشد مقدماتͬ G اگر .٢٣.٠.١ تذکر

آن شده پذیرفته یال�های از حاصل زیرگراف تعریف، بنابر G گراف بودن مقدماتͬ فرض با . برهان

� مͬ�شود. حفظ ویژگͬ این هم باز آن به یال چند افزودن با لذا است. همبند
١Degenerate



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ازای به G گراف است. G گراف رئوس مجموعه دهنده نشان P کنید فرض .٢۴.٠.١ تعریف

جورسازی ͷی درون یال n شامل جورسازی هر اگر مͬشود گفته n-توسعهپذیر ،n ≤ (P − ۲)/۲

عبارت به است. n)-همبند + ۱) n-توسعه�پذیر، گراف ͷی که داد نشان پلامر .[٣٠] باشد کامل

گفته n-توسعه�پذیر ،۱ ≤ n ≤ k−۱ وقتͬ رأس ۲k روی کامل جورسازی با G همبند گراف دیͽر،

یالهای همه شامل G در کامل جورسازی ͷی G در n اندازه Mاز جورسازی هر برای اگر مͬشود،

.[۴٠] باشد داشته Mوجود

پذیرفته آن یالهای همه و است همبند باشد کامل جورسازی ͷی دارای G اگر .٢۵.٠.١ تعریف

١-توسعه�پذیر گراف هر لذا است. ١-توسعه�پذیر ،G گراف مͬگوییم صورت این در هستند شده

است. مقدماتͬ

تشͺیل را فراگیر زیرگراف١-توسعه�پذیر ͷی شده پذیرفته یال�های مقدماتͬ گراف در .٢۶.٠.١ تذکر

مͬ�دهند.

نقطه دو با G در e یال زیرتقسیم از حاصل گراف G′ و K۲ جز به گرافͬ G گیریم .٢٧.٠.١ تذکر

باشد. شده پذیرفته G در e یال اگروتنهااگر است مقدماتͬ G′ آن�گاه است،

نقطه ͷی حداقل شامل که است Q ⊆ V (G) مجموعه ،G گراف رأسͬ پوشش .٢٨.٠.١ تعریف

مͬ�پوشاند. را E(G) ،Q مجموعه است. یال هر از پایانͬ

هستند: همارز زیر شرایط است. (A,B) افراز با دوبخشͬ گراف ͷی G کنید فرض .٢٩.٠.١ لم

است، مقدماتͬ G .١

دارد، مینیمم رأسͬ پوشش دو دقیقأ G .٢

مجموعه N(X)) |X| < |N(X)| داریم: A از X سره زیرمجموعه هر برای و |A|=|B| .٣

است)، X همسایههای

جورسازی ͷی دارای G − a − b ،b ∈ B و a ∈ A هر برای و |V (G)| ≥ ۴ یا G = K۲ .۴

است، کامل

دارد. قرار کامل جورسازی ͷی در G از یال هر و است همبند G .۵
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مͬکنند. تعیین را مقدماتͬ دوبخشͬ گرافهای فوق شرایط

به�طوری�که است K مینیمم رأسͬ پوشش دارای G گیریم (۱ → ۲) برهان.

KB = K ∩B ̸= ∅ ̸= K ∩A = KA.

ͷی Kحداقل یعنͬ ،KA ⊆ A KBو ⊆ B به�طوری�که است Gرئوس از Kزیرمجموعه�ای بنابراین

درنظر را ab شده پذیرفته یال شامل ،G[K] القایͬ زیرگراف است. شامل را یال هر از پایانͬ نقطه

جورسازی M که آن�جا از است. ab یال شامل G از کامل جورسازی ͷی M کنید فرض بͽیرید.

رأسͬ پوشش و کامل جورسازی تعریف به توجه با لذا کند. آلوده را G رئوس همه باید است کامل

متصل e یال KAدارای طرفͬ از مͬکند. KBمتصل به را A−KA KAو به را B−KB ،M مینیمم

.|B−KB| < |KA| بنابراین دارد. B−K۲ به�جز جایͬ به متصل رأس ͷی یعنͬ هست، نیز KB به

بودن مینیمال با که ،|B| = |KB|+ |B −KB| < |KB|+ |KA| = |K| و است پوشش ͷی B اما

،G[K] در یالها همه حذف اما هستند. غیرمجاز G[K] یالهای همه نتیجه در تناقضاست. در K

نیست. مقدماتͬ G بنابراین و مͬکند ناهمبند را G

مͬ�باشد. |B| = |A| که است بدیهͬ مͬ�باشد مقدماتͬ دوبخشͬ گراف این�که به توجه با (۲ → ۳)

حال .|N(X)| ≤ |X| به�طوری�که است موجود B ̸= X ̸= ∅ ،X ⊆ B مجموعه گیریم

|(B − X) ∪ N(X)| = |B − X| + |N(X)| ≤ و مͬپوشاند را G ،(B − X) ∪ N(X)

است. G برای مینمم رأسͬ پوشش ͷی |(B − X) ∪ N(X)| بنابراین |B − X| + |X| = |B|

مجموعهای X یعنͬ N(X) = فرض∅ با پس است) B برای سره زیرمجموعه X) B−X ̸= ∅ اما

تناقضاست. که |B−X| < |B| و مͬپوشاند را G ،B−X مͬدهد نتیجه که است. تنها رئوس از

و a ∈ A و b ∈ B گیریم .|V (G)| ≥ ۴ پس ،|B| = |A| چون .G ̸= K۲ کنید فرض (۳ → ۴)

جورسازی ͷی دارای H مͬکنیم ثابت ازدواج قضیه از استفاده با حال .H = G− a− b همچنین

،|NH(X)| < |X| کنید فرض مͬگیریم. درنظر را X ̸= ∅ ،X ⊆ B − b مجموعه است. کامل

است. تناقض در (۳) با و X ̸= B به�علاوه .|NG(X)| ≤ |NH(X)|+ ۱ ≤ |X| بنابراین

گیریم است. ناهمبند G و |V (G)| ≥ ۴ فرضکنید پس است. برقرار حͺم G = K۲ اگر (۴ → ۵)

b ∈ V (G۱)∩B فرضکنید .|V (G۱)∩B| ≤ |V (G۱)∩A| به�طوری�که است G از مؤلفه ͷی G۱

بنابراین است. تناقض که نیست کاملͬ جورسازی هیچ دارای G− a− bپس .a ∈ A− V (G۱) و

است. شده پذیرفته G یال هر و است همبند G

� است. بدیهͬ مقدماتͬ گراف تعریف به توجه با (۵ → ۱)
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به�طوری�که باشد نداشته Xوجود ⊆ A استاگروتنهااگر مقدماتͬ یͷگرافدوبخشͬ فرع٣٠.٠.١.

.|X| = |N(X)| و X ̸= A و X ̸= ∅

مجموعه�های ،٢٩.٠.١ لم بنابر آن�گاه است. مقدماتͬ دوبخشͬ گراف ͷی G کنید فرض . برهان

این که |X| < |N(X)| داریم A از X سره زیرگراف هر برای و هستند اندازه هم گراف بخشͬ

با |X| = |N(X)| که باشد داشته وجود X ⊂ A اگر برعͺس، است. هم��ارز دیͽر شرایط با مطلب

� مͬ�رسیم. تناقض به ،٢٩.٠.١ لم ٣ شرط

ͷی دارای و دوبخشͬ گراف ͷی G = (A,B) کنید فرض (٢ لواس ١و (پلامر .٣١.٠.١ قضیه

∅داریم ̸= X ⊂ A هر برای اگروتنهااگر است مقدماتͬ G آن�گاه است، کامل جورسازی

.|X| < |NG(X)|

� شود. رجوع [٢۶] منبع به برهان.

پایانͬ رأس دو با ساده یال ͷی یا است ٢-همبند یا مقدماتͬ دوبخشͬ گراف ͷی .٣٢.٠.١ تذکر

دوبخشͬ گراف داریم، زیرا باشد موجود نمͬتواند برشͬ رأس ͷی واقع در است. ( K۲ شͺل (به

G از کامل جورسازی ͷی به یال هر یعنͬ باشد ١-توسعه�پذیر اگروتنهااگر است مقدماتͬ G همبند

است. ٢-همبند ،G مقدماتͬ دوبخشͬ گراف پس باشد. داشته تعلق

یالهای از مجموعهای A است، ١-فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف ͷیG فرضکنید تعریف٣٣.٠.١.

دوبخشͬ گرافهای H همبند مؤلفههای است، A وسیله به G القایͬ زیرگراف H و G شده پذیرفته

تشͺیل را G مقدماتͬ تجزیه هم با و مͬشوند نامیده G مقدماتͬ مؤلفههای که هستند مقدماتͬ

مͬدهند.

تنها G مقدماتͬ تجزیه است. G برای القایͬ زیرگراف ͷی G در مقدماتͬ مؤلفه هر .٣۴.٠.١ لم

جورسازیهای Gبه کامل جورسازی هر به�طوری�که است القایͬ مقدماتͬ زیرگرافهای Gبه از تجزیه

مͬشود. ͷیͺتف زیرگرافها این کامل

گراف C لذا است. H برای همبند مؤلفه ͷی و G برای مقدماتͬ مؤلفه ͷی C کنید فرض برهان.

�طوری�که به e = xy داریم، G یال هر برای دارد. را ٢٩.٠.١ لم شرایط و است مقدماتͬ دوبخشͬ

١Plummer
٢Lóvasz
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آن دارد، وجود C − x− y از کامل جورسازی ͷی ،٢٩.٠.١ لم از (۴) شرط به توجه با .x, y ∈ C

مقدماتͬ مؤلفه هر ترتیب همین به است. C برای کامل جورسازی ͷیM + eپس Mمͬنامیم، را

همبند مقدماتͬ مؤلفههای دیͽر از کامل جورسازی هر با همراه است. کامل جورسازی ͷی دارای

همچنین است. e یال شامل که حالͬ در مͬدهد G برای را کامل جورسازی ͷی Mتشͺیل + e ،G

کامل جورسازی دارای G این�که فرض با است. G از القایͬ زیرگراف ͷی C و است C به متعلق e

هر به�طوری�که آن القایͬ مقدماتͬ زیرگرافهای به G تجزیه یعنͬ G مقدماتͬ تجزیه از منظور است،

یال�های حذف با واقع در مͬشود. تقسیم زیرگرافها این کامل جورسازیهای Gبه کامل جورسازی

این مقدماتͬ مؤلفه تعریف به توجه با که مͬکنیم تجزیه آن مقدماتͬ مؤلفههای به را G غیرمجاز،

� است. منحصربه�فرد تجزیه

ساختن برای مͬنامیم: G مقدماتͬ مؤلفههای دیͽراف را چیزی چه که مͬکنیم بررسͬ حال

C۲ و C۱ که مؤلفهها از تا دو مͬدهیم. قرار رأس ͷی ،G مقدماتͬ مؤلفه هر با متناظر دیͽراف،

درنظر C۲ مؤلفه با متناظر را c۲ رأس و C۱ مؤلفه با متناظر را c۱ (رأس بͽیرید. درنظر را مͬنامیم

آن�گاه کند متصل را x۲ ∈ B ∩ C۲ رأس و x۱ ∈ A ∩ C۱ رأس که باشد یالͬ G در اگر مͬگیریم)

به c۱ از مͬتوانیم حالت این در مͬشوند. متصل C۲ به C۱ از جهتدار یال ͷی توسط مؤلفه دو این

به�دست نتیجه است. G برای افراز ͷی (A,B) که مͬکنیم یادآوری کنیم. رسم جهتدار یال ͷی c۲
بود. خواهد مفید فاکتورپذیر دوبخشͬ گرافهای ساختار توصیف برای آمده

است. بͬدور مقدماتͬ مؤلفههای دیͽراف .٣۵.٠.١ لم

مانند G در مداری چنین دارد. وجود G مقدماتͬ مؤلفههای دیͽراف در مدار ͷی گیریم . برهان

G مقدماتͬ مؤلفههای ،C۱, ..., Ck که است (C۱, a۱, C۲, a۲, ..., Ck, ak, C۱) به�صورت دنباله ͷی

xi ∈ Ci

∩
A به�طوری�که است (xi, yi ) جهتدار یال ai ،i = ۱, ..., k − ۱ هر برای و هستند

و xk ∈ Ck

∩
A به�طوری�که مͬ�باشد (xk, yk) جهتدار یال ak همچنین .yi ∈ Ci+۱

∩
B و

نیستند. شده پذیرفته (i = ۱, ..., k) xiyj ،G جهت بدون یالهای که کنید توجه .yk ∈ C۱

∩
B

وجود (i = ۲, ..., k) Ci − xi − yi هر در کامل جورسازی ͷی ،٢٩.٠.١ لم در (۴) شرط با مطابق

نامیم. M۱مͬ را آن که دارد وجود کامل جورسازی ͷی C۱ −x۱ − yk در و Miمͬنامیم را آن دارد،

C۱∪C۲∪ ...∪Ck از کامل جورسازی ͷیM = M۱∪M۲∪ ...∪Mk ∪{x۱y۱, ..., xkyk} آن�گاه

G برای کامل جورسازی ͷی ،G مقدماتͬ مؤلفههای دیͽر از کامل جورسازی هر با هم�زمان است.
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� مͬ�رسیم. تناقض به ترتیب این به و است xiyj یالهای شامل که مͬآوریم به�دست

تجزیه است. (A,B) افراز با فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف ͷی G کنید فرض .٣۶.٠.١ تعریف

A \S از رأس ͷی و N(S) از رأس ͷی کننده متصل که G یالهای از مجموعه ͷی را G برش-یال

.|S| = |N(S)| به�طوری�که است A از زیرمجموعه ͷی S این�جا در که مͬکنیم تعریف هستند،

به متعلق اگروتنهااگر است شده پذیرفته یال ͷی G فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف در .٣٧.٠.١ لم

نباشد. G از برش-یال تجزیه

� شود. رجوع [١٢] منبع به برهان.

گرافͬ در همبند مؤلفههای ،G فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف مقدماتͬ مؤلفههای .٣٨.٠.١ قضیه

آمده�اند. به�دست G از برش-یال تجزیه ͷی به متعلق یالهای حذف با که هستند

متعلق یا است شده پذیرفته یا فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف در یال هر ،٣٧.٠.١ لم بنابر . برهان

شده پذیرفته همه مانده باقͬ یال�های برش-یال، یالهای حذف با پس است. برش-یال تجزیه به

مͬ�باشند مقدماتͬ دوبخشͬ گراف�های مؤلفه�ها این که مͬ�دهند تشͺیل را همبند مؤلفه�های و هستند

� است. بدیهͬ حͺم مقدماتͬ مؤلفه تعریف به توجه با و مͬ�شوند نامیده G مقدماتͬ مؤلفه�های و

واقع، در باشد. پایانͬ رئوس با ساده یال ͷی ͬͺکوچ به مͬتواند مقدماتͬ مؤلفه ͷی .٣٩.٠.١ تذکر

دارد. تعلق گراف کامل جورسازیهای همه به که است یالͬ با متناظر حالت این

دوبخشͬ گراف دو ت�ͷرده اجتماع :۴.١ شͺل
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درنظر را (A۲, B۲) افراز با G۲ و (A۱, B۱) افراز با G۱ همبند دوبخشͬ گراف دو .۴٠.٠.١ تعریف

G۲ و G۱ دوی هر دادن قرار با که است همبندی گراف هر G۲ و G۱ از ت��ͷرده اجتماع ͷی بͽیرید.

رئوس به را G۱ از رده ͷی رئوس افزوده یال��های مͬآید. به�دست (ͬͺی (حداقل افزوده یال��های و

به G۲ و G۱ از توجه مورد رده دو این�جا در ببینید). را ۴.١ (شͺل مͬ��کنند متصل G۲ از رده ͷی

هستند. B۲ و A۱ ترتیب

دارای G۲ و G۱ اگر و است دوبخشͬ گراف ͷی G۲ و G۱ از G تͷرده اجتماع .۴١.٠.١ لم

دارد. کامل جورسازی نیز G آن�گاه باشند، کامل جورسازی

بدیهͬ ،٣۴.٠.١ لم به توجه با G در کامل جورسازی وجود است. واضح بودن دوبخشͬ . برهان

� است. G برای کامل جورسازی ͷی G۲ و G۱ کامل جورسازی��های اجتماع واقع در است.

ͷی از شروع با را ١-فاکتورپذیر دوبخشͬ گرافهای بازسازی تعمیم تͷرده اجتماع عملͽر

مͬکند. مجاز مقدماتͬ دوبخشͬ گراف

یال رأس، آن به متصل یال�های همه اگر مͬ�گوییم منبع را رأس ͷی Gرافͽدی در .۴٢.٠.١ تعریف

یال�های همه اگر مͬ�نامیم ͷچاه را رأس ͷی و باشد)، صفر آن ورودی رأس (درجه باشند خروجͬ

باشد). صفر آن خروجͬ (درجه باشند ورودی یال رأس، آن به متصل

s۱, s۲, · · · , sn به�صورت آن رئوس که است بͬدور همبند دیͽراف ͷی G کنید فرض .۴٣.٠.١ لم

:i = ۱,۲, · · · , n برای به�طوری�که شدهاند مرتب

است، همبند مͬدهیم، نشان Gi با که s۱, s۲, · · · , si توسط شده القا Gزیرگراف .١

است. Gi برای ͷچاه یا منبع رأس ͷی si رأس .٢

است رأساکسترمال ͷی گوییم مͬدهیم. انجام G رأسهای تعداد روی استقراء با را اثبات برهان.

اکسترمال که دارد وجود sn رأس ͷی که دهیم نشان بتوانیم کنید فرض باشد. ͷچاه یا منبع اگر

استقراء بنابر که بود خواهد بͬ�دور همبند دیͽراف ͷی G\sn آن�گاه نیست، برشͬ رأس ولͬ است

شامل G که دهیم نشان است کافͬ حال است. برچسب�گذاری قابل s۱, s۲, · · · , sn−۱ با آن رئوس

Gاست از دلخواه رأس ͷی v فرضکنید نیست. برشͬ رأس ولͬ است اکسترمال که رأساست ͷی

نیست. برشͬ رأس x که مͬکنیم ادعا است. v از رأس دورترین که است G اکسترمال رأس x و
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G\x حال است. منبع x که کنید فرض کلیت، از کاستن بدون است. برشͬ رأس x کنید فرض

نیست. v رأس شامل که است G\x از مؤلفه ͷی T کنید فرض پس است، مؤلفه دو حداقل شامل

فاصله اما هست. نیز G برای ͷچاهͷی لزوماً w که کنید توجه است. T برای ͷچاهͷی w گیریم

حداقل گراف آن حذف با و است برشͬ رأس xفرض طبق زیرا است، v تا x فاصله از بیشتر v از w

رفتن برای یعنͬ هستند مجزا مؤلفه دو در v و w رأس طرفͬ از مͬ�شود. تبدیل مجزا مؤلفه دو به

حͺم و است تناقض ͷی این بͽذرد. x از باید v به w از مسیر هر و ندارد وجود مسیری v به w از

� است. برقرار

در G رأسهای ،t۱, t۲, · · · , tn کنید فرض دهیم. ارائه لم این برای دیͽر برهان ͷی مͬتوانیم

�که مͬکنیم، مرتب زیر الͽوریتم با s۱, s۲, · · · , sn دنباله در را G رئوس باشند. بͬدور ترتیب ͷی

و S تالͬ رئوس مجموعه دهنده نشان N+(S) و Gi رئوس از مجموعه ͷی دهنده نشان S آن در

است: S ماقبل رئوس مجموعه دهنده نشان N−(S)

s1:= t1;S = s1;

for i = 2 . . . n do

{if N+(S)\S ̸= ∅

then set si = tj where tj ∈ N+(S)\S with j minimum;

else set si = tj where tj ∈ N−(S)\S with j maximum;

end if;}

add si to S;

end for;

مͬ�دهیم: ارائه را مهم قضیه ͷی زیر در

استاگروتنهااگر ١-فاکتورپذیر ،Gگراف است. همبند Gگرافدوبخشͬ فرضکنید .۴۴.٠.١ قضیه

به�طوری�که: باشد موجود دوبخشͬ گرافهای از G۰, G۱, · · · , Gp = G دنباله

باشد، مقدماتͬ G۰ .١

است. Hi مقدماتͬ دوبخشͬ گراف و Gi−۱ از تͷرده اجتماع ͷی Gi ،i = ۱, · · · , p برای .٢

هستند. G مقدماتͬ مؤلفههای H۰ = G۰, H۱, H۲, · · · , Hp این�جا، در که
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با و ۴١.٠.١ لم به توجه با است. صادق قضیه شرایط در که است گرافͬ G گیریم . برهان

گراف G = Gp پس است، ١-فاکتورپذیر دوبخشͬ گراف Gi که مͬبینیم i روی استقراء از استفاده

مقدماتͬ مؤلفههای که مͬکنیم ثابت i روی استقراء از استفاده با است. ١-فاکتورپذیر دوبخشͬ

فرض است. مقدماتͬ G۰ چون است واضح i = ۰ برای ویژگͬ این هستند. H۰, H۱, · · · , Hi ،Gi

تجزیه ͷی افزوده یالهای اجتماع این در Hiاست. و Gi−۱ تͷرده اجتماع Gi گراف .i > ۰ کنید

(W ′
i , B

′
i) و Gi−۱ برای افرازی (Wi−۱, Bi−۱) گیریم واقع، در مͬدهند. شͺل Gi برای را یال برش

هم به را B′
i رئوس Wi−۱و رئوس اجتماع این در افزوده یالهای فرضکنید Hiاست. برای ی افراز

با پس است. Gi برای افرازی (Wi = Wi−۱ ∪W ′
i , Bi = Bi−۱ ∪B′

i) که کنید توجه کنند. متصل

استفاده با و |B′
i| = |W ′

i | داریم است مقدماتͬ Hi چون ) |S| = |N(S)| داریم: S = W ′
i داشتن

و N(S) از رأس ͷی که هستند آنهایͬ اجتماع این در افزوده یال�های ،(N(W ′
i ) = B′

i همبندی از

فرض بردن کار به با است، مقدماتͬ Hi که این به توجه با مͬکنند. متصل را Wi\S از رأس ͷی

که مͬ�گیریم نتیجه مقدماتͬ مؤلفههای تجزیه بودن منحصربه�فرد از استفاده با و Gi−۱ روی استقراء

هستند. G مقدماتͬ مؤلفههای Gi−۱ مقدماتͬ مؤلفههای و Hi

درنظر را آن مقدماتͬ مؤلفههای دیͽراف است. ١-فاکتورپذیر گراف G کنید فرض برعͺس،

آوردن به�دست برای را ،۴١.٠.١ لم مͬتوانیم (٣۴.٠.١ (لم است بͬدور دیͽراف این چون بͽیرید.

ͷی واقع در ببریم. کار به بود، شده تعیین قضیه در که همان�طور G۰, G۱, · · · , Gp = G دنباله

� است. تͷرده اجتماع ͷی با متناظر منبع مقدماتͬ مؤلفه افزایش



٢ فصل

مسطح مقدماتͬ دوبخشͬ گراف�های

از ͷی هر با آشنایͬ جهت مͬ�کنیم. آغاز عمومͬ گراف�های از دسته�بندی ͷی ارائه با را بخش این

کرده�ایم. بسنده دسته هر در گراف از تعریفمختصر ͷی به تقسیم�بندی، این در شده ذکر گراف�های

رساله این اهداف از بخشͬ و کرده محدود مقدماتͬ دوبخشͬ گراف�های به را خودمان توجه سپس

مͬ�کنیم. دنبال را

Brick تجزیه روند :١.٢ شͺل

آن به یال هر افزودن با اگر مͬ�گوییم، آلوده را کامل جورسازی با ساده گراف ͷی .۴۵.٠.٢ تعریف

١٣
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مشاهده را آلوده گراف�های از مثال دو ٢.٢ شͺل در یابد. افزایش گراف کامل جورسازی�های تعداد

مͬ�کنید.

آلوده گراف�های از مثال دو :٢.٢ شͺل

دارای G − v ،v ∈ V (G) هر ازای به اگر مͬ�نامیم، فاکتور-بحرانͬ را G گراف .۴۶.٠.٢ تعریف

.((١٩۶٣)١ (گالای باشد کامل جورسازی ͷی

هر ازای به اگر است مثبت مازاد دارای G = (A,B) دوبخشͬ گراف مͬ�گوییم .۴٧.٠.٢ تعریف

باشد. X اندازه از بزرگ�تر X همسایه�های تعداد ،A از X ناتهͬ زیرمجموعه

رئوس از جفت هر ازای به و یال ͷی شامل اگر مͬ�گوییم، دوبحرانͬ را G گراف .۴٨.٠.٢ تعریف

باشد. کامل جورسازی ͷی دارای G− x− y ،G در y و x متمایز

ویژگͬ�ها و تعاریف ١.٢

قطع را همدیͽر یالها که این بدون را آن بتوان اگر مͬگوییم مسطح را گراف ͷی .١.١.٢ تعریف

کرد. رسم صفحه در کنند
١Gallai


