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چ��ک��ی��ده

از (∥ · ∥n : n ∈ N) دن��ب��ال��ه�ی گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا را ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در (E, ∥ · ∥) ن��رم�دار ف��ض��اه��ای م��ع��روف ی��ه�ی ن��ظ��ر

ش��رای��ط در ک��ه اس��ت En ض��رب��ی ف��ض��ای ب��ر ن��رم��ی ∥ · ∥n ،n ∈ N ه��ر ازای ب��ه آن در ک��ه �ی��م، �ن� م��ی�ک� �ع��دی��ل ت� �ا ن��رم�ه�

ق��رار ب��ررس��ی م��ورد را ف��ض��اه��ا ای��ن از خ��اص��ی��ت�ه��ای��ی �ن��د�ن��رم��ی، چ� ف��ض��اه��ای م��ع��رف��ی از پ��س �ن��د. م��ی�ک� ص��دق خ��اص��ی

م��ی�ده��ی��م.

�رم�ه��ای ن� از �ی��دی �ل� ک� �ای��ی �ال�ه� �ث� م� �ه�ای، �ک� �ب� �ش� م� �ه�ی �ان� �دگ� �ن� چ� �رم�ه��ای ن� و �م �م� �ی� �س� �اک� م� و �م��م �ی� �ن� �ی� م� �ه�ی �ان� �دگ� �ن� چ� �رم�ه��ای ن�

�ان �م� ه� �ه ک� را �ی �رم� �د�ن� �ن� چ� �ای �اه� �ض� ف� �ر ب� �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �دار �ران� ک� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ی �ژگ� وی� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� �ه �ان� �دگ� �ن� چ�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی اس��ت، چ��ن��دگ��ان��ه پ��ی��وس��ت��ه�ی ع��م��ل��گ��ره��ای

ب��ررس��ی را X ک��ام��ل ی��اف��ت��ه�ی �ی��م ت��ع��م� ی��ک �ت��ر م� ف��ض��ای ب��ر �ب��اض��ی ان��ق� ن��گ��اش��ت�ه��ای ب��رای دی��گ��ری �ی��ه��ی ق��ض� س��پ��س

،x٠ آغ��ازی��ن ع��ن��ص��ر ب��ا پ��ی�در�پ��ی ی��ب�ه��ای ت��ق��ر دن��ب��ال��ه��ی از م��ت��وال��ی ج��ف��ت ه��ر ک��ه م��ی�ک��ن��د ب��ی��ان ق��ض��ی��ه ای��ن م��ی�ک��ن��ی��م.

�اب��ت ث� �ه�ی �ط� �ق� ن� ی��ک �ه ب� x٠ �ازی��ن آغ� �ر �ن��ص� ع� �ا ب� پ��ی�در�پ��ی �ای ی��ب�ه� �ر �ق� ت� �ه�ی �ال� �ب� دن� �ا ی� �د �ن� �ت� �س� ه� دور ه��م از �ا�ی��ت �ه� ب��ی�ن� �ا ی�

ب��ر ل��وک��زم��ب��رگ ان��ق��ب��اض��ی ن��گ��اش��ت ق��ض��ی��ه و ک��ام��ل ی��ک م��ت��ر ف��ض��ای ب��ر ب��ان��اخ ان��ق��ب��اض��ی ن��گ��اش��ت ق��ض��ی��ه اس��ت. ه��م��گ��را

�ه�ی �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �داری �ای� پ� �ه �ی� �ض� ق� �ه�ع��لاوه ب� اس��ت. �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� از �اص��ی خ� �ای �ال��ت�ه� ح� �ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� ی��ک �ر �ت� م� �ای �ض� ف�

ب��ه خ��ط��ی ف��ض��اه��ای از �ای��ی ن��گ��اش��ت�ه� ب��رای ک��وش��ی ج��م��ع��ی �ع��ادل��ه�ی م� �ا ب� �ب��اط ارت� در ک��ه را، �ی��اس �ای��رس-اولام-راس� ه�

م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت و ب��ی��ان اس��ت، چ��ن��د�ن��رم��ی ف��ض��اه��ای

.47A99 ،46B99 ،39B52 ،39B82 ی��اض��ی۲۰۱۰: ر م��وض��وع��ی رده�ب��ن��دی

�گ��ر �ل� �م� ع� پ��وچ، �ه �ان� �ن��دگ� چ� �ال��ه �ب� دن� �ان��ه، �ن��دگ� چ� �ان��اخ ب� ف��ض��ای �رم��ی، �د�ن� �ن� چ� ف��ض��ای �ه، �ان� �ن��دگ� چ� ن��رم �ی��دی: �ل� ک� واژه�ه��ای

چ��ن��دگ��ان��ه. پ��ی��وس��ت��ه ع��م��ل��گ��ر چ��ن��دگ��ان��ه، ک��ران��دار خ��ط��ی
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م��ق��دم��ه

ک��دام ازای ب��ه ک��رد: م��ط��رح را ت��اب��ع��ی م��ع��ادلات پ��ای��داری �ئ��ل��ه�ی م��س� ب��ار اول��ی��ن ب��رای [23] اولام۱ ،۱۹۴۰ س��ال در

�د، �ع� ب� �ال س� در �ود؟ �ی�ش� م� �ک �زدی� ن� �ی �ت� �خ� ی� �ودر خ� �ک ی� �ه ب� �اً �زوم� ل� G �ی �ت� �خ� ی� �ودر ε-خ� �ک ی� G �ک �ری� �ت� م� �ای �ه� �روه� گ�

،۱۹۷۸ س��ال در و داد ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای �ن��ه�ی �ی� زم� در اولام س��ؤال ب��ه ج��زئ��ی ق��ب��ول ق��اب��ل ج��واب ی��ک [11] ه��ای��رس۲

ک��رد. ث��اب��ت اس��ت، p = ٠ ح��ال��ت ب��رای ه��ای��رس ق��ض��ی��ه�ی ش��ام��ل ک��ه را ی��ر ز ق��ض��ی��ه�ی [20] ت��ی�اچ.ام.راس��ی��اس۳

ک��ه ب��اش��د ن��گ��اش��ت��ی f : E → F ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت، ک��ام��ل F ب��اش��ن��دک��ه ح��ق��ی��ق��ی ن��رم�دار ف��ض��اه��ای F و E ک��ن��ی��م ف��رض

ی��ر ز ن��ام��س��اوی در p ∈ [٠,١) و ε ≥ ٠ ه��رگ��اه اس��ت. �ت��ه �ی��وس� پ� R ب��ر t 7→ f(tx) ن��گ��اش��ت ث��اب��ت، x ∈ E ه��ر ب��رای

ک��ن��ن��د ص��دق

(١) ∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ε(∥x∥p + ∥y∥p) (x, y ∈ E).

ط��وری�ک��ه ب��ه دارد وج��ود T : E → F ی��ک��ت��ای و خ��ط��ی ن��گ��اش��ت آن�گ��اه

∥f(x)− Tx∥ ≤ ε∥x∥p/(١− ٢p−١) (x ∈ E).

م��ی�ت��وان��د p ≥ ١ ب��رای ای ق��ض��ی��ه چ��ن��ی��ن آی��ا ک��ه ک��رد م��ط��رح را س��ؤال ای��ن [21] ت��ی�اچ.ام.راس��ی��اس ،۱۹۹۰ س��ال در

س��ؤال ای��ن ب��رای ق��ب��ول��ی ق��اب��ل ج��واب و ک��رد دن��ب��ال را [20] وی��ک��رد ر ه��م��ان ،[9] گ��اج��ا۴ ،۱۹۹۱ س��ال در ش��ود. ث��اب��ت

�ا آن�ه� �ی ول� �د ش� �ت �اب� ث� [22] در۵ �رل �م� ش� و �اس �ی� راس� و [9] �ا �اج� گ� �ط �وس� ت� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �رد، ک� �ه ارائ� p > ١ �ال��ت ح� در

اس��ت درس��ت ن��ی��ز p < ٠ ب��رای ک��ه راس��ی��اس، دس��ت��اورد ک��ن��ن��د. ث��اب��ت p = ١ ح��ال��ت در را م��ش��اب��ه ق��ض��ی��ه�ی ن��ت��وان��س��ت��ن��د

�داری �ای� پ� آن�را �ه ک� �ده�ای �دی� پ� �رف��ت �ش� �ی� پ� روی �م)، ی� �ر �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ∥٠∥p = ∞ ،p < ٠ �رای ب� �رارداد ق� �وان �ن� ع� �ه (ب�

اس��ت. گ��ذاش��ت��ه ت��أث��ی��ر م��ی�ن��ام��ی��م ه��ای��رس-اولام-راس��ی��اس

�ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �داری �ای� پ� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه ک� �اس، �ی� راس� �ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ه�ی �ی� �ض� ق� ،۱۹۹۴ �ال س� در

در ε(∥x∥p + ∥y∥p) �ران ک� او �د: آم� �ت �ه�دس� ب� [10] �ا۶ وت� �اور گ� �ط �وس� ت� �ت، اس� �روف �ع� م� �اس �ی� �رس-اولام-راس� �ای� ه�

ک��رد. ج��ای��گ��زی��ن φ(x, y) ع��م��وم��ی ک��ن��ت��رل ت��اب��ع ب��ا را (۱) راب��ط��ه�ی
۱Ulam
۲Hyers

۳Th.M.Rassias
۴Gajda

۵Semrl
۶Gavruta

ج



م��ق��دم��ه

زی��ادی ی��اض��ی�����دان��ان ر ت��وس��ط �اب��ع��ی ت� �ع��ادلات م� ب��ا راب��ط��ه در �ت��ع��ددی م� �ای��داری پ� �ائ��ل م��س� �ی��ر اخ� ده��ه�ه��ای ط��ول در

اق��ت��ص��اد ف��ی��زی��ک، اط��لاع��ات، ی��ه�ی ن��ظ��ر در زی��ادی ب��رده��ای ک��ار ن��ت��ای��ج ای��ن .[3, 5, 12, 17, 21] اس��ت ش��ده ب��ررس��ی

۴.۲.۳ �ی��ه�ی ق��ض� م��ش��اب��ه �ی��ه�ای ق��ض� از �ت��ف��اده اس� �ل��ی اص� ق��دم م��ورد ه��ر در .[1, 2] دارد �ت��م��اع��ی اج� و �ت��اری رف� �ل��وم ع� و

اس��ت.

�رح �ط� م� را �ؤال س� �ن ای� �ا آن�ه� �د: ش� �ه �ت� �اش� �گ� ن� �لال �ت� اخ� �ه�ی ی� �ر �ظ� ن� �ا ب� �ه �ط� راب� در �ی �ای� �ه�ه� �ال� �ق� م� �ی��ش، پ� �ال س� ۲۰ �دود ح�

�ه ب� �اً �زوم� ل� �د �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ی �ب� ی� �ر �ق� ت� �ور ط� �ه ب� �ی �ن� �ی� �ع� م� �ی �ژگ� وی� در �ه ک� �ی �اض� ی� ر �ئ �ی� ش� �ک ی� �ع �وق� م� �ه چ� �ه ک� �د �ردن� ک�

داده �ح �ی� �وض� ت� [14] در �ج �ای� �ت� ن� �ن ای� از �اری �ی� �س� ب� �ود. �ی�ش� م� �ک �زدی� ن� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ی �ع� �ط� ق� �ی �ژگ� وی� در �ه �زی�ک� �ی� چ�

�ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ی �ط� خ� �ک �ع� �اب� ت� �ک ی� T : A → C و �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج� A �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال، �ث� م� �رای ب� �د. ان� �ده ش�

.∥T∥ ≤ ١+ δ ص��ورت ای��ن در .|T (ab)− T (a)T (b)| < δ|T (a)||T (b)| (a, b ∈ A)

ه��م �ه ب� �زدی��ک ن� �ن��دس��ی ه� �ور ط� ب��ه B و A ط��وری�ک��ه ب��ه �د �ن� �اش� ب� C �ان��اخ ب� �ر �ب� ج� از �ای��ی �ره� �ب� �رج� زی� B و A �ی��م �ن� ک� ف��رض

�اب��ه، م��ش� �ه��ط��ور ب� �ن��د. �ت� ه��س� ی��خ��ت �ر ی��ک� B و A �ی��د) �ن� ک� �ع��ه م��راج� [14] (ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود �ب��اط �ن� �ت� اس� ای��ن�ط��ور �ل��ب اغ� �ن��د. �اش� ب�

�رب ض� دو �ن ای� و �د �ن� �ی�ک� م� �ل �دی� �ب� ت� �ر �ب� ج� �ه ب� آن�را �ه ک� �ت اس� �رب ض� �ل �م� ع� دو دارای A �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

ش��دن��د س��اخ��ت��ه ب��دی��ن�گ��ون��ه ک��ه ج��ب��ر دو ای��ن ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د. ن��زدی��ک ه��م ب��ه دوخ��ط��ی ن��گ��اش��ت�ه��ای ب��ه�ع��ن��وان

ن��گ��اش��ت�ه��ای ب��ا ای��ده�ه��ا ای��ن [16] و [15] در ج��ان��س��ون۷ ت��ح��ق��ی��ق��ات ط��ب��ق دارن��د. م��ش��ت��رک ج��ب��ری وی��ژگ��ی�ه��ای اغ��ل��ب

و ε > ٠ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� اس��ت AMNM �ان��اخ ب� �ای �ره� �ب� ج� از (A,B) �ف��ت ج� �د. �ن� �ت� �س� ه� �اط �ب� ارت� در ب��ی �ر ض� �اً �ب� ی� �ر �ق� ت�

�ه ک� T : A → B �دار �ران� ک� �ی �ط� خ� �ت �اش� �گ� ن� �ر ه� �رای ب� �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� δ > ٠ �دد Kع� > ٠ �ر ه�

�دار �ران� ک� �ی �ت� �خ� ی� �ر �م� ه� �ک ی� ،∥T (ab) − T (a)T (b)∥ ≤ δ∥a∥∥b∥ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� a, b ∈ A �ر ه� �رای ب� و ∥T∥ ≤ K

�ای �ره� �ب� ج� آن در �ه ک� �ون �س� �ان� ج� �ای �ه�ه� �ی� �ض� ق� �ه ب� �وط ب� �ر م� �ث �ح� ب� در .∥T − θ∥ ≤ ε �ه ک� �ت �س� ه� θ : A → B �د �ن� �ان� م�

�ال��ب م��ط� اس��ت. �ان��اخ ب� �ب��ره��ای ج� از �ت��گ��ی �ان��س� �م� ه� ی��ه�ی �ر ن��ظ� ب��ه ب��وط �ر م� ش��رای��ط و ب��ره��ان�ه��ا �ن��د؛ �ت� ه��س� AMNM �ان��اخ، ب�

ان��د. ش��ده م��ط��رح [19] در ی��ب��ی ت��ق��ر م��ی��ان��گ��ی��ن�پ��ذی��ری و ی��ب��ی ت��ق��ر ه��م��ان��س��ت��گ��ی وه����ه��ای گ��ر ب��ه ب��وط��ه م��ر

�ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ی �ژگ� وی� �ی �ررس� ب� �ه ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف ی� �ر �ع� ت� را �ی �رم� �د�ن� �ن� چ� �ای �اه� �ض� ف� ،[7] �رو �ی� پ� �ه، �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

�ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �داری �ای� پ� �ه�ی �ی� �ض� ق� �لاوه، ع� �ه ب� �م. �ردازی� �ی�پ� م� �ی �رم� �د�ن� �ن� چ� �ای �اه� �ض� ف� �ر ب� �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �دار �ران� ک�

ف��ض��اه��ای ب��ه خ��ط��ی ف��ض��اه��ای از ن��گ��اش��ت�ه��ای��ی ب��رای ک��وش��ی ج��م��ع��ی م��ع��ادل��ه�ی ب��ه ب��وط م��ر ه��ای��رس-اولام-راس��ی��اس

چ��ن��د�ن��رم��ی ف��ض��اه��ای ی��ه�ی ن��ظ��ر م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت [4, 13, 18] ه��م��ان��ن��د ث��اب��ت ن��ق��ط��ه�ی ی��ک از اس��ت��ف��اده ب��ا را چ��ن��د�ن��رم��ی

�ی��ه �ب� ش� �ای��ی ب��رده� ک��ار ۴.۲.۳ �ی��ه�ی ق��ض� ک��ه اس��ت ای��ن �ا م� ه��دف اس��ت. ش��ده آغ��از [7] در �ان��ه �ن��دگ� چ� �ان��اخ ب� �ب��ره��ای ج� و

داش��ت. خ��واه��د چ��ن��د�ن��رم��ی ف��ض��اه��ای و ج��ب��ره��ا ی��ه�ی ن��ظ��ر در ف��وق م��وارد ب��ه

م��راج��ع ع��ن��وان ب��ه [7] ک��ت��اب و [8] م��ق��ال��ه�ی و اص��ل��ی م��ق��ال��ه�ی ع��ن��وان ب��ه [6] م��ق��ال��ه�ی ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن ت��دوی��ن در
۷Johnson
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۱ ف��ص��ل

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ی��ف ت��ع��ار

ب��ع��دی ف��ص��ول در ک��ه را م��ق��دم��ات��ی ن��ت��ای��ج و ن��م��اده��ا ی��ف، ت��ع��ار ب��رخ��ی خ��وان��ن��ده، ب��ه��ت��ر دس��ت��رس��ی ب��رای ف��ص��ل، ای��ن در

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ن��م��ود، خ��واه��ی��م اس��ت��ف��اده

پ��ای��ه�ای ن��م��ادگ��ذاری ۱.۱

م��ی�ک��ن��ی��م. ذک��ر ای��ن��ج��ا در را م��ه��م ن��م��اده��ای از ب��رخ��ی

م��ج��م��وع��ه�ه��ا

�داد اع� از {٠,١,٢, . . .} و �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� از {٢±,١±,٠, . . .} �ی، �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� از {١,٢, . . .} �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م�

و {١, . . . , n} م��ج��م��وع��ه�ه��ای ، n ∈ N ه��ر ب��رای �ی��م. م��ی�ده� ن��ش��ان Z+ و Z و N ب��ا �ی��ب ت��رت� ب��ه را �ن��ف��ی ن��ام� �ی��ح ص��ح�

و Sn ب��ا را ش��ی��ئ n ب��ر ج��ای��گ��ش��ت�ه��ا گ��روه ه��م��چ��ن��ی��ن، م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Z+
n و Nn ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را {٠,١, . . . , n}

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان SN ب��ا را N ج��ای��گ��ش��ت�ه��ای ه��م��ه�ی گ��روه

را م��خ��ت��ل��ط م��ی��دان م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان I ب��ا را R در [٠,١] ی��ک��ه ب��ازه���ی و R+ = [٠,∞) ،R ب��ا را ح��ق��ی��ق��ی م��ی��دان

D = {z ∈ C : |z| ≤ ١} ب��ا را ب��س��ت��ه ی��ک��ه�ی ق��رص ،D = {z ∈ C : |z| < ١} ب��ا را C در ب��از ی��ک��ه�ی ق��رص ،C ب��ا

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش T = {z ∈ C : |z| = ١} ب��ا را ی��ک��ه دای��ره�ی و

ن��گ��اش��ت ی��ع��ن��ی ،Rn ی��ا Cn ب��ر ام i م��خ��ت��ص ت��اب��ع��ک ،i ∈ Nn ه��ر ب��رای

(z١, . . . , zn) 7→ zi, Cn → C

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Zi ب��ا را
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�رای ب� �اً �ب� �ال� غ� و �م �ی� �ی��ده� م� �ان �ش� ن� CN �ا ب� را N �ر ب� �دار �ق� م� �ط �ل� �ت� �خ� م� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ه�ی �م� ه� �ای �ض� ف�

ص��ورت ای��ن در .α, β ∈ CN ک��ن��ی��م ف��رض .(αi) م��ی�ن��وی��س��ی��م α = (αi : i ∈ N) ∈ CN

�م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� |αi| ≤ K|βi| ،i ∈ N �ر ه� ازای �ه ب� �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� K �ت �اب� ث� �دد ع� �اه �رگ� ه�

.α = O(β)

|αi| ≤ ε|βi| ،i ≥ i٠ �ر ه� ازای �ه ب� �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� i٠ ∈ N �دد ع� ε > ٠ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه�

.α = o(β) م��ی�ن��وی��س��ی��م

م��ش��اب��ه��ن��د. β و α دن��ب��ال��ه��ه��ای گ��وی��ی��م ح��ال��ت ای��ن در .α ∼ β م��ی�ن��وی��س��ی��م β = O(α) و α = O(β) ه��رگ��اه

ن��ام��س��اوی�ه��ا

را ∞ و ١ �ن��ی��ن ه��م��چ� .١
p
+

١
q
= ١ ه��رگ��اه اس��ت p م��زدوج ان��دی��س q ص��ورت ای��ن در .١ < p < ∞ �ی��م �ن� ف��رض�ک�

و α١, . . . , αn ∈ R+ �اه �رگ� ه� �م. �ی� م��ی�ده� �ان �ش� ن� p′ �ا ب� را p م��زدوج و ی��م �ر �ی� م��ی�گ� �ر �ظ� ن� در �ر �گ� �دی� �ک� ی� �زدوج م� �وان �ن� ع� �ه ب�

ی��م. م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در {α١, . . . , αn} م��اک��س��ی��م��م ع��ن��وان ب��ه را (αq
١ + . . .+ αq

n)١/q آن�گ��اه ،q = ∞

ب��اش��ن��د. م��زدوج ان��دی��س�ه��ای p, q ∈ [١,∞] ک��ن��ی��م ف��رض اس��ت. ی��ر ز ش��رح ب��ه ه��ول��در ن��ام��س��اوی از س��اده ص��ورت��ی

ی��م دار x١, . . . , xn, y١, . . . , yn ∈ C ه��ر و n ∈ N ه��ر ازای ب��ه ص��ورت ای��ن در

(١)
n∑

j=١
|xjyj | ≤

( n∑
j=١

|xj |p
)١/p( n∑

j=١
|yj |q

)١/q
.

ب��ا j ∈ Nn ه��ر ب��رای (۱) از اس��ت��ف��اده ب��ا (r < s ح��ال��ت��ی�ک��ه (در آن�گ��اه ١ ≤ r ≤ s و a١, . . . , an ∈ R+ اگ��ر ح��ال

ی��م دار q = s/(s− r) و p = s/r ه��م��چ��ن��ی��ن و yj = ١ و xj = arj

١
n١/r (a

r
١ + . . .+ arn)

١/r ≤ ١
n١/s (a

s
١ + . . .+ asn)

١/s.

�م ی� دار ±t ∈ Nk−١ �ر ه� �رای ب� �اه آن�گ� ζ = exp(٢πi/k) �ر اگ� ،k ≥ ٢ �ه ک� k ∈ N �ر ه� �رای ب� �اً �ن� �م� ض�

.١+ ζt + . . .+ ζt(k−١) = ٠

خ��ط��ی ف��ض��اه��ای

م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��ن��د. E خ��ط��ی ف��ض��ای از خ��ط��ی ف��ض��اه��ای ی��ر ز G و F ک��ن��ی��م ف��رض

F +G = {x+ y : x ∈ F, y ∈ G}.

۲
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.E = F ⊕G م��ی�ن��وی��س��ی��م ،F +G = E و F ∩G = {٠} ه��رگ��اه

�م �ی� �ق� �ت� �س� م� �وع �م� �ج� م� را E �ی �ورت� ص� در �د �ن� �اش� ب� E �ی �ط� خ� �ای �اه� �ض� ف� �ر ی� ز E١, . . . , En �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح�

ص��ورت ب��ه آن�را و ن��ام��ی��م E١, . . . , En

E = E١ ⊕ . . .⊕ En,

آن در ک��ه ن��وش��ت x = x١ + . . .+ xn ص��ورت ب��ه �ا �ت� �ک� ی� �ور �ه�ط� ب� �ت��وان ب� را x ∈ E ع��ض��و �ر ه� ک��ه �ی��م م��ی�ده� �ای��ش �م� ن�

.xi ∈ Ei ،i ∈ Nn ه��ر ب��رای

،i ∈ Nm �ر ه� �رای ب� و n = m �اه �رگ� ه� �د �رن� �راب� ب� F١ ⊕ . . . ⊕ Fn و E١ ⊕ . . . ⊕ En �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �وع �م� �ج� م� دو

�ی��م �ق� �ت� �س� م� �م��وع �ج� م� �ورت ص� ب��ه را E �وان �ی�ت� م� �ط��ی �رای� ش� �ه چ� ت��ح��ت �ه ک� �د �ن� م��ی�ک� �ان �ی� ب� ذی��ل �ه�ی �ی� ق��ض� �ه �ت� �ب� ال� .Ei = Fi

ن��وش��ت. ی��رف��ض��اه��ای��ش ز

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. E خ��ط��ی ف��ض��اه��ای ی��ر ز E١, . . . , En و خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک E ک��ن��ی��م ف��رض ١.١.١ ق��ض��ی��ه

Ei∩(E١+E٢+. . .+Ei−١+Ei+١+. . .+En) = {٠} ،i ∈ Nn ه��ر ازای ب��ه اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر E = E١⊕. . .⊕En

.E = E١ + E٢ + . . .+ En و

خ��ط��ی ف��ض��ای ب��اش��د. خ��ط��ی ف��ض��ای E ک��ن��ی��م ف��رض
n︷ ︸︸ ︷

E × . . .× E

،x١, . . . , xn ∈ E آن در �ه ک� (x١, . . . , xn) �ای �ی��������������������������ه� �ای� ت� n از En �ورت ص� �ن ای� در �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� En �ا ب� را

ع��م��وم��ی ع��ض��و m ∈ N ب��رای ،k = ١ ک��ه خ��اص��ی ح��ال��ت در ن��م��ادی��ن، ق��رارداد ی��ک ع��ن��وان ب��ه اس��ت. ش��ده ت��ش��ک��ی��ل

(x) ج��ای ب��ه ،n = ١ ص��ورت��ی�ک��ه در� و ی��م م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در (y١, . . . , ym) ه��م��ان را (x١, . . . , xk−١, y١, . . . , ym)

En ی��ا E از ص��ف��ر ع��ض��و ک��رد. ی��ف ت��ع��ر م��خ��ت��ص��ات��ی ص��ورت ب��ه En ب��ر م��ی�����������ت��وان را خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای .x م��ی�ن��وی��س��ی��م

ع��ب��ارت En در ع��ض��وی ب��رای م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان ۰ ب��ا را

(٠, . . . ,٠, xi,٠, . . . ,٠)

�ه ب� �ب �ل� اغ� En از x �و �ض� ع� �ود. ش� �ر ذک� آن �لاف خ� �ر �گ� م� �ت، اس� ام i �ص �ت� �خ� م� در xi �د ده� �ی م� �ان �ش� ن�

�ه�ی �ال� �ب� دن� x �دار �ق� م� �ا ب� �ت �اب� ث� �ه�ی �ال� �ب� دن� ،x ∈ E �ر ه� �رای ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �ت� �وش� ن� (xi) �ا ی� (x١, . . . , xn) �ورت ص�

اس��ت. (x) = (x, . . . , x) ∈ En

ب��اش��د. خ��ط��ی ف��ض��ای E ک��ن��ی��م ف��رض ت��ع��ری��ف٢.١.١

۳
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(x١, . . . , xn) �اد �ق� �ع� ان� را (y١, . . . , yk) ∈ Ek �و �ض� ع� �اه آن�گ� (x١, . . . , xn) ∈ En و k ∈ Nn ،n ∈ N �ر اگ�

،j ∈ Nk �ر ه� �رای ب� �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� Nn از {Sj : j ∈ Nk} �راز اف� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ�

. yj =
∑

{xi : i ∈ Sj}

�ه �ت� داش� (x١, . . . , xk) �وک �ل� ب� �ر ه� از �ه �خ� �س� ن� n �اه �رگ� ه� .x = (x١, . . . , xk) ∈ Ek و n, k ∈ N �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

آن�گ��اه ب��اش��ی��م

x[n] = (x١, . . . xk, x١, . . . , xk, . . . x١, . . . , xk) ∈ Enk

گ��وی��ی��م. x ام n ب��س��ط را

�م. ی� �ر �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ت اس� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� �ک ی� �ز �ی� ن� �ه ک� را EN �ای �ض� ف� �د. �اش� ب� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� E �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

م��ی�ن��وی��س��ی��م ی��ر ز ص��ورت ب��ه اغ��ل��ب را EN ع��م��وم��ی ع��ض��و

x = (xi) = (xi : i ∈ N),

ب��ا را x م��ق��دار ب��ا ث��اب��ت دن��ب��ال��ه�ی ،x ∈ E ه��ر ازای ب��ه و اس��ت ٠ = (٠,٠,٠, . . .) ص��ورت ب��ه ن��ی��ز EN ص��ف��ر ع��ض��و

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان (x)

خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای و ی��س�ه��ا م��ات��ر

ب��ه E از خ��ط��ی �ره��ای �گ� �ل� �م� ع� �ه�ی �م� ه� خ��ط��ی ف��ض��ای ص��ورت ای��ن در �اش��د. ب� خ��ط��ی �اه��ای ف��ض� F و E �ی��م �ن� ک� ف��رض

�ای��ش �م� ن� IE �ا ب� را E �ر ب� �ی �ان� �م� ه� �ر �گ� �ل� �م� ع� .L(E) = L(E,E) �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �م؛ �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� L(E,F ) �ا ب� را F

اس��ت. ی��ک��دار ج��ب��ر ع��م��ل��گ��ره��ا ت��رک��ی��ب ب��ه ن��س��ب��ت L(E) ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��ی��م.

م��خ��ت��ل��ط ب��اش��د. W ب��ه V از خ��ط��ی-ح��ق��ی��ق��ی ن��گ��اش��ت T و خ��ط��ی-ح��ق��ی��ق��ی ف��ض��اه��ای W و V ک��ن��ی��م ف��رض ح��ال

�ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان TC �ا ب� را T س��ازی �ل��ط �ت� م��خ� و F = W ⊕ iW و E = V ⊕ iV �ا ب� �ی��ب �رت� ت� ب��ه را W و V س��ازی

م��ی�ش��ود: ی��ف ت��ع��ر ی��ر ز ص��ورت ب��ه x, y ∈ V ه��ر ب��رای و اس��ت F ب��ه E از خ��ط��ی-م��خ��ت��ل��ط ن��گ��اش��ت ی��ک ک��ه

TC(x+ iy) = Tx+ iTy.

E در درای��ه ب��ا m× n ی��س�ه��ای م��ات��ر ه��م��ه�ی خ��ط��ی ف��ض��ای .m,n ∈ N و ب��اش��د خ��ط��ی ف��ض��ای E ک��ن��ی��م ف��رض

�ی��ب ت��رت� ب��ه Mn(C) و Mm,n(C) ب��رای .Mn(E) م��ی�ن��وی��س��ی��م Mn,n(E) ب��رای و �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان Mm,n(E) ب��ا را

.Mn و Mm,n م��ی�ن��وی��س��ی��م

اس��ت: ی��ر ز ص��ورت ب��ه Mm+n(E) در ی��س��ی م��ات��ر v ⊕ w آن�گ��اه w ∈ Mn(E) و v ∈ Mm(E) اگ��ر

۴
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v ٠

٠ w


(xij) م��ات��ری��س �ت��ون س� و س��ط��ر �ی��ر �ی� ت��غ� �ا ب� ک��ه م��ی�ب��اش��د، ی��ر ز ی��س م��ات��ر x ت��ران��ه��اد آن�گ��اه x = (xij) ∈ Mm,n(E) اگ��ر

م��ی�ش��ود: ح��اص��ل

xt = (xji) ∈ Mn,m(E).

ض��رب ی��ق ط��ر از م��ی�ت��وان a ∈ Mm,n ع��ض��و ه��ر ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م� .m,n ∈ N و ب��اش��د خ��ط��ی ف��ض��ای E �ن��ی��م ک� ف��رض

ک��رد. ت��ع��ی��ی��ن را L(En, Em) از ع��ض��وی ی��س�ه��ا، م��ات��ر

�ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� �ورت ص� �ن ای� در �د. �ن� �اش� ب� �ی �ط� خ� �ای �اه� �ض� ف� F و E١, . . . , En �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Ln(E١, . . . , En;F ) ب��ا را F ب��ه E١ × . . .× En از n−خ��ط��ی

�رار ق� ،x = (xi) ∈ En �رای ب� �د. �اش� ب� Nn از �ه�ای �وع� �م� �ج� �رم� ی� ز S و n ∈ N �ی، �ط� خ� �ای �ض� ف� E �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

م��ی�ده��ی��م

،yi = ٠ ،i /∈ S ب��رای و yi = xi ،i ∈ S ب��رای ط��وری�ک��ه ب��ه PS(x) = (yi)

.yi = ٠ ،i ∈ S ب��رای و yi = xi ،i /∈ S ب��رای ط��وری�ک��ه ب��ه QS(x) = (yi)

L(En) �ب��ر ج� در QS و PS وض��وح ب��ه اس��ت. S م��ک��م��ل روی ت��ص��وی��ر QS و S روی ت��ص��وی��ر PS ص��ورت ای��ن در

م��ی�ده��ی��م ق��رار x = (x١, . . . , xn) ∈ En وه��ر i ∈ Nn ه��ر ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن .PS +QS = IEn و ه��س��ت��ن��د، خ��ود�ت��وان

Pi(x) = (٠, . . . ,٠, xi,٠, . . . ,٠), Qi(x) = (x١, . . . , xi−١,٠, xi+١, . . . , xn)

.Qi = Q{i} و Pi = P{i} ن��ت��ی��ج��ه در ک��ه

م��ی�ده��ی��م. ادام��ه ب��ود خ��واه��د م��ه��م ب��رای��م��ان ک��ه ع��م��ل��گ��ره��ا ب��رخ��ی ی��ف ت��ع��ر ب��ا را ب��خ��ش ای��ن

ب��اش��د. اول ص��ف��ح��ه�ی ج��ای��گ��ش��ت ه��م��ان Sn ،n ∈ N ه��ر ازای ب��ه و خ��ط��ی ف��ض��ای E ک��ن��ی��م ف��رض ت��ع��ری��ف٣.١.١

م��ی�ک��ن��ی��م ی��ف ت��ع��ر σ ∈ Sn ب��رای

Aσ(x) = (xσ(١), . . . , xσ(n)) (x = (x١, . . . , xn) ∈ En).

م��ی�ک��ن��ی��م ی��ف ت��ع��ر α = (α١, . . . , αn) ∈ Cn ب��رای

Mα(x) = (αixi) (x = (x١, . . . , xn) ∈ En).

۵



ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای و ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای .٢.١ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .١ ف��ص��ل

م��ی�ک��ن��ی��م ی��ف ت��ع��ر n ∈ N ب��رای .T ∈ L(E,F ) و ب��اش��ن��د خ��ط��ی ف��ض��اه��ای F و E ک��ن��ی��م ف��رض

T (n) : (x١, . . . , xn) 7→ (Tx١, . . . , Txn), En → Fn;

گ��وی��ی��م. T ام n ب��س��ط را T (n) ن��گ��اش��ت

�ی��ن �ن� �چ� �م� ه� و Mα ∈ L(En) ،α ∈ Cn �ر ه� ازای �ه ب� و Aσ ∈ L(En) ،σ ∈ Sn �ر ه� ازای �ه ب� �ورت ص� ای��ن در

.T (n) ∈ L(En, Fn)

ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای و ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای ۲.۱

ه��رگ��اه �ی��م �ام� م��ی�ن� ن��رم ی��ک اس��ت ش��ده ی��ف �ع��ر ت� X ب��رداری ف��ض��ای روی ک��ه را ∥ · ∥ �ی��ق��ی �ق� ح� �اب��ع ت� ت��ع��ری��ف١.٢.١

ک��ن��د: ص��دق زی��ر وی��ژگ��ی س��ه در

.x = ٠ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X ه��ر ازای ب��ه .۱

.∥αx∥ = |α| · ∥x∥ ،α ∈ R ه��ر و x ∈ X ه��ر ازای ب��ه .۲

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X ه��ر ازای ب��ه .۳

�رم�دار ن� �ای �ض� ف� �ک ی� �ار، �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا، ی� �رم�دار ن� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� را ∥ · ∥ �رم ن� �ه ب� �ز �ه� �ج� م� X �رداری ب� �ای �ض� ف�

م��ی�ن��ام��ی��م.

�ل �ام� ک� �ی �ای� �ض� ف� �رم، ن� �ه����ی �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� ی��ک �ر �ت� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ه ک� را X �د �ن� �ان� م� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ر ه� ت��ع��ری��ف٢.٢.١

م��ان��ن��د ع��ن��ص��ری ،X در {xn} م��ان��ن��د ک��وش��ی دن��ب��ال��ه ه��ر ازای ب��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه م��ی�ن��ام��ی��م. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ب��اش��د

. lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠ ط��وری�ک��ه ب��ه دارد وج��ود x ∈ X

ض��رب ی��ک آن در ک��ه اس��ت م��خ��ت��ل��ط م��ی��دان روی A م��ان��ن��د ب��رداری ف��ض��ای ی��ک م��خ��ت��ل��ط ج��ب��ر ه��ر ت��ع��ری��ف٣.٢.١

،A در z و y و x ه��ر ازای ب��ه ی��ع��ن��ی اس��ت؛ ش��ده ی��ف ت��ع��ر پ��خ��ش�پ��ذی��ر و ش��رک��ت�پ��ذی��ر

x(y + z) = xy + xz (x+ y)z = xz + yz x(yz) = (xy)z

اس��ک��ال��ر، αی و x, y ∈ A ازای ب��ه ک��ه اس��ت ش��ده ب��وط م��ر چ��ن��ان اس��ک��ال��ر ض��رب ب��ا و

α(xy) = x(αy) = (αx)y.

۶



ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای و ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای .٢.١ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .١ ف��ص��ل

ض��رب��ی ن��ام��س��اوی در و ک��رده ب��دل ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک ب��ه را A ک��ه ب��اش��د م��وج��ود A در ن��رم ی��ک ه��رگ��اه

(١) ∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ A)

�ام��ل ک� �ت��ری م� �ای ف��ض� ی��ک A ای��ن، �ر ب� ع��لاوه �اه، �رگ� ه� �د. �اش� �ی�ب� م� �رم�دار ن� �ل��ط �ت� �خ� م� �ر �ب� ج� ی��ک A �اه آن�گ� �ن��د، ک� ص��دق

م��ی�ن��ام��ی��م. ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک را A آن�گ��اه ب��اش��د، ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک A ی��ع��ن��ی ب��اش��د، ن��رم ای��ن ب��ه ن��س��ب��ت

�ز �ی� ن� �ا م� و اس��ت �ده �ش� ن� �رط ش� (xy = yx ،A در y و x �ر ه� ازای �ه ب� �ن��ی �ع� (ی� A �ذی��ری �وی��ض�پ� �ع� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

ک��ن��ی��م. ذک��ر آن�را ی��ح��اً ص��ر وق��ت��ی م��گ��ر ن��م��ی�ک��ن��ی��م ش��رط

ه��ر ازای ب��ه ط��وری�ک��ه ب��ه ب��اش��د e م��ان��ن��د ع��ن��ص��ری ی��ع��ن��ی ای��ن ب��اش��د. ی��ک��ه دارای A م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ح��ال ای��ن ب��ا

ف��رض �ا م� .∥e∥ ≥ ١ و (e′ = e′e = e) دارد وج��ود e �ی��ن �ن� چ� ی��ک �ر �ث� ح��داک� ،(۱) �اب��ر �ن� ب� .xe = ex = x ،x ∈ A

ی��م. م��ی�پ��ذی��ر ن��ی��ز را ∥e∥ = ١ اض��اف��ی

ی��م). �ر �ی� م��ی�گ� C ی��ا R آن�را ه��م��واره ک��ه ،K �ال��ر اس��ک� �ی��دان م� (روی ب��اش��د ن��رم�دار ف��ض��ای (E, ∥ · ∥) �ی��م �ن� ک� ف��رض

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان E[r] ب��ا را r ≥ ٠ ش��ع��اع و ۰ م��رک��ز ب��ا E در ب��س��ت��ه گ��وی

. lim
n→∞

xn = ٠ ه��رگ��اه اس��ت پ��وچ دن��ب��ال��ه�ی ،E ن��رم�دار ف��ض��ای در (xn : n ∈ N) دن��ب��ال��ه�ی

�م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� c٠(E) �ا ب� �ت، اس� �ده ش� �ل �ی� �ک� �ش� ت� E در �وچ پ� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ه�ی �م� ه� از �ه ک� را EN از �ی �ای� �ض� ف�

ن��ش��ان ∥ · ∥′ ب��ا را E′ ب��ر دوگ��ان ن��رم اوق��ات گ��اه��ی م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش E′ ب��ا را (E, ∥ · ∥) ف��ض��ای دوگ��ان ه��م��چ��ن��ی��ن

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان E′′ ب��ا ن��ی��ز را E دوم دوگ��ان ف��ض��ای م��ی�ده��ی��م.

B(E,F ) ب��ا را F ب��ه E از ک��ران��دار خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ف��ض��ای ب��اش��ن��د. ن��رم��دار ف��ض��اه��ای F و E �ن��ی��م ک� ف��رض

�رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� �ز �ی� ن� B(E,F ) �د، �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� F �اه �رگ� ه� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن�

ن��ت��ی��ج��ه ∥Tn(x)− Tm(x)∥ ≤ ∥Tn − Tm∥ · ∥x∥ ن��اب��راب��ری از ب��اش��د. B(E,F ) در ک��وش��ی دن��ب��ال��ه�ای {Tn} ک��ن��ی��م

ب��ه �م��گ��راس��ت. ه� F در �رای��ن، �اب� �ن� ب� و اس��ت ک��وش��ی �ال��ه�ای �ب� دن� {Tn(x)} �ال��ه�ی �ب� دن� ،x ∈ E ه��ر ازای ب��ه ک��ه ی��م �ر �ی� م��ی�گ�

M > ٠ م��ان��ن��د ع��ددی اس��ت، ک��وش��ی دن��ب��ال��ه�ای {Tn} چ��ون .T (x) = limTn(x) م��ی�ده��ی��م ق��رار x ∈ E ه��ر ازای

،∥Tn(x)∥ ≤ ∥Tn∥ · ∥x∥ ≤M∥x∥ ن��اب��راب��ری ص��ورت ای��ن در .∥Tn∥ ≤M ،n ه��ر ازای ب��ه ط��وری�ک��ه ب��ه ه��س��ت

.T ∈ B(E,F ) ب��ن��اب��رای��ن .∥T (x)∥ ≤M∥x∥ ،x ∈ E ه��ر ازای ب��ه ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ن��رم، پ��ی��وس��ت��گ��ی ب��ا ه��م��راه

�اب �خ� �ت� ان� �ان �ن� چ� را k �دی��س ان� .ε > ٠ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .limTn = T ،B(E,F ) در �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ال ح�

راب��ط��ه�ی از ص��ورت ای��ن در .∥Tn − Tm∥ < ε ب��اش��ی��م داش��ت��ه n,m ≥ k ه��ر ازای ب��ه ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م

∥Tm(x)− Tn(x)∥ ≤ ∥Tm − Tn∥ · ∥x∥ ≤ ε∥x∥

۷
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،x ∈ E ه��ر و n ≥ k ه��ر ازای ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه اس��ت ب��رق��رار n,m ≥ k ه��ر ازای ب��ه ک��ه

∥T (x)− Tn(x)∥ = lim
m→∞

∥Tm(x)− Tn(x)∥ ≤ ε∥x∥

.limTn = T ی��م دار B(E,F ) در ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت ب��رق��رار ∥T − Tn∥ ≤ ε ن��اب��راب��ری n ≥ k ه��ر ازای ب��ه ی��ع��ن��ی

م��ی�ده��ی��م: ن��ش��ان ی��ر ز ص��ورت ب��ه گ��اه��ی، ی��ا، ∥T∥ ب��ا را T خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ن��رم .T ∈ B(E,F ) ک��ن��ی��م ف��رض

∥T : E → F∥

اس��ت. ی��ک��دار ن��رم�دار ج��ب��ر ی��ک B(E) ط��وری�ک��ه ب��ه ،B(E) = B(E,E) م��ی�ده��ی��م ق��رار

.∥Tx∥ ≤ ∥x∥ ، x ∈ E ه��ر ب��رای ه��رگ��اه اس��ت ان��ق��ب��اض��ی T ن��گ��اش��ت

از �دار �ران� ک� �ی �ط� n-خ� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ای �ض� ف� �د. �ن� �اش� ب� �رم�دار ن� �ای �اه� �ض� ف� F و E١, . . . .En �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

ن��رم آن در ک��ه م��ی�ب��اش��د ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک ای��ن م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Bn(E١, . . . , En;F ) ب��ا را F ب��ه E١, . . . , En

م��ی�ش��ود: ی��ف ت��ع��ر ی��ر ز ص��ورت ب��ه T ∈ Bn(E١, . . . .En;F ) ه��ر ب��رای

∥T∥ = sup{∥T (x١, . . . , xn)∥ : xj ∈ (Ej)[١], j ∈ Nn}

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک Bn(E١, . . . , En;F ) ب��اش��د، ک��ام��ل F ه��رگ��اه

اس��ت��ان��ده ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای

م��ی�ده��ی��م ق��رار n ∈ N ب��رای ی��م. م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در را CN ف��ض��ای

δn = (δm,n : m ∈ N) ∈ CN,

م��ی�ده��ی��م ق��رار ١ ≤ p <∞ ب��رای .δm,n = ٠ ،m ̸= n ب��رای و δm,n = ١ ،m = n ب��رای ط��وری�ک��ه ب��ه

ℓp =

{
(αi) ∈ CN :

∞∑
i=١

|αi|p <∞
}
,

اس��ت: ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ی��ر ز ن��رم ب��ا ℓp ص��ورت ای��ن در

∥(αi)∥ =

( ∞∑
i=١

|αi|p
)١/p

((αi) ∈ ℓp).

م��ی�ده��ی��م ق��رار ع��لاوه، ب��ه

ℓ∞ =
{
(αi) ∈ CN : |(αi)|N = sup

i∈N
|αi| <∞

}
,

۸



ب��ان��اخ م��ش��ب����ه�ه��ای .٣.١ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .١ ف��ص��ل

ف��ض��اه��ای اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای (ℓ∞, | · |N) ص��ورت ای��ن در

c = {(αi) ∈ CN : ب��اش��د م��وج��ود lim
i→∞

αi}, c٠ = {(αi) ∈ CN : lim
i→∞

αi = ٠}

�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �ن� �ت� �س� ه� (ℓ∞, | · |N) �ه�ی �ت� �س� ب� �ای �اه� �ض� ف� �ر ی� ز �وچ، پ� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� و �را �گ� �م� ه� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� از �ب، �ی� �رت� ت� �ه ب�

در� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ام� ن� �ده �ان� �ت� اس� �ه����������������ی �ای� پ� آن�را �ه ک� �اس��ت؛ �اه� �ض� ف� �ن ای� از ی��ک �ر ه� �رای ب� �ودر ش� �ه��ی �ای� پ� {δn : n ∈ N}

.∥δn∥ = ١ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ب��اش��د، ش��ده م��ح��اس��ب��ه c٠ ی��ا p ≥ ١ ب��ا ℓp ف��ض��اه��ای از ی��ک ه��ر در ∥ · ∥ ص��ورت��ی�ک��ه

اس��ت. CN اس��ت��ان��ده پ��ای��ه���������ی {δ١, . . . , δn} ،n ∈ N ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��لاح��ظ��ه م��ش��اب��ه، ط��ور ب��ه

ب��ان��اخ م��ش��ب��ک��ه�ه��ای ۳.۱

≥ �ن��د �ان� م� �ی �ب� �ی� �رت� ت� ای �ه �ط� راب� �ه ب� �ز �ه� �ج� م� X �ن��د �ان� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �رداری ب� �ای �ض� ف� ی��ک �رت��ب، م� �اً �زئ� ج� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ر ه�

ب��اش��د: س��ازگ��ار آن ج��ب��ری س��اخ��ت��ار ب��ا ی��ر ز ص��ورت ب��ه ک��ه اس��ت

.x+ z ≥ y + z ،z ∈ X ه��ر ازای ب��ه آن�گ��اه ،x ≥ y اگ��ر .۱

.αx ≥ αy ،α ≥ ٠ ه��ر ازای ب��ه آن�گ��اه ،x ≥ y اگ��ر .۲

�ی��م. م��ی�ن��ام� X �ث��ب��ت م� ب��رداره��ای آن�را ع��ض��وه��ای و X �ث��ب��ت م� م��خ��روط را X+ = {x ∈ X : x ≥ ٠} م��ج��م��وع��ه�ی

اس��ت. م��ث��ب��ت ب��رداری ه��م ب��از م��ث��ب��ت ب��ردار دو ه��ر م��ج��م��وع ک��ه اس��ت روش��ن

ازای ب��ه ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ( ی��س ر ف��ض��ای ی��ک (ی��ا ب��رداری م��ش��ب��ک��ه�ی ی��ک را X م��رت��ب ج��زئ��اً ب��رداری ف��ض��ای

x ∨ y ب��ا را sup{x, y} ب��اش��ن��د. داش��ت��ه وج��ود دو ه��ر inf{x, y} و sup{x, y} ،x, y ∈ X ب��رداره��ای از ج��ف��ت ه��ر

.x ∧ y = inf{x, y} و x ∨ y = sup{x, y} ی��ع��ن��ی م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان x ∧ y ب��ا را inf{x, y} و

ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را x م��ان��ن��د ب��رداری م��ط��ل��ق ق��در و م��ن��ف��ی ق��س��م��ت م��ث��ب��ت، ق��س��م��ت ب��رداری، م��ش��ب��ک��ه�ی ه��ر در

x+ = x ∨ ٠ , x− = (−x) ∨ ٠ , |x| = x ∨ (−x)

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ف ت��ع��ر

X در |x| ≤ |y| راب��ط��ه�ی �اه ه��رگ� اس��ت �ب��ک��ه�ای م��ش� ن��رم ی��ک X ب��رداری �ب��ک��ه�ی م��ش� روی ∥ · ∥ ن��رم �ی��م �وی� م��ی�گ�

�ه�ای �ک� �ب� �ش� م� �رم ن� �ک ی� �ه ب� �ز �ه� �ج� م� �رداری ب� �ه�ای �ک� �ب� �ش� م� �رم�دار، ن� �رداری ب� �ه�ی �ک� �ب� �ش� م� �ر ه� �د. �اش� ب� ∥x∥ ≤ ∥y∥ �زم �ل� �ت� �س� م�

م��ی�ن��ام��ی��م. ب��ان��اخ م��ش��ب��ک��ه�ی را X ب��اش��د، ک��ام��ل X ن��رم�دار ب��رداری م��ش��ب��ک��ه�ی اگ��ر اس��ت.

۹



پ��ذی��ر ان��دازه ت��واب��΄ .۴.١ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .١ ف��ص��ل

پ��ذی��ر ان��دازه ت��واب��ع ۴.۱

ت��ع��ری��ف

�ی��ت �اص� خ� �ه س� از τ �ر اگ� �م �ی� �وی� گ� X در �ول��وژی �وپ� ت� ی��ک را X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر ی� ز از τ �ه�ی �ردای� گ� (آ)

ب��اش��د: ب��ه��ره�م��ن��د ی��ر ز

X؛ ∈ τ و ∅ ∈ τ .۱

V١؛ ∩ V٢ ∩ . . . ∩ Vn ∈ τ آن�گ��اه Vi ∈ τ ،i = ١, . . . , n ازای ب��ه اگ��ر .۲

.∪
α
Vα ∈ τ آن�گ��اه ب��اش��د ن��اش��م��ارا) ی��ا ش��م��ارا، (م��ت��ن��اه��ی، τ اع��ض��ای از دل��خ��واه��ی گ��ردای��ه�ی {Vα} اگ��ر .۳

ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای را τ اع��ض��ای و ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک را X آن�گ��اه ب��اش��د X در ت��وپ��ول��وژی ی��ک τ اگ��ر (ب)

ن��ام��ن��د. م��ی X در

اس��ت �ت��ه �وس� �ی� پ� f �ی��م �وی� گ� �اه آن�گ� �اش��د، ب� Y ت��وی �ه ب� X از �ت��ی �اش� �گ� ن� f و �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� دو Y و X اگ��ر (پ)

ب��اش��د. X در ب��ازی م��ج��م��وع��ه�ی f−١(V ) ،Y در V ب��از م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه

ت��ع��ری��ف

�ر زی� �واص خ� از M �ر اگ� �م �ی� �ام� ن� X در �ر �ب� σ-ج� ی��ک را X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر ی� ز از M �ه�ی �ردای� گ� (آ)

ب��اش��د: ب��ه��ره�م��ن��د

X؛ ∈ M .۱

اس��ت؛ X ب��ه ن��س��ب��ت A م��ک��م��ل Ac آن در ک��ه Ac ∈ M Aآن�گ��اه ∈ M اگ��ر .۲

.A ∈ M آن�گ��اه An ∈ M ،n = ١,٢,٣, . . . ازای ب��ه و A =
∞∪

n=١
An اگ��ر .۳

�ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� را M �ای �ض� اع� و �ر �ذی� پ� �دازه ان� �ای �ض� ف� ی��ک را X �اه آن�گ� �د �اش� ب� X در �ر �ب� σ-ج� ی��ک M �ر اگ� (ب)

م��ی�ن��ام��ی��م. X در پ��ذی��ر ان��دازه

�اه آن�گ� �د، �اش� ب� Y �ه ب� X از �ی �ت� �اش� �گ� ن� f و �ک، �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� Y �ر، �ذی� پ� �دازه ان� �ای �ض� ف� �ک ی� X �ر اگ� (پ)

ان��دازه م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک f−١(V ) ،Y در V ب��از م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه اس��ت پ��ذی��ر ان��دازه f گ��وی��ی��م

ب��اش��د. X در پ��ذی��ر

۱۰


