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چیده

پایان این در باشد. مثبت صحی عدد Έی n و یدار و ͳجابجای حلقه Έی R کنید فرض
از I سره ایده�ال Έی است. شده بیان اول) ضعیف طور (به اول ایده�ال از تعمیم Έی ابتدا نامه
،a, b, c ∈ R برای هرگاه نامیم، R از ٢-جاذب) ضعیف طور (به ٢-جاذب ایده�ال Έی را R

که م�ͳشود داده نشان .bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I که کند ایجاب ،(٠ ̸= abc ∈ I) abc ∈ I

یا است R حلقه اول ایده�ال Έی Rad(I) آنΎاه باشد، R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I اگر
همچنین هستند. I روی کمین اول ایده�ال�های تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢

م�ͳنماییم. ͳبررس و کرده ͳشناسای را باشد ٢-جاذب ایده�ال Έی آن از سره اید�ه�آل هر که ͳهای حلقه
برای هرگاه نامیم، n-جاذب) قوی طور (به n-جاذب ایده�ال Έی را R از I سره ایده�ال Έی
(I١ · · · In+١ ⊆ I ،R از In+١، · · · ،I١ ایده�ال�های (برای x١ · · · xn+١ ∈ I ،x١, · · · , xn+١ ∈ R

ایده�ال�های ͳبررس بر علاوه باشد. I در ها) Ii از تا n ) ها xi از تا n حاصلضرب که کند ایجاب
دو ،n مثبت و صحی عدد هر ازای به که م�ͳزنیم حدس n-جاذب، قوی طور به و n-جاذب
به مفهوم دو این که م�ͳکنیم ثابت البته اند. معادل n-جاذب قوی طور به و n-جاذب مفهوم
ساختارهای به نسبت ها ایده��ال بودن -جاذب n پایداری خصوص به هستند. معادل n = ٢ ازای
برای م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد ͳجابجای حلقه�های از ͳمختلف رده�های در را گوناگون حلقه�ای
وجود n مثبت صحی عدد R نوتری حلقه Έی از I سره ایده�ال هر برای که م�ͳکنیم ͳبررس مثال
پروفر دامنه Έی در که م�ͳشود ثابت همچنین است. n-جاذب ایده�ال Έی I که طوری به دارد

باشد. اول های ایده�ال از ͳحاصلضرب اگر تنها و اگر است n-جاذب ایده�ال Έی

n ایده�ال ٢-جاذب؛ ضعیف طور به ایده�ال ٢-جاذب؛ ایده�ال اول؛ ایده�ال کلیدی: واژگان
n-جاذب قوی طور به ایده�ال -جاذب؛
١٠١ نامه: پایان صفحات تعداد



ଘمقدৎمభما
৮درمෙय़شඅඏیای॰دୀایইࡣبع࢙م

ෙय़شభدॿمඟ໋اਗیوग़قدسا॥ت.



١ ೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و نخورم

م�ͳداری. دوست تو که آنچنان
به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن شنجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر شست، در تلاش توفیق من به
ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین سوت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ ب�ͳنمود،

کن. روزی بداند، دوست ب�ͳآنه

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

.ͳشریعت ͳعل دکتر از ͳ١مناجات



චاری... ণپاس໋�
شمردن عهده از گران شماره و رسند، ͳنم ستایشش عرصه به گویندگان که را خداوندی سپاس
و ننمایند، درک را او بلند های اندیشه و ننند، ادا را حقش کوشندگان و برنیایند، هایش نعمت

نیابند. دست حقیقتش به ژرف های هوش
مهرورزی و سلام بوسه گل دمید، کالبدم در را تشر روح که متعال سپاسخداوند و حمد از بعد
ره اخلاص طبق در را خویش علم زکات که افشانم ͳم مهربانم استادان ͳتمام گرم دستان به را

ساختند. راهم ی توشه
دکتر آقای جناب محترم راهنمای استاد زحمات از صمیمانه که دانم ͳم لازم خود بر اینجا در
مختلف مراحل پیΎیر ،ͳصمیم و گرم برخورد و بشاش ای چهره با همواره که ͳمقیم ͳفضائل حسین
مشاوره و مطالعه زحمت که ͳحسین محمدحسین دکتر آقای جناب همچنین و بودند من نامه پایان
آقای جناب ͳگرام اساتید از همچنین بردم، فراوان بهره نیز ایشان از و فرمودند تقبل را رساله این
عهده بر را نامه پایان این داوری که ͳاقدام حسین دکتر آقای جناب و نصرآبادی مهدی محمد دکتر

م�ͳنمایم. ͳقدردان و تشر داشتند،
در م�ͳکنم. تشر نمودند، فراهم را ام ͳرمΎدل موجبات همواره که عزیزم خانواده از ضمن در

دارم. را سپاسΎزاری کمال محمودی ملیحه خانم مهربانم ͳلاسهم و دوست از نهایت

باد. دعا پوش تن به مرص΄ زندگیشان جاده

ඥিرଌنໆروदدیاਗی
ෙ७ور۱۳۹۲
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پیش�گفتار

ایده�ال Έی را R حلقه از I سره ایده�ال م�ͳکند. بازی ͳجابجای جبر در ͳاساس نقش اول ایده�ال
ͳمختلف راههای .b ∈ I یا a ∈ I کند ایجاب ab ∈ I ،a, b ∈ R هر برای هرگاه نامیم، اول
سال در که است ٢-جاذب ایده�ال مفهوم ها تعمیم این از ͳی دارد. وجود مفهوم این تعمیم برای
I ایده�ال که شود ͳم یادآوری .[٧] گرفت قرار ͳبررس مورد و شد مطرح ٢ بداوی آ. توسط ٢٠٠٧
یا ab ∈ I کند ایجاب abc ∈ I ،a, b, c ∈ R عنصر سه برای هرگاه نامیم، ٢-جاذب ایده�ال Έی را
و I١ های ایده�ال برای آنΎاه باشد، R حلقه از اول ایده�ال Έی I اگر دانیم ͳم .bc ∈ I یا ac ∈ I

٢-جاذب ایده�ال برای که داد نشان بداوی .I٢ ⊆ I یا I١ ⊆ I م�ͳکند ایجاب I١I٢ ⊆ I ،R از I٢
I٢, I١ های ایده�ال برای باشد، R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I اگر ͳیعن است، برقرار مشابه ͳمح

.I١I٣ ⊆ I یا I٣I٢ ⊆ I یا I١I٢ ⊆ I م�ͳکند ایجاب I١I٢I٣ ⊆ I ،R از I٣ و
دارد قرار آن در ab که ͳجای تحدید با ۴ اسمیت ای. و ٣ اندرسون د. د. ،٢٠٠٣ سال در
اول ضعیف طور به ایده�ال را R از I ایده�ال .[۴] کردند ارائه را اول ضعیف طور به ایده�ال مفهوم
ایده�ال از تعمیم این دنبال به .b ∈ I یا a ∈ I کند ایجاب ٠ ̸= ab ∈ I ،a, b ∈ R هرگاه نامیم،
.[٨] کردند ͳمعرف را ٢-جاذب ضعیف طور به ایده�ال تعمیم ۵ ͳداران یوسفیان آ. و بداوی آ. اول،
٠ ̸= abc ∈ I ،a, b, c ∈ R هرگاه نامیم، ٢-جاذب ضعیف طور به ایده�ال Έی را R از I ایده�ال

.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I کند ایجاب
-جاذب n های ایده�ال مفهوم بداوی آ. و ۶ اندرسون اف. دی. ٢٠١١ سال در سرانجام
.[١] باشد ͳم نامه پایان این ͳاصل موضوع که کردند، مطرح n مثبت صحی عدد هر برای را
های حلقه از جدیدی های جنبه مختلف، های حلقه در ها ایده�ال این کردن مشخص ضمن آنها
م�ͳباشد. [٢١] ،[٢٠] ،[٨] ،[٧] ،[١] مراج΄ از برگرفته نامه پایان این ساختند. نمایان را ͳجابجای
رده در آن تحلیل و ٢-جاذب های ایده�ال ͳمعرف به که بخش دو دارای نامه پایان این نخست فصل
در را ٢-جاذب ضعیف طور به های ایده�ال آن دوم فصل و م�ͳپردازد ها حلقه انواع از خاص های
های ایده�ال با آنها ارتباط -جاذب، n های ایده�ال های ͳویژگ که بخش چهار آن سوم فصل بردارد.

٢A. Badawi
٣D. D. Andeson
۴E. Smith
۵A. Yousefian Darani
۶D. F. Anderson



٢ پیش�گفتار

در م�ͳشود. شامل را ها حلقه از ͳخاص ͳهای رده در ها ایده�ال این ͳبررس و آن از ͳهای توسی΄ اولیه،
-جاذب n قوی طور به های ایده�ال خواص به م�ͳباشد، نامه پایان این ͳانتهای فصل که چهارم فصل

است. شده بیان ها ایده�ال این مورد در حدس دو و شده پرداخته



فصل١

های٢-جاذب ایده�ال

٣



۴ ٢-جاذب های ایده�ال .١

.

های٢-جاذب ایده�ال ͳاساس های ͳویژگ ١.١

این دید خواهیم ادامه در م�ͳپردازیم. آن ͳاساس خواص و ٢-جاذب ایده�ال�های مفهوم به ابتدا در
،[٧] ،[۵] مراج΄ از فصل این در است. n > ٢ برای n-جاذب ایده�ال�های به تعمیم قابل مفهوم

است. شده استفاده [٢١] و [٢٠] ،[١۵]

، a, b, c ∈ R برای هرگاه نامیم، ٢-جاذب ایده�ال را R از I سره ایده�ال Έی .١.١.١ تعریف
.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I کند ایجاب abc ∈ I

است. ٢-جاذب ایده�ال Έی اول ایده�ال هر .٢.١.١ مثال

است. اول غیر ٢-جاذب ایده�ال Έی Z۴ حلقه در صفر ایده�ال .٣.١.١ مثال

P١ ∩ P٢ صورت این در باشند. R حلقه از اول ͳهای ایده�ال P٢ و P١ کنید فرض .۴.١.١ قضیه
است. R از ٢-جاذب ایده�ال Έی

م�ͳشود. اثبات ͳسادگ به تعریف به توجه با برهان.

هر ازای به صورت این در باشد. R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .۵.١.١ قضیه
Rاست. از ٢-جاذب ایده�ال Έی Rad(I) براین علاوه .x٢ ∈ I ،x ∈ Rad(I)

که طوری به دارد وجود n مثبت صحی عدد صورت این در .x ∈ Rad(I) کنید فرض برهان.
در باشد. کمین و n > ٢ کنید فرض نداریم. اثبات برای چیزی باشد، n = ١ یا ٢ اگر .xn ∈ I



۵ ٢-جاذب های ایده�ال ͳاساس های ͳویژگ .١.١

یا x٢ ∈ I نتیجه در است، ٢-جاذب ایده�ال I چون .xxxn−٢ ∈ I و n − ٢ ⩾ ١ صورت این
.x٢ ∈ I پس بود، کمین n چون اما .xn−١ ∈ I

اول قسمت بر بنا صورت این در .xyz ∈ Rad(I) که طوری به x, y, z ∈ R کنید فرض اکنون
.y٢z٢ ∈ I یا x٢z٢ ∈ I یا x٢y٢ ∈ I پس است، ٢-جاذب ایده�ال I چون .x٢y٢z٢ = (xyz)٢ ∈ I

نتیجه در

(yz)٢ = y٢z٢ ∈ I یا (xz)٢ = x٢z٢ ∈ I یا (xy)٢ = x٢y٢ ∈ I

پس

yz ∈ Rad(I) یا xz ∈ Rad(I) یا xy ∈ Rad(I)

است. R از ٢-جاذب ایده�ال Έی Rad(I) بنابراین

Έی φ : R −→ R′ و باشند یدار و ͳجابجای حلقه�های R′, R کنید فرض .۶.١.١ قضیه
ایده�ال Έی φ−١(I ′) آنΎاه باشد، R′ حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I ′ اگر باشد. حلقه�ها ͳهمریخت
شامل R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I و باشد ͳبروریخت φ اگر علاوه، به است. R از ٢-جاذب

است. R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی φ(I)R′ آنΎاه باشد، Kerφ

بنابراین ،abc ∈ φ−١(I ′) ،a, b, c ∈ R برای کنید فرض .φ−١(I ′) ̸= R که است ͳبدیه برهان.
پس است، R′ حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I ′ چون و φ(a)φ(b)φ(c) ∈ I ′ ͳیعن .φ(abc) ∈ I ′

φ(b)φ(c) ∈ I ′ یا φ(a)φ(c) ∈ I ′ یا φ(a)φ(b) ∈ I ′

بنابراین

φ(bc) ∈ I ′ یا φ(ac) ∈ I ′ یا φ(ab) ∈ I ′

ͳیعن

bc ∈ φ−١(I ′) یا ac ∈ φ−١(I ′) یا ab ∈ φ−١(I ′)

است. R حلقه ٢-جاذب ایده�ال Έی φ−١(I ′) نتیجه در
عناصر است، ͳبروریخت φ چون .a′b′c′ ∈ φ(I)R′ ،a′, b′, c′ ∈ R′ برای کنید فرض اکنون

که طوری به دارند وجود a, b, c ∈ R

φ(c) = c′ و φ(b) = b′ و φ(a) = a′



۶ ٢-جاذب های ایده�ال .١

صورت این در
φ(abc) = a′b′c′ = Σn

i=١φ(ai)r
′
i

پس است، ای حلقه ͳبروریخت φ چون .r′١, r
′
٢, · · · , r′n ∈ R′ و a١, a٢, · · · , an ∈ I که طوری به

بنابراین .φ(ri) = r′i ،i = ١,٢, · · · , n برای که طوری به دارند وجود r١, r٢, · · · , rn ∈ R عناصر

φ(abc) = Σn
i=١φ(ai)φ(ri) = φ(Σn

i=١airi)

٢-جاذب ایده�����ال Έی I چون و abc ∈ I صورت این در .abc − Σn
i=١airi ∈ Kerφ ⊆ I پس

ͳیعن .bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I نتیجه در است،

φ(bc) = b′c′ ∈ φ(I)R′ یا φ(ac) = a′c′ ∈ φ(I)R′ یا φ(ab) = a′b′ ∈ φ(I)R′

است. R′ حلقه ٢-جاذب ایده�ال Έی φ(I)R′ پس

S−١R و R ͳضرب بسته مجموعه Έی S و R حلقه از ایده�ال Έی I کنید فرض .٧.١.١ قضیه
، S ∩ I = ∅ که طوری به باشد R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I اگر باشد. R کسر�های حلقه

است. S−١R از ٢-جاذب ایده�ال Έی S−١I آنΎاه
،S∩Z(

R

I
) = ∅ که طوری به ١R−Sباشد حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی S−١I اگر علاوه، به

است.) R حلقه صفر علیه�های مقسوم مجموعه Z(R) ) است. R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I آنΎاه

وجود s′ ∈ Sبنابراین .abc
stl

∈ S−١I که طوری به s, t, l ∈ S و a, b, c ∈ R کنید فرض برهان.
پس است، ٢-جاذب ایده�ال Έی I چون .(s′a)bc = s′abc ∈ I که طوری به دارد

bc ∈ I یا s′ac ∈ I یا s′ab ∈ I

آنΎاه ،s′ac ∈ I اگر .s
′ab

s′st
=

ab

st
∈ S−١I آنΎاه ،s′ab ∈ I اگر

s′ac

s′sl
=

ac

sl
∈ S−١I

است. S−١R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی S−١I صورت این در .bc
tl

∈ S−١I پس ،bc ∈ I اگر

S−١I چون ،abc١ ∈ S−١I صورت این در .abc ∈ I که طوری به a, b, c ∈ R کنید فرض برعس،
داریم است، S−١R از ٢-جاذب ایده�ال

bc

١ ∈ S−١I یا ac

١ ∈ S−١I یا ab

١ ∈ S−١I
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I چون حال .sab ∈ I که طوری به دارد وجود s ∈ S عنصر پس ،ab١ ∈ S−١I اگر نمونه، برای
پس Rاست، از ٢-جاذب ایده�ال Έی

ab ∈ I یا sb ∈ I یا sa ∈ I

S−١R از ٢-جاذب ایده�ال Έی S−١I نتیجه در .ab ∈ I پس ،S ∩ Z(
R

I
) = ∅ که این از

است.

R از ایده�ال بزرگترین Q و باشد R حلقه از ͳضرب بسته زیرمجموعه S کنید فرض .٨.١.١ قضیه
است. R از اول ایده�ال Έی Q صورت دراین باشد. S از مجزا

a /∈ Q کنید فرض .b ∈ Q یا a ∈ Q م�ͳکنیم ثابت ، ab ∈ Q که طوری به a, b ∈ R برای برهان.
واض باشد. a و Q توسط شده تولید ایده�ال < Q, a > کنید فرض همچنین .ab ∈ Q و b /∈ Q و
پس م�ͳباشد، S از مجزا که است R حلقه از ایده�ال بزرگترین Q چون است. Q از بزرگتر که است
.s١ ∈< Q, a > که طوری به دارد وجود s١ ∈ S عنصر نتیجه در نیست. S از مجزا < Q, a >

بنابراین

x ∈ R و q١ ∈ Q که ، s١ = q١ + xa

وجود s٢ ∈ S عنصر پس باشد، b و Q توسط شده تولید ایده�ال < Q, b > کنید فرض مشابه طور به
بنابراین .s٢ ∈< Q, b > که طوری به دارد

y ∈ R و q٢ ∈ Q که ، s٢ = q٢ + yb

اکنون
s١s٢ = (q١ + xa)(q٢ + yb) = q١q٢ + q١yb+ xaq٢ + xayb

است. Q عضو نیز چهارم ی جمله ab ∈ Q چون و هستند Q عضو اول ی جمله سه که است واض
فرض S از مجزا Q چون .s١s٢ ∈ S نتیجه در است. ͳضرب بسته مجموعه S چون و s١s٢ ∈ Qپس

است. R از اول ایده�ال Έی Q بنابراین م�ͳرسیم. s١s٢ ∈ Q ∩ S تناقض به بود شده

صورت این در باشد. R از اول ایده�ال Έی P و R حلقه از ͳایده�ال I ⊆ P فرضکنید .٩.١.١ لم
اند: معادل زیر های گزاره

است؛ I از کمین اول ایده�ال Έی P (١)

است؛ بیشین I از بودن جدا به نسبت که است ͳضرب بسته مجموعه بزرگ�ترین R \ P (٢)
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به دارد وجود n ͳنامنف صحی عدد Έی و y ∈ R \ P عنصر Έی ،x ∈ P هر ازای به (٣)
.yxn ∈ I که طوری

نیست. I شامل که است ͳضرب بسته مجموعه Έی R \ P که است ͳبدیه (٢) ⇐ (١) برهان.
کنید فرض حال .I ⊆ S که طوری به باشد R \ P شامل ͳضرب بسته مجموعه Έی S اگر

Σ = { σ | است ͳضرب بسته مجموعه Έی σ, R \ P ⊆ σ, σ ∩ I = ∅ }

Έی
∪

i∈I σi آنΎاه باشد، Σ در زنجیر Έی C = {σi|i ∈ I} اگر .R \ P ∈ Σ که است واض
قضیه بر بنا است. S مانند بیشین عنصر دارای Σ زرن لم بر بنا پس است. Σ در C بالای کران
از جدا و I شامل های ایده�ال تمام بین در که طوری به دارد وجود I شامل Q ایده�ال Έی ،٨.١.١
از .S ⊆ R \Q پس ،S ∩Q = ∅ چون است. R از ͳاول ایده�ال Q این بر علاوه است. بیشین S
بر بنا پس ،I ⊆ Q ⊆ P چون حال .Q ⊆ P ͳیعن این و R \P ⊆ R \Q پس ،R \P ⊆ S ͳطرف

پس ،P = Q چون .R \ P ⊆ S ⊆ R \Q م�ͳدانیم و P = Q فرض
S = R \ P = R \Q

کنید فرض است. ͳضرب بسته مجموعه R \ P پس است، R اول ایده�ال Έی P چون (٣) ⇐ (٢)
و x ∈ P

S = {yxi | y ∈ R \ P, i = ٠,١,٢, · · · }

بنابراین .S∩I ̸= فرض∅ به بنا است. R\P شامل سره طور به و ͳضرب بسته مجموعه� S وضوح به
.yxn ∈ I که طوری به دارد وجود n ͳنامنف صحی عدد و y ∈ R \ P

نشان است ͳکاف .I ⊂ Q ⊆ P که طوری به باشد موجود Q اول ایده�ال کنید فرض (١) ⇐ (٣)
عدد و y ∈ R \ P فرض بر بنا حال دارد. وجود x ∈ P \ Q آنΎاه ،P ̸= Q اگر .P = Q دهیم
در و y ∈ Q پس ،x /∈ Q چون حال .yxn ∈ I ⊂ Q که طوری به دارند وجود n ͳنامنف صحی

.P = Q بنابراین است. تناقض Έی این که ،y ∈ P نتیجه

دو حداکثر صورت این در باشد. R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .١٠.١.١ قضیه
هستند. I روی کمین که طوری به دارد وجود R در اول ایده�ال

کنید فرض برهان.
J = { Pi | باشد کمین I روی و Ri اول ایده�ال Pi }

باشند، R از متمایز اول ایده�ال دو P٢, P١ ∈ J اگر باشد. داشته عنصر سه حداقل J کنید فرض
لم به بنا .x١x٢ ∈ I م�ͳدهیم نشان ابتدا دارند. وجود x٢ ∈ P٢ \ P١ و x١ ∈ P١ \ P٢ عناصر آنΎاه
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که طوری به دارند وجود m,n مثبت صحی اعداد و c٢ ∈ R \ P١, c١ ∈ R \ P٢ عناصر ،٩.١.١
باشند. کمین n,m کنید فرض .c٢xn

١ ∈ I و c١xm
٢ ∈ I

اگر اما .xn
١ ∈ I یا c٢xn−١

١ ∈ I یا c٢x١ ∈ I پس است، ٢-جاذب ایده�ال Έی I چون
،x١ ∈ P٢ نتیجه در و xn

١ ∈ P٢ آنΎاه ،xn
١ ∈ I اگر و م�ͳرسیم n بودن تناقضکمین به ،c٢xn−١

١ ∈ I

x١, x٢ /∈ P١ ∩ P٢ اینه از .c١x٢ ∈ I مشابه طور به .c٢x١ ∈ I پس است. تناقض دوباره که
بنابراین .c١ ∈ P١ \ P٢ و c٢ ∈ P٢ \ P١ که م�ͳگیریم نتیجه ،c٢x١, c١x٢ ∈ I ⊆ P١ ∩ P٢ و

.(c١ + c٢)x١x٢ ∈ I پس ،c١x٢, c٢x١ ∈ I چون .c١, c٢ /∈ P١ ∩ P٢

در .(c١+c٢)x٢ /∈ P١ و (c١+c٢)x١ /∈ P٢ پس ،c١+c٢ /∈ P٢ و c١+c٢ /∈ P١ که است واض
.x١x٢ ∈ I پس است، ٢-جاذب یΈایده��ال I چون اما .(c١+c٢)x١ /∈ I و (c١+c٢)x٢ /∈ I نتیجه
و P١ ایده�ال�های از متمایز که طوری به باشد داشته وجود P٣ ∈ J عنصر Έی کنید فرض اکنون

عناصر صورت این در باشد. P٢

y٣ ∈ P٣ \ (P١ ∪ P٢) , y٢ ∈ P٢ \ (P١ ∪ P٣) , y١ ∈ P١ \ (P٢ ∪ P٣)

م�ͳشود نتیجه ،I ⊆ P١ ∩ P٢ ∩ P٣ اینه از حال .y١y٢ ∈ I قبل بحث به توجه با دارند. وجود
و دارد عضو دو حداکثر J رو این از است. تناقض Έی حالت هر در که ،y٢ ∈ P٣ یا y١ ∈ P٣

م�ͳکند. کامل را اثبات این

های گزاره از ͳی صورت این در باشد. R ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .١١.١.١ قضیه
است: برقرار زیر

از رادیال ایده�ال Rad(I) P؛( ٢ ⊆ I که طوری به است R اول ایده�ال Έی Rad(I) = P (١)
است.) I

ایده�ال�های تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I)٢ ⊆ I و P١P٢ ⊆ I ،Rad(I) = P١ ∩ P٢ (٢)
هستند. کمین I روی که اند R متمایز اول

R از اول ایده�ال Έی Rad(I) = P بΎیریم نتیجه م�ͳتوانیم ،١٠.١.١ قضیه به توجه با برهان.
I روی که R متمایز اول های ایده�ال تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢ یا است
،۵.١.١ قضیه به بنا .x, y ∈ P و باشد R اول ایده�ال Έی Rad(I) = P کنید فرض اند. کمین

بنابراین .x٢, y٢ ∈ I

x(x+ y)y = x٢y + xy٢ ∈ I

پس است، ٢-جاذب ایده�ال Έی I چون
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xy ∈ I یا (x+ y)y = xy + y٢ ∈ I یا x(x+ y) = x٢ + xy ∈ I

.P ٢ ⊆ I بنابراین .xy ∈ I صورت این در
R از اول ایده�ال�های تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢ کنید فرض اکنون
.xy ∈ I قبل بحث مشابه .xy ∈ Rad(I) کنید فرض باشند. کمین I روی که طوری به هستند
هر برای ،۵.١.١ قضیه به بنا .P١P٢ ⊆ I م�ͳدهیم نشان .Rad(I)٢ ⊆ I داریم صورت این در
برهان به توجه با بΎیرید. نظر در را x٢ ∈ P٢ \P١ و x١ ∈ P١ \P٢ عناصر .w٢ ∈ I ،w ∈ Rad(I)

بنا .y١ ∈ P١ \ P٢ و z٢ ∈ P٢ \ P١, z١ ∈ Rad(I) کنید فرض اکنون .x١x٢ ∈ I ،١٠.١.١ قضیه
صورت این در .z١ + y١ ∈ P١ \ P٢ ،١٠.١.١ قضیه برهان به

z١z٢ + y١z٢ = (z١ + y١)z٢ ∈ I

نتیجه در .z١z٢ ∈ I آنΎاه ،z٢ ∈ P١ \P٢ و z١ ∈ Rad(I) اگر که داد نشان م�ͳتوان مشابه بحث با
.P١P٢ ⊆ I

را ٢-جاذب های ایده�ال خواص حال باشند. ویدار ͳجابجای ͳهای حلقه R′, R کنید فرض
٢-جاذب های ایده�ال همه مجموعه داد خواهیم نشان ادامه در م�ͳکنیم. ͳبررس R × R′ حلقه در

است. بزرگتر آن اول های ایده�ال همه مجموعه از R×R′ حلقه در

I١ × R′ صورت دراین باشد. R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I١ کنید فرض .١٢.١.١ قضیه
آنΎاه باشد، R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی I٢ اگر همچنین است. R×R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی

است. R×R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی R× I٢

،(a١, b′١), (a٢, b′٢), (a٣, b′٣) ∈ R×R′ کنید فرض برهان.
(a١, b

′
١)(a٢, b

′
٢)(a٣, b

′
٣) ∈ I١ ×R′

است، ٢-جاذب ایده�ال Έی I١ چون .a١a٢a٣ ∈ I١ نتیجه در .(a١a٢a٣, b′١b′٢b′٣) ∈ I١ ×R′ پس
درنتیجه

a٢a٣ ∈ I١ یا a١a٣ ∈ I١ یا a١a٢ ∈ I١

صورت این در

(a٢a٣, b
′
٢b

′
٣) ∈ I١ ×R′ یا (a١a٣, b

′
١b

′
٣) ∈ I١ ×R′ یا (a١a٢, b

′
١b

′
٢) ∈ I١ ×R′

٢-جاذب ایده�ال Έی I٢ اگر مشابه طور به و است R×R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی I١×R′ ͳیعن
است. R×R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی R× I٢ آنΎاه باشد، R′ از



١١ ٢-جاذب های ایده�ال ͳاساس های ͳویژگ .١.١

صورت این در باشد. R×R′ حلقه ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .١٣.١.١ قضیه

I = R× I٢ یا I = I١ ×R′

به I = p× q یا هستند R′ و R های حلقه از ترتیب به ٢-جاذب ͳایده�ال�های I٢ و I١ که طوری به
هستند. R′ و R های حلقه از ترتیب به اول ͳایده�ال�های q و p که طوری

حالت دو ،١١.١.١ قضیه به بنا باشد. R × R′ از ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض برهان.
.P ٢ ⊆ I که طوری به است R × R′ از اول ایده�ال Έی Rad(I) = P اول، حالت م�ͳدهد. رخ
R × R′ از اول های ایده�ال تنها Q و P و PQ ⊆ I که طوری به Rad(I) = P ∩Q دوم، حالت

هستند. کمین I روی که است
صورت این در .P ٢ ⊆ I که طوری به است R × R′ از اول ایده�ال Έی Rad(I) = P اگر
قرار هستند. R′ و R از اول های ایده�ال ترتیب به q و p که طوری به P = R× q یا P = p×R′

که م�ͳشود دیده ͳسادگ به .Rad(I) = P = p×R دهید
a = { r ∈ R | (r, r′) ∈ I, ∃ r′ ∈ R′ }

و
b = { r′ ∈ R′ | (r, r′) ∈ I , ∃ r ∈ R }

.I ⊆ a × R′ و I ⊆ R × b که است واض هستند. R′ و R حلقه�های از ͳایده�ال�های ترتیب به
همچنین .(x, r′) ∈ I که طوری به دارد وجود r′ ∈ R′ عنصر آنΎاه ،(x, y) ∈ a× R′ اگر اکنون
،(٠, y) ∈ I مشابه طور به و (x,٠) ∈ I م�ͳشود نتیجه ،P ٢ = (p × R′)٢ = p٢ × R′ ⊆ I چون

پس
(x,٠) + (٠, y) = (x, y) ∈ I

.I = a×R′ بنابراین
نتیجه در باشد. ͳهمریخت Έی ϕ(r, r′) = r ضابطه با ϕ : R × R′ −→ R کنید فرض حال

است. R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی a ،۶.١.١ قضیه بر بنا .a = ϕ−١(a×R′)

به Q = R× q و P = p×R′ آنΎاه ،PQ ⊆ I که طوری به Rad(I) = P ∩Q اگر علاوه به
صورت این در هستند. R′ و R های حلقه از اول های ایده�ال ترتیب به q و p که طوری

PQ = p× q ⊆ I ⊆ Rad(I) = p× q

ترتیب به q و p که طوری به است R × R′ حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I = p × q نتیجه در
هستند. R′ و R از اول های ایده�ال
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Rad(I) = P که طوری به باشد R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .١۴.١.١ قضیه
که بΎیرید نظر در ،x ∈ P \ I هر برای .I ̸= P و باشد R از اول ایده�ال Έی

Ix = { y ∈ R | yx ∈ I }

Ix ⊆ Iy ،x, y ∈ P \I هر برای علاوه، به است. P شامل و R از اول ایده�ال Έی Ix صورت این در
.Iy ⊆ Ix یا

P ̸= Ix اگر .P ⊆ Ix نتیجه در ،P ٢ ⊆ I ،١١.١.١ قضیه به بنا .x ∈ P \ I کنید فرض برهان.
z /∈ P که کنیم فرض م�ͳتوانیم ،P ⊂ Ix چون .yz ∈ Ix که طوری به باشند R از عناصری z, y و
I ایده�ال بودن ٢-جاذب به توجه با .yzx ∈ I پس ،yz ∈ Ix چون .yz /∈ I بنابراین و y /∈ P و
Έی Ix بنابراین .z ∈ Ix یا y ∈ Ix صورت این در .zx ∈ I یا yx ∈ I نتیجه در ،yz /∈ I اینه و

است. P شامل و R از اول ایده�ال
م�ͳدهیم نشان .z ∈ Ix \ P پس ،P ⊆ Iy چون .z ∈ Ix \ Iy و x, y ∈ P \ I کنید فرض
و z /∈ P چون .w ∈ Iy \P که فرضکرد م�ͳتوان ،P ⊆ Ix اینه از .w ∈ Iy فرضکنید .Iy ⊆ Ix

.z(x+ y)w ∈ I پس ،w ∈ Iy و z ∈ Ix چون .zw /∈ I م�ͳگیریم نتیجه ،Rad(I) = P و w /∈ P

بنابراین است، ٢-جاذب ایده��ال Έی I چون حال .z(x+ y) /∈ I لذا ،z ∈ Ix \ Iy چون همچنین
.Iy ⊆ Ix پس ،w ∈ Ix بنابراین .wx ∈ I نتیجه در ،wy ∈ I چون اما .(x+ y)w ∈ I

که طوری به باشد R حلقه از ٢-جاذب ایده�ال Έی I کنید فرض .١۵.١.١ قضیه
I ̸= Rad(I) = P١ ∩ P٢

م�ͳباشند. کمین I روی که هستند R هم از جدا ناصفر اول های ایده�ال تنها P٢ و P١ که ͳحال در
R از اول ایده�ال Έی Ix = { y ∈ R | xy ∈ I } ،x ∈ Rad(I) \ I هر ازای به صورت این در
.Iy ⊆ Ix یا Ix ⊆ Iy ،x, y ∈ Rad(I) \ I هر برای علاوه، به است. P٢ و P١ شامل که م�ͳباشد

xP١ ⊆ I نتیجه در ،P١P٢ ⊆ I ،١١.١.١ قضیه به بنا .x ∈ Rad(I) \ I کنید فرض برهان.
yz ∈ Ix که طوری به y, z ∈ R عناصر کنید فرض .P٢ ⊆ Ix و P١ ⊆ Ix بنابراین .xP٢ ⊆ I و
پس .y, z /∈ P٢ و y, z /∈ P١ که کرد فرض م�ͳتوان ،P٢ ⊆ Ix و P١ ⊆ Ix چون باشند. دلخواه
y ∈ P١, z ∈ P١ و y ∈ P٢, z ∈ P٢ نتیجه در .yz ∈ P١ ∩ P٢ آنΎاه ،yz ∈ I اگر زیرا .yz /∈ I

چون و I ایده�ال بودن ٢-جاذب به توجه با .yzx ∈ I پس ،yz ∈ Ix چون است. تناقض Έی که
Έی Ix ͳیعن .z ∈ Ix یا y ∈ Ix بنابراین .zx ∈ I یا yx ∈ I که گرفت نتیجه م�ͳتوان ،yz /∈ I

است. واض ،١۴.١.١ قضیه اثبات به توجه با برهان دوم قسمت است. R از اول ایده�ال



١٣ ٢-جاذب های ایده�ال ͳاساس های ͳویژگ .١.١

Q اول ایده�ال هرگاه نامیم، Q-اولین را R حلقه از I ناصفر و سره ایده�ال Έی تعریف١.١.١۶.

.Z(
R

I
) =

Q

I
که طوری به باشد موجود I شامل R از

است. ٢Z-اولین ایده�ال Έی Z حلقه از ۴Z ایده�ال .١٧.١.١ مثال

باشد. R اول های ایده�ال از مرتب کلا مجموعه Έی S = {Pi | i ∈ I} کنید فرض .١٨.١.١ لم
است. R حلقه اول ایده�ال Έی نیز

∪
i∈I Pi صورت این در

است. واض برهان.

این در .I ̸= Rad(I) که طوری به باشد R از ٢-جاذب ایده�ال I کنید فرض .١٩.١.١ نتیجه
.Q =

∪
x∈Rad(I)\I Ix که طوری به است R از -اولین Q ایده�ال Έی I صورت

b ∈ R \ I عنصر صورت این در باشد. دلخواه عنصری ٠ ̸= a+ I ∈ Z(
R

I
) کنید فرض برهان.

طوری به دارد وجود f ∈ Rad(I) \ I عنصر که داد خواهیم نشان .ab ∈ I که طوری به دارد وجود
R اول ایده�ال Έی Rad(I) = P که م�ͳگیریم نتیجه ،١٠.١.١ قضیه به توجه با .a, b ∈ If که
اول های ایده�ال تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢ یا P ٢ ⊆ I که طوری به است

.P١P٢ ⊆ I و هستند کمین I روی که اند R متمایز
چون باشد. R از اول ایده�ال Έی Rad(I) = P کنید فرض اول، حالت در

ab ∈ I ⊆ Rad(I) = P

،P ٢ ⊆ I چون .b ∈ P \ I یا a ∈ P \ I بنابراین .a, b ∈ R \ I که این از و b ∈ P یا a ∈ P پس ،
.a+ I ∈ Q

I
نتیجه در .a ∈ ∪x∈Rad(I)\IIx صورت این در .a, b ∈ Ib یا a, b ∈ Ia پس

وجود b ∈ Rad(I) \ I عنصر باشد. دلخواه a+ I ∈ ∪x∈Rad(I)\I
Ix
I
عنصر کنید فرض اکنون

.a+ I ∈ Z(
R

I
) نتیجه در .(a+ I)(b+ I) = I پس ،ab ∈ I ͳیعن این و a ∈ Ib که طوری به دارد

کنید فرض .Rad(I) ̸= I م�ͳدانیم
D = {Ix | x ∈ Rad(I) \ I}

اول ایده�ال Έی Q ،١٨.١.١ لم به باتوجه است. R از اول های ایده�ال از مرتب کلا مجموعه Έی
،١۵.١.١ قضیه به توجه با است.

Z(
R

I
) =

∪
Ix∈D

(
Ix
I
)

است. R از -اولین Q ایده�ال Έی I حالت این در لذا است. R
I
از ایده�ال Έی که



١۴ ٢-جاذب های ایده�ال .١

های ایده�ال تنها P١, P٢ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢ کنید فرض دوم حالت برای اکنون
از که این بدون ،ab ∈ Rad(I) که این از .P١P٢ ⊆ I و اند کمین I روی که هستند R متمایز اول
،a ∈ Rad(I) \ I اگر .b ∈ P٢ \ P١ و a ∈ P١ \ P٢ یا a ∈ Rad(I) \ I شود کاسته مطلب کلیت
چون .b ∈ P٢ \P١ و a ∈ P١ \P٢ کنید فرض اکنون .a, b ∈ Ia آنΎاه ،P١P٢ ⊆ I و ab ∈ I چون
P١d ⊆ I بنابراین .P١P٢ ⊆ I که این از دارد. وجود d ∈ Rad(I) \ I عنصر پس ،I ̸= Rad(I)

.a, b ∈ Id پس ،b ∈ P٢ و a ∈ P١ که این از حال .P٢ ⊆ Id و P١ ⊆ Id نتیجه در .P٢d ⊆ I و
،١۵.١.١ قضیه بر بنا ͳطرف از و I ̸= Rad(I) چون دوباره .Z(R

I
) =

Q

I
بنابراین

D = { Ix | x ∈ Rad(I) \ I }

حلقه از اول ایده�ال Έی Q م�ͳکند ایجاب که است R اول های ایده�ال از مرتب کلا مجموعه Έی
باشد. R

Rad(I) و I ̸= Rad(I) که طوری به باشد R ازحلقه ایده�ال Έی I کنید فرض .٢٠.١.١ قضیه
اند: معادل زیر های گزاره صورت این در است. R از اول ایده�ال Έی

است؛ R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I (١)

است. R از اول ایده�ال Έی Ix = { y ∈ R | yx ∈ I } ،x ∈ Rad(I) \ I هر برای (٢)

است. واض ١۴.١.١ قضیه به توجه با (٢) ⇐ (١) برهان.
است، اول ایده�ال Έی Rad(I) اینه از .xyz ∈ I ،x, y, z ∈ R برای کنید فرض (١) ⇐ (٢)
اگر ͳول است. برقرار حم و xy ∈ I آنΎاه ،x ∈ I اگر .x ∈ Rad(I) کرد فرض م�ͳتوان
،zx ∈ I یا yx ∈ I پس است، اول ایده�ال Έی خود Ix چون و yz ∈ Ix آنΎاه ،x ∈ Rad(I) \ I

است. R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I ͳیعن

I ̸= Rad(I) = P١∩P٢ که طوری به باشد R حلقه از ایده�ال Έی I کنید فرض .٢١.١.١ قضیه
صورت این در هستند. کمین I روی که باشد R از متمایز اول های ایده�ال P٢ و P١ که ͳحال در

اند: معادل زیر های گزاره

است؛ R از ٢-جاذب ایده�ال Έی I (١)

R از اول ایده�ال Έی Ix = { y ∈ R | yx ∈ I } ،x ∈ Rad(I) \ I هر برای و P١P٢ ⊆ I (٢)
است؛

است. R از اول ایده�ال Έی Ix ،x ∈ (P١ ∪ P٢) \ I هر برای (٣)


