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تشکر با

که غضنفري امیرقاسم دکتر آقاي جناب مشاور استاد و عباسی ناصر دکتر آقاي جناب راهنما استاد از

نمودند. یاري مرا پایان�نامه این بهتر هرچه تدوین و انجام جهت در

شدند. عهده�دار را پایان�نامه این داوري زحمت که ثامري�پور علی دکتر آقاي جناب گرامی استاد از

کردند. کمک بنده به پایان�نامه این انجام در که کسانی تمام از

چهار



دارد. تعلق لرستان دانشگاه به پایان�نامه این امتیازات همه

کسب ضمن باید سخنرانی�ها یا کنفرانس�ها مجلات، در مطالب از بخشی یا تمام از استفاده صورت در

پایان�نامه) راهنماي اساتید یا (استاد لرستان دانشگاه نام دانشگاه، تکمیلی تحصیلات دفتر از کتبی مجوز

گرفت. خواهد قرار قانونی پیگرد مورد غیراین�صورت در شود. ثبت ماخذ، ذکر با دانشجو نام و

پنج



فاطمه نام: امانͬ خانوادگͬ: نام

هیلبرت فضاهای روی عملͽری-القایͬ نرم�های تقریبͬ، ویژگͬ�های پایان�نامه: عنوان

عباسͬ ناصر دکتر راهنما: استاد
غضنفری امیرقاسم دکتر مشاور: استاد

محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه
پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل
٧۵ صفحه: تعداد ١٣٩٢ پائیز التحصیلͬ: فارغ تاریخ

M-برآورد از آنالیزی هسته�ها، بازآفرینͬ با هیلبرت فضاهای تجربͬ، نرم ،L٢ تقریب واژه�ها: کلید
کننده�ها.

چͺیده:
که صورت بدین مͬ�پردازیم. نرم�دار القایͬ عملͽرهای از کلاس ͷی به پایان�نامه این در ما
زیرفضاهای روی تقریب خواص و مͬ�گیریم، درنظر L٢-نرم برای متناهͬ بعد با جایͽزین�هایͬ
(RKHS) هیلبرت فضای هسته بازآفرینͬ شامل کلاس این مͬ�کنیم. مطالعه را (L٢) از هیلبرت
متناهͬ بعد با خطͬ فضاهای روی پایه تحلیل و تجزیه برای ضمنͬ به�طور نتایج بود. خواهد

داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد را زمینه این در مسائلͬ و بود خواهد

شش



مطالب فهرست

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقـدمـه

٣ اولیه مفاهیم و تعاریف ١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتͬ تعاریف ١.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ رادمیچر پیچیدگͬ�های تعاریف ٢.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L٢ و هیلبرت فضای به مربوط تعاریف ٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولف فضای تعریف ۴.١

١٧ هسته بازآفرینͬ و القایͬ-عملͽری نرم�های از رده�ای ٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضای ١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولف هسته ٢.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوع-فوریه هسته�های ٣.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . T_
ϕ
روی پایینͬ کرانه�های و Rϕ روی بالایͬ کرانه�های ۴.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . هسته کلاس�های برای موضعͬ رادمیچر پیچیدگͬ�های ۵.٢

۴١ هیلبرت فضاهای روی عملͽری-القایͬ نرم�های تقریبͬ، ویژگͬ�های ٣

هفت



۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RΦ(ε) روی عمومͬ بالایͬ کرانه�های ١.٣

۵٧ . . (RKHS)هیلبرت فضای هسته بازآفرینͬ در تصادفͬ نمونه�گیری زمان و دامنه ٢.٣

۶۶ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

٧٢ کتاب�نامه

هشت



نمادها

مͬ�بریم. به�کار را زیر علایم نوشتار این سرتاسر در ما

p × p مثبت نیمه�معین ماتریس�های مخروط نمایش برای را Sp+ ،p مثبت صحیح عدد هر به�ازای

مͬ�کنیم. استفاده

مقادیر و مینیمال ویژه�ی مقادیر λmax(A) و λmin(A) که مͬ�کنیم فرض A مربعͬ ماتریس هر برای

بدهد. نشان به�ترتیب را ماکسیمال ویژه

مͬ�کنیم. استفاده A ∈ Sp+ از دوم ریشه�های به کردن اشاره برای A ١
٢ و

√
A دو از

کرد. خواهیم استفاده عناصر از شمارش�پذیری دنباله�ی ͷی نمایش برای {xk} = {xk}∞k=١ از

مقادیر با دنباله�هایͬ از که مͬ�روند به�کار هیلبرت دنباله فضای به اشاره برای ℓ٢ = ℓ٢(N) نمادهای

شده�اند. تجهیز ⟨{xk}, {yk}⟩ :=
∞∑
k=١

xkyk داخلͬ حاصل�ضرب با و شده�اند تشͺیل حقیقͬ

مͬ�شود. داده نمایش ∥ · ∥ℓ٢ نماد با ℓ٢ متناظر نرم

نه



مقدمه

مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را H هیلبرت فضای از حالت�هایͬ برای مسایلͬ ما پایان�نامه، این در

روی بر تقریب کیفیت مطالعه و دارد متناهͬ بعدی که P اندازه�ی و L٢-نرم با تقریب�هایͬ ایجاد

در مثال، برای مͬ�شود. نشانده L٢ در و هستند سودمند H هیلبرت فضاهای از بعضͬ واحد گوی

برای جایͽزینͬ تعریف اغلب ،x در n شده طراحͬ نقاط از مجموعه�ای ریاضͬ آمار و تقریب نظریه

است. L٢-نرم

مجموعه روی پایه تقریب و مفروضاست L٢(x,P) از یͺه متعامد پایه تعدادی دیͽر، جایͽذاری در

فهم به رسیدن این�گونه، از مسایلͬ برای مͬ�شود. تعریف n یافته تعمیم فوریه ضرایب اولین مربعات

است. توجه جالب مسأله پارامترهای دیͽر و n اندازه از جملاتͬ با تقریب درستͬ از دقیق

گوی روی بر ∥f∥L٢ با را ∥f∥ϕn مطلوب نحو به چͽونه که است این مطالعه ما، اهداف از دیͽر ͬͺی

زنیم. تقریب مسأله دیͽر پارامترهای و ،n از تابع ͷی به�عنوان H از واحدی

درنظر H از واحدی گوی روی را Rϕ(ε) کمیت ،H روی تقریب از کیفیتͬ اندازه�گیری به�منظور

مͬ�گیریم.

پیشروی نسبتاً مستقل یͷمتغیر البته، Rϕاست. روی بر بالایͬ کرانه�های به درست دستیابͬ ما انͽیزه

T ϕ(ε) مربوطه کمیت روی پایین کرانه�های با بالایͬ کرانه�های چنین انتقال برای مͬ�توان را مستقیم

برد. به�کار

نسبت را (Tϕ, Rϕ)زوج L٢-نرم، و ∥·∥ϕ نیم�نرم میان رابطه از کاملͬ تصور برای مͬ�توانیم همچنین ما

مͬ�کنیم. محدود (Rϕ, T ϕ) به را شیوه�مان ولͬ است عملͬ کمیت�ها این برای نیز ما روش دهیم.

مورد وابسته تابع�های و ϕ خطͬ عملͽرهای از مشخص و خاص نمونه�های که داشت توجه باید

١



مͬ�گیرد. قرار بررسͬ و مطالعه

L٢-نرم در که BH∩ker(ϕ) از مربع قطر با مطابق که است کمیتͬ Rϕ(٠) ،ε = خاص٠ نمونه�ی در

در نمونه برای مͬ�باشند. استاندارد تقریب نظریه در نوع این از کمیت�هایͬ داریم. را شده سنجیده

کرده�اند. کار کلموگروف٢ و گلفند١ زمینه این

در که اضافͬ فاکتورهای برای است، ε > ٠ با کلͬ بسیار جایͽذاری این�جا، در ما، اولیه بهره�ی

هستند. دخیل Rϕ(ε) کنترل فرآیند

در را f تابع هر که است، نمونه�گیری عملͽر ͷی ϕ که دارد وجود حالت این روی آثاری آمار، در

مͬ�شود. تعریف مثال�ها این با L٢-نرم با مطابق ∥ · ∥ϕ نرم و مͬ�کند تصویر n نمونه�های از بردار ͷی

مراحل نظریه از حاصل شیوه�های این�صورت در مͬ�شوند، انتخاب تصادفͬ به�طور نمونه�ها زمانͬ�که

برد. به�کار مͬ�توان را تجربͬ

دارد. را تصادفͬ نمونه�گیری از جایͽذاری این�گونه برای پیامدهایͬ ما، نتایج

هیلبرت فضای هسته بازآفرینͬ شامل که را عملͽری-القایͬ نرم�های از کلاسͬ مسیر، این در ما

(L٢) از هیلبرت زیرفضاهای روی تقریب خواص و مͬ�دهیم، قرار بررسͬ مورد را است (٣RKHS)

رسیدگͬ را متناهͬ بعد با تقریب فضای روی تحلیل و تجزیه زمینه در مسایلͬ و مͬ�کنیم مطالعه را

مͬ�کنیم.

مͬ�دهیم: قرار تحلیل و تجزیه مورد را زیر مقاله پایان�نامه، این در ما

A.A. Amini and M.J. Wainwright, ”Approximation properties of certain operator-induced

norms on Hilbert spaces, Journal of approximation theory”, Vol. 164, (2012) 320–345.

١Gelfand
٢Kolomogrov
٣Reproducing kernel Hilbert space
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مقدماتͬ تعاریف ١.١

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که است مفاهیمͬ و تعاریف شامل فصل این

به�ازای به�طوری�که X بر ρ مانند حقیقͬ است تابعͬ X برداری فضای بر نیم�نرم ͷی .١.١.١ تعریف

،α اسͺالرهای جمیع و X در y و x هر

١) ρ(x) ≥ ٠

٢) ρ(αx) = |α|ρ(x)

٣) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y) زیرجمعͬ) (خاصیت

در کردن صدق صورت در ρ نیم�نرم

۴) x ̸= ٠ ⇒ ρ(x) ̸= ٠

است. نرم ͷی

H×H از (x, y) مانند زوج هر به و باشد مختلط برداری فضای ͷیH فرضکنیم تعریف٢.١.١.

به�طوری�که: باشد شده منسوب ⟨x, y⟩ مانند C از عنصری

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (١

.⟨x١ + x٢, y⟩ = ⟨x١, y⟩+ ⟨x٢, y⟩ ،x١, x٢, y ∈ H اگر (٢

است. اسͺالر ͷی α و x, y ∈ H که ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (٣

.x ∈ H که ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (۴

.x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ (۵

۴



.∥x∥ = (⟨x, x⟩) ١٢ مͬ�کنیم تعریف و مͬ�گویند داخلͬ ضرب فضای ͷی را H آن�گاه

پیوسته قطعه�ای را f این�صورت در باشد. (a, b) بازه بر تابع ͷی f کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

نقاط در و پیوسته، (a, b) بازه نقاط از متناهͬ مجموعه�ای در جز نقاط همه�ی در f تابع هرگاه خوانیم

باشد. طرفه ͷی حد دارای خود ͬͽناپیوست

مͬ�دهیم. نمایش Cp(a, b) با را (a, b) بازه در پیوسته قطعه�ای توابع همه دسته

بر مثبت و پیوسته تابع ͷی w و ،Cp(a, b) فضای در تابع دو g و f کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

باشد. (a, b) بازه�ی

تعریفمͬ�کنیم: زیر به�صورت wرا وزن تابع به نسبت (a, b) بازه بر g و f حاصل�ضربداخلͬ (١

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

w(x)f(x)g(x)d x.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را f نرم (٢

∥f∥ = ⟨f, f⟩
١
٢ .

هرگاه؛ خوانیم متعامد (a, b) بازه بر w وزن تابع به نسبت را g و f تابع دو (٣

⟨f, g⟩ = ٠.

x؛ ∈ (a, b) هر به�ازای و باشند متعامد g و f هرگاه خوانیم ساده متعامد را g و f تابع دو (۴

w(x) = ١.

۵



هرگاه؛ خوانیم شده نرمال را f تابع (۵

∥f∥ = ١.

باشند. متعامد دوبه�دو توابع این هرگاه خوانیم متعامد مجموعه ͷی را {ψn}∞n=٠ توابع دنباله (۶

داریم: m ̸= n هر به�ازای دیͽر، به�عبارت

⟨ψm, ψn⟩ = ٠.

و باشد متعامد مجموعه ͷی هرگاه خوانیم یͺه متعامد مجموعه ͷی را {ψn}∞n=٠ توابع دنباله (٧

n؛ هر به�ازای نیز

∥ψn∥ = ١.

به�صورت V بر خطͬ عملͽر ͷی L و توابع، از برداری فضای ͷی V کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

که باشد موجود fای ∈ V هرگاه نامیم L ویژه مقدار ͷی را λ این�صورت در باشد. L : V → V

نامیم. ویژه تابع ͷی نیز را f این�صورت در و L(f) = λf

نرم به نسبت X هرگاه مͬ�نامیم، هیلبرت فضای ͷی را X داخلͬ ضرب فضای ͷی .۶.١.١ تعریف

باشد. کامل داخلͬ ضرب توسط شده تولید

مͬ�شود، تعریف آن روی نرم ͷی که مͬ�باشد، برداری فضایͬ ،X نرم�دار فضای .٧.١.١ تعریف

باشد. همͽرا آن در کشͬ دنباله هر که است، فضایͬ باناخ، یا کامل نرم�دار فضای

متعامد مجموعه�ای {ϕn} و باشد، Cp(a, b) به متعلق دلخواه تابعͬ f کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

به�وسیله بتوان را (a, b) بازه به متعلق x هر به�ازای f(x) همچنین باشد، w وزن تابع با Cp(a, b) در

۶



به (a, b) بازه در نقطه متناهͬ تعدادی احتمالا˟ به�جز نقاط همه در که داد، نشان نامتناهͬ سری ͷی

مͬ�شود: داده نمایش زیر به�صورت و همͽراست، f(x)

f(x) =
∞∑
k=١

ckϕn

داریم: (a, b) روی انتͽرال�گیری و w(x)ϕn(x) در معادله طرف دو ضرب با

cn =
⟨f, ϕn⟩
∥ϕn∥٢

.

گویند. f(x) فوریه سری را فوق سری و {ϕn} مجموعه به نسبت f تابع فوریه ضرایب را cnها

تابع اگر باشد، L٢(a, b) کلاس به متعلق توابع از دنباله�ای {fn(x)} کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

f به میانͽین در {fn} که گوییم آن�گاه ∥f − fn∥٢ → ٠ به�طوری�که باشد، موجود f ∈ L٢(a, b)

همͽراست.

کسر ͷی فقط تناوب دوره هر در و باشد متناوب ماتریس ستون) (یا سطر هر اگر تعریف١٠.١.١.

مͬ�نامیم. پراکنده متناوب را ماتریس باشد؛ بزرگ عناصر، از رسیده صفر به

موضعͬ رادمیچر پیچیدگͬ�های تعاریف ٢.١

اندازه�پذیر توابع از یͷکلاس Fرا همچنین مͬ�گیریم. درنظر احتمال فضای را (X , P ) این�جا، در ما

طبق بر که مستقل تصادفͬ متغیرهای را X١, . . . , Xn مجموعه مͬ�کنیم. علامت�گذاری R به X از

رادمیچر١ تصادفͬ متغیرهای ،σ١, σ٢, . . . , σn کنیم فرض مͬ�کنیم. نمادگذاری شده�اند، توزیع P

هر برای مستقل تصادفͬ متغیرهای به�طوری�که باشند، مستقل

Pr(σi = ١) = Pr(σi = −١) = ١
٢
.

١Rademacher

٧



مͬ�کنیم: تعریف ،f : X → R تابع ͷی برای .١.٢.١ تعریف

Pnf =
١
n

n∑
i=١

f(Xi) , Pf = Ef(X) , Rnf =
١
n

n∑
i=١

σif(Xi).

مͬ�کنیم: تعریف را زیر مجموعه ،F کلاس ͷی برای

RnF = sup
f∈F

Rnf.

متغیرهای هم روی محدود که ،σ١, . . . , σn تصادفͬ متغیرهای به نسبت امید Eσ .٢.٢.١ تعریف

است. تصادفͬ

است. ERnF ،F از رادمیچر میانͽین

است: زیر به�صورت F از شرطͬ) (یا تجربͬ رادمیچر میانͽین

EσRnF =
١
n
E

(
sup
f∈F

n∑
i=١

σif(Xi) | X١, . . . , Xn

)
.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت f٠ حول F از غلاف∗ .٣.٢.١ تعریف

star(F , f٠) = {f٠ + α(f − f٠) : f ∈ F , α ∈ [٠,١]} .

و باشد غیرصعودی و نامنفͬ تابعͬ اگر است، زیرریشه ψ : [٠,∞) → [٠,∞) تابع تعریف٢.١.۴.

زیرریشه�ای توابع نابدیهͬ، زیرریشه تابع�های باشد. غیرصعودی r > ٠ هر برای r 7→ ψ(r)/
√
r اگر

نباشد. ψ ≡ ٠ که هستند

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت نامنفͬ توابع کلاس را F به وابسته زیان کلاس .۵.٢.١ تعریف

ℓF = {ℓf : f ∈ F} = {(x, y) 7→ ℓ(f(x), y) : f ∈ F} .

٨



مͬ�نامند. خطͬ تابع��ͷهای را اسͺالر میدان توی به X از خطͬ نͽاشت�های .۶.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�گوییم، محدب ،−∞ ≤ a < b ≤ ∞ آن در که را f : (a, b) → R تابع .٧.٢.١ تعریف

باشیم: داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و x١, x٢ ∈ (a, b) هر به�ازای

f(λx١ + (١− λ)x٢) ≤ λf(x١) + (١− λ)f(x٢).

⟨Ax, x⟩ ≥ ٠ مثبت معین هسته با هم�ارزی توابع از رده�ای رگرسیون، هسته کلاس .٨.٢.١ تعریف

مͬ�باشد.

هرگاه: مͬ�گویند، ثابت نقطه ͷی f : X → Y تابع برای را x٠ ∈ X نقطه .٩.٢.١ تعریف

f(x٠) = x٠.

نامساوی آن�گاه باشند، مختلط اعدادی wn و ... ،w٢ ،w١ و zn و ... ،z٢ ،z١ اگر .١٠.٢.١ تعریف

است: زیر به�صورت ∣∣∣∣∣کشͬ-شوارتز٢
n∑
k=١

zkwk

∣∣∣∣∣
٢

≤

(
n∑
k=١

|zk|٢
)(

n∑
k=١

|wk|٢
)
.

برقرار وقتͬ کشͬ-شوارتز نامساوی در تساوی آن�گاه باشند، C =
n∑
k=١

zkwk و B =
n∑
k=١

|wk|٢ اگر

باشیم: داشته ١ ≤ k ≤ n ،k هر به�ازای که است

Bzk = Cwk.

٢Cauchy-Schwartz

٩



مͬ�کند. صدق (α > ٠) α مرتبه از لیپ�شیتز٣ شرط در f : (X, d) → (Y, ρ) تابع تعریف١١.٢.١.

به�طوری�که: باشد، Mموجود مانند مثبتͬ عدد هرگاه

∀x, y ∈ X, ρ(f(x), f(y)) ≤M(d(x, y))α.

شد: خواهد زیر به�صورت فوق تعریف باشد، f : R → R اگر

∀x, y ∈ R, |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|α.

را f آن�گاه کند، صدق M < ١ و α = ١ مرتبه از لیپ�شیتز شرط در f تابع اگر .١٢.٢.١ تعریف

گویند. انقباض تابع ͷی

باشد Ω مجموعه mدر σ-جبر بر مثبت اندازه ͷی µ فرضکنیم ینسن۴) (نامساوی .١٣.٢.١ قضیه

a < f(x) < b ،x ∈ Ω هر به�ازای و (µ)L١بوده در حقیقͬ تابع ͷی f هرگاه .µ(Ω) = ١ به�طوری�که

آن�گاه: باشد، محدب (a, b) بر φ و

φ

(∫
Ω

fd µ

)
≤
∫
Ω

(φ ◦ f)d µ.

هرگاه باشند، مثبت حقیقͬ اعداد xn و ... ،x٢ ،x١ اگر هولدر۵) (نامساوی .١۴.٢.١ تعریف

آن�گاه: ١
r
+
١
s
= ١ و r, s > ١

n∑
i=١

xiyi ≤

(
n∑
i=١

xri

) ١
r
(

n∑
i=١

ysi

) ١
s

.

٣Lipshitz
۴Jensen
۵Holder

١٠



L٢ و هیلبرت فضای به مربوط تعاریف ٣.١

فضای است، مفروض X ⊂ Rd مجموعه روی فشرده محمل با P احتمال اندازه .١.٣.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت ،L٢(X ,P)

L٢(X ,P) :=
{
f : X → R | ∥f∥L٢(X ,P) <∞

}
, (١.٣.١)

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت L٢ فضای نرم آن در که

∥f∥L٢(X ,P) :=

√∫
X
f٢(x)dP(x)

مͬ�شود. تعیین P اندازه با L٢-نرم

باشد، هیلبرت فضای روی پیوسته خطͬ عملͽر ͷی ϕ : H → Rn کنیم فرض .٢.٣.١ تعریف

را ϕ-نیم�نرم عملͽر، این و مͬ�باشد ([ϕf ]١[ϕf ]٢ · · · [ϕf ]n) به�صورت n-بردار در f ∈ H تابع هر

مͬ�کند: تعریف زیر به�صورت

∥f∥ϕ :=

√√√√ n∑
i=١

[ϕf ]٢i . (٢.٣.١)

ε > ٠ و BH := {f ∈ H | ∥f∥H ≤ ١} و پیوسته خطͬ عملͽر ϕ : H → Rn اگر تعریف٣.٣.١.

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت T ϕ(ε) و Tϕ(ε) ،Rϕ(ε) ،Rϕ(ε) کمیت�های باشد،

Rϕ(ε) := sup
{
∥f∥٢L٢ | f ∈ BH, ∥f∥٢ϕ ≤ ε٢

}
, (٣.٣.١)

Rϕ(ε) := inf
{
∥f∥٢L٢ | f ∈ BH, ∥f∥٢ϕ ≥ ε٢

}
, (۴.٣.١)

Tϕ(ε) := sup
{
∥f∥٢ϕ | f ∈ BH, ∥f∥٢L٢ ≤ ε٢

}
, (۵.٣.١)

١١


