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 :تقدیم به پدر م و مادرم
 

 از تو هر چه می گویم باز هم کم می آورمپدر  ای

کشیدی و لبریزم کردی از   خورشیدی شدی و از روشنایی ات جان گرفتم و در ناامیدی ها نازم را  
به خودم تبریک می گویم که تو را دارم و دنیا با همه   اکنون حاصل دستان خسته ات رمز موفقیتم شد. شوق

رد بزرگیش مثل تو را   ..... ندا

 ای روح مهربان هستی ام، ، ای شوق زیبایی نفس کشیدنمادرو تو ای 

عمری خستگی ها را به جان  تو رنگ شادی هایم شدی وغم لحظه ها را با تمام وجود از من دور کردی و
طعم خوشخریدی تا اکنون توانستی 

 . پیروزی را به من بچشانی 
 



೯دایا...1

حسرت است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و نخورم

می�داري. دوست تو که
پاي به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو
ریه�هایم در را سعادت پاك هواي که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�هاي و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروي بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
نگاه در امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاري
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود،

کن. روزي بداند، دوست بی�آنکه

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت

৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی



චاری... ণپاس໋�

داد. بودن انگیزه�ي و قدرت ارزش، من به که را حکیم خداوندگار سپاس
علیمحمدي، داود دکتر آقاي جناب فرهیخته، استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه بودند، من راهنماي استاد کلمه، واقعی معناي به که

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که مرادي سیروس دکتر آقاي جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازي آماده
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
گرماي و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده�ي از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش
خود می�خواهم بیاید؛ سراغم به آن تا بمانم منتظر نمی�خواهم تار. و مبهم است واژه�اي برایم آینده
کلام شایستگی آن در که آینده�اي بسازم. را رنگترین�ها خوش و زیباترین می�خواهم بسازم. را آینده�ام
عزیزم خانواده�ي و بزرگوار اساتید نقش مطمئناً باشد چه هر من آینده�ي باشم. داشته را الخالقین احسن

کند. عطا را بهترین�ها ساختن قدرت من به می�خواهم خداوند از پس است. ناپذیر انکار آن در

ඟ໋یدൈॣدهسا
ෙ७ور۱۳۹۲



چکیده
جبرهاي معرفی به ابتدا است، نافشرده متریک فضاي یک (X, d) که این فرض با نامه پایان این در
لیپشیتس برجستۀ جبرهاي و lip(X, dα) لیپشیتس کوچک جبرهاي ، Lip(X, dα) لیپشیتس
کنیم. می بیان را ها آن اساسی خواص از برخی و می�پردازیم 0 < α ≤ 1 براي Lip0(X, dα)
از برخی ادامه در کنیم. می بیان را -همبند r متریک فضاي به مربوط قضایاي از برخی سپس
در دهیم. می قرار بررسی مورد را -همبند r متریک فضاي بر لیپشیتس توابع فضاهاي ویژگی�هاي
و Lip(X, d) و Lip0(X, d)لیپشیتس توابع باناخ فضاهاي بر Cϕ ترکیبی علمگر می�دهیم نشان آخر
کراندار کلاً مجموعۀ یک ϕ(X) و بوده ابرانقباضی نگاشت یک ϕ اگر تنها اگرو است فشرده lip(X, d)

کنیم. می تعیین را عملگرها این طیف سپس باشد. (X, d) متریک فضاي در

کلیدي واژگان
. طیف فشرده، ترکیبی عملگر لیپشیتس، جبر فشرده، عملگر باناخ، فضاي



پیشگفتار

فضاها نظریۀ در (X, d) متریک فضاي بر Lip(X, d) لیپشیتس کراندار توابع باناخ جبرهاي و فضاها
2 لیو دي کِی. توسط 1961 سال در لیپشیتس توابع فضاهاي دارند. اي ویژه اهمیت باناخ جبرهاي و

شربرت آر. دي. توسط [7،8] مقالات در 1964 و 1963 سال در لیپشیتس جبرهاي و مقالۀ[4] در

و باناخ فضاهاي بر فشرده هاي عملگر به می�توان باناخ فضاهاي در اساسی مباحث از شدند. معرفی 3

کرد. اشاره باناخ فضاهاي بر فشرده هاي عملگر طیف

بر فشرده ترکیبی عملگرهاي [3] مقالۀ در 5 شِینبرگ اس. و 4 کاموویتس اچ. ،1990 سال در

یک (X, d) اگر که کردند ثابت و دادند قرار بررسی مورد را Lip(X, d) لیپشیتس باناخ جبرهاي

عملگر آن�گاه باشد لیپشیتس نگاشت یک ϕ : X −→ X همچنین و باشد فشرده متریک فضاي

ابرانقباضی نگاشت یک ϕ اگر تنها و اگر است فشرده Cϕ : Lip(X, d) −→ Lip(X, d) ترکیبی

فضاي به Lip(X, d) باناخ فضاي از Cϕ فشردة ترکیبی عملگر طیف که کردند ثابت همچنین باشد.

ریاضیدانان از برخی است. 1 و 0 عضو دو شامل فقط (X, d) فشردة متریک فضاي بر Lip(X, d) باناخ

مطالعه مورد لیپشیتس جبرهاي و فضاها از مباحثی در را (X, d) متریک فضاي فشردگی حذف شرط

توسط [5] مقالۀ و 7 دوباربی اِل. و 6 آراجو ج. توسط [1،2] مقالات به توان می راستا این در دادند. قرار

کرد. اشاره 8 لیونگ اِچ. دي.

را (X, d)متریک فضاي فشردگی شرط [7] مقالۀ در 10 والسیلوس ام. و 9 وارگاس اي. ،2013 درسال

Cϕ : Lip(X, d) −→ Lip(X, d)ترکیبی عمگر فشردگی براي کافی و لازم یکشرط و کردند حذف

ترکیبی عملگر فشردگی براي کافی و لازم شرط یک همچنین دادند. ارائه (X, d) متریک فضاي بر

کراندار نگاشت یک ϕ : X −→ X که ، (X, d)متریک فضاي بر Cϕ : lip(X, d) −→ lip(X, d)

2K. de Leeuw
3D. R. Sherbert
4H. Kamowitz
5S. Scheinberg
6J. Araujo
7L. Dubarbie
8D. H. Leung
9A. Jiménez − V argas
10M. V illegas− V allecillos
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یک و کند می جدا (X, d) کراندار هاي مجموعه زیر بر یکنواخت طور به را نقاط lip(X, d) و است

(X, d) که Cϕ : Lip0(X, d) −→ Lip0(X, d) ترکیبی عملگر فشردگی براي کافی و لازم شرط

عملگرهاي طیف از کلی توصیف یک همچنین دادند. ارائه است کراندار برجستۀ متریک فضاي یک

فضاي بر Cϕ : lip(X, d) −→ lip(X, d) و Cϕ : Lip(X, d) −→ Lip(X, d) فشردة ترکیبی

جدا X کراندار هاي مجموعه زیر بر را نقاط یکنواخت طور به lip(X, d) که حالی در (X, d) متریک

آوردند. دست به کند، می

که زمانی که دادند نشان مثال یک ارائۀ با [7] مقالۀ در والسیلوس ام. و وارگاس اي. ،2013 درسال

نمی�شود. تشکیل 1 و 0 از Cϕ ترکیبی عملگر طیف لزوماً باشد ناهمبند (X, d) متریک فضاي

فصل است. فصل سه بر مشتمل نامه پایان� این است. شده باز کامل طور به [9] مقالۀ نامه پایان این در

برخی و کراندار کلاً هاي مجموعه و متریک فضاهاي بر مروري اوّل بخش در است. بخش سه شامل اوّل

می متریک فضاي یک تتمیم و r > 0 براي -همبند r متریک فضاي معرفی به و داریم آنها قضایاي از

توپولوژیکی، برداري فضاهاي بر مروري دوّم بخش در می�کنیم. بیان را آن�ها خواص از برخی و پردازیم

ویژگی از برخی پردازیم می α ∈ (0, 1] براي (X, dα)متریک فضاي معرفی به و داریم باناخ فضاهاي

فشرده عملگرهاي ابتدا سوم بخش در کنیم. می بیان است نیاز مورد بعدي هاي فصل در که را آنها

بین خطی عملگر بودن فشرده براي کافی و لازم شرایط سپس و کرده تعریف را باناخ فضاهاي بین

فصل دهیم. می قرار برسی مورد را آنها قضایاي از برخی ادامه در و کنیم می ذکر را باناخ فضاهاي

فضاي به (X, d)متریک فضاي یک از لیپشیتس نگاشت ابتدا اوّل بخش در است. بخش دو شامل دوّم

کوچک جبرهاي ، Lip(X, dα) لیپشیتس جبرهاي معرفی به سپس می�کنیم تعریف (Y, ρ) متریک

و می�پردازیم 0 < α ≤ 1 براي Lip0(X, dα)لیپشیتس برجستۀ جبرهاي و lip(X, dα)لیپشیتس

فضاي به مربوط قضایاي از برخی ابتدا دوّم بخش در کنیم. می بیان را ها آن اساسی خواص از برخی

ε و δ که (X, d)متریک فضاي بر را -تخت (δ, ε) نگاشت سپس کنیم. می بیان را -همبند rمتریک

بر لیپشیتس توابع فضاهاي هاي ویژگی از برخی ادامه در کنیم می تعریف هستند مثبت حقیقی اعداد

اوّل بخش در است. بخش دو شامل سوم فصل دهیم. می قرار بررسی مورد را -همبند r متریک فضاي



ح

فشردگی براي کافی و لازم شرط یک سپس کرده معرفی را باناخ فضاهاي بر ترکیبی عملگرهاي ابتدا

متریک فضاي بر Lip0(X0, d0) باناخ فضاي به Lip0(X0, d0) باناخ فضاي از Cϕ ترکیبی علمگر

ترکیبی عملگر فشردگی براي کافی و لازم شرط یک همچنین دهیم. می ارائه را (X0, d0) برجستۀ

فشردگی براي کافی و لازم شرط یک و Lip(X, d) باناخ فضاي به Lip(X, d) باناخ فضاي از Cϕ

ارائه (X, d)متریک فضاي بر lip(X, d) باناخ فضاي به lip(X, d) باناخ فضاي از Cϕ ترکیبی عملگر

را lip(X, d) و Lip(X, d) باناخ فضاي بر فشرده ترکیبی عملگر یک طیف دوّم بخش در دهیم. می

کنیم. می تعیین
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1 فصل
مقدمات و اولیه مفاهیم

است. شده آورده بعدي هاي فصل براي لازم مقدمات آن در که است بخش سه بر مشتمل فصل این

تعریف با ابتدا دوم بخش در میپردازیم. -همبند r فضاهاي و متریک فضاهاي معرفی به اول بخش در

ضعیف-ستاره توپولوژي به و می�شویم توپولوژیکی برداري فضاهاي و توپولوژیکی فضاهاي وارد توپولوژي،

می�پردازیم. ها آن خواص و باناخ فضاهاي و نرمدار فضاهاي معرفی به و می�کنیم اشاره فضاها این روي

دهیم. می ارائه را آن به مربوط قضایاي و کنیم می معرفی را فشرده عملگرهاي پایانی بخش در

متریکr-همبند فضاي و متریک فضاهاي 1.1
صورت این در .α ∈ (0, 1] کنیم فرض .1.1.1 لم

،1 ≤ sα + (1− s)α آن�گاه ،s ∈ (0, 1] اگر (الف)

.(a+ b)α ≤ aα + bα آن�گاه ،a, b ∈ [0,+∞) اگر (ب)

تابع .α ∈ (0, 1) کنیم فرض است. برقرار α = 1 ازاي به حکم که است واضح (الف) برهان.
این در کنیم. می تعریف F (s) = sα + (1 − s)α − 1 صورت به را F : [0, 1] −→ R

و است پذیر مشتق (0, 1) بر F است، پیوسته [0, 1] بر F ، F (0) = F (1) = 0 صورت

F
′
(s) = αsα−1 − α(1− s)α−1, (∀s ∈ (0, 1)).



2 مقدمات و اولیه مفاهیم .1

داریم علاوه به

F
′
(s) > 0 (∀s ∈ (0,

1

2
)), F

′
(
1

2
) = 0,

F
′
(s) < 0 (∀s ∈ (

1

2
, 1)).

است. موضعی ماکزیمم که باشد می (0, 1) بازة در F موضعی اکسترمم نقطۀ تنها 1
2
بنابراین

F مطلق مینیمم مقدار F (0) = F (1) = 0 پس .F (1
2
) = 21−α − 1 > 0 دیگر، طرف از

داریم لذا است. [0, 1] بستۀ بازة بر

0 = F (0) = F (1) ≤ F (s) (∀s ∈ [0, 1]).

یعنی،

0 ≤ sα + (1− s)α − 1 (∀s ∈ [0, 1]).

نتیجه در

1 ≤ sα + (1− s)α (∀s ∈ [0, 1]).

است. برقرار (الف) پس

در .a, b ∈ (0,+∞) کنیم فرض است. برقرار b = 0 یا a = 0 ازاي به حکم که است واضح (ب)

داریم (الف) طبق پس . a

a+ b
∈ (0, 1) صورت این

1 ≤ (
a

a+ b
)α + (1− a

a+ b
)α

=
aα

(a+ b)α
+

bα

(a+ b)α
.

داریم لذا ، (a+ b)α > 0 چون

(a+ b)α ≤ aα + bα.

شود. می کامل اثبات و است برقرار (ب) پس



3 متریکR-همبند فضاي و متریک فضاهاي .1.1

کراندار مجموعۀ E گوییم . E ⊆ X و باشد متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .2.1.1 تعریف
. d(x, y) ≤M ؛ x, y ∈ E هر ازاي به که طوري به شود یافت Mي > 0 هرگاه است فضا این در

این در E قطر را sup{d(x, y) : x, y ∈ E} آن�گاه باشد (X, d) در ناتهی مجموعۀ یک E گاه هر

دهیم. می نشان diamdE به را آن و نامیده فضا

مجموعۀ یک E صورت این در . E ⊆ X و باشد متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .3.1.1 قضیه
باشد. متناهی قطر با اگر وتنها اگر است (X, d) متریک فضاي در کراندار

فضا این در کراندار مجموعۀ یک X گاه هر گوییم کراندار را (X, d) متریک فضاي .4.1.1 تعریف
که طوري به باشد داشته وجود Mي > 0 یعنی، باشد،

d(x, y) ≤M (∀x, y ∈ X).

نگاشت یک ϕ : X −→ Y و باشند متریک فضاي دو (Y, ρ) و (X, d) کنیم فرض .5.1.1 تعریف
در کراندار مجموعۀ یک ϕ(X) هرگاه است (Y, ρ) به (X, d) از کراندار نگاشت یک ϕ گوییم باشد.

باشد. (Y, ρ) متریک فضاي

یک را g : X −→ Y نگاشت باشند، متریک فضاي دو (Y, ρ) و (X, d) کنیم فرض .6.1.1 تعریف
باشیم داشته x, y ∈ X هر ازاي به هرگاه نامیم می (یکمتري) طولپاي

ρ
(
g(x), g(y)

)
= d(x, y).

{Kn}∞n=1 ، بوده متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض : کانتور) اشتراکی (قضیۀ .7.1.1 قضیه
و Kn ⊇ Kn+1 n؛ ∈ N هر ازاي به که طوري به باشد فضا این در فشرده هاي مجموعه از اي دنباله

است. شده تشکیل نقطه یک از تنها
∞∩
n=1

Kn صورت این در . lim
n→∞

diamd Kn = 0

اگر باشد. نگاشت خود یک ϕ : X −→ X و باشد متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .8.1.1 لم
کوشی دنبالۀ یک {ϕn(x)}∞n=1 دنبالۀ ، x ∈ X هر ازاي به آن�گاه ، lim

n→∞
diamd

(
ϕn(X)

)
= 0

است. (X, d) متریک فضاي در
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(X, d)متریک فضاي در {ϕn(x)}∞n=1 دنبالۀ بودن کوشی اثبات براي . x ∈ X کنیم فرض برهان.
دهیم نشان باید

∀ε > 0 ∃N ∀m ∀n[(m ≥ N, n ≥ N) =⇒ d
(
ϕm(x), ϕn(x)

)
< ε].

داریم ، lim
n→∞

diamd

(
ϕn(X)

)
= 0 چون باشد. شده انتخاب ε > 0 کنیم فرض

∃N ∀n
(
n ≥ N =⇒ diamd

(
ϕn(X)

)
< ε

)
.

که هست N ∈ N بنابراین

diamd

(
ϕN(X)

)
< ε. (1.1)

و ϕn(x) ∈ ϕn(X) ⊆ ϕN(X) صورت این در . m ≥ N و n ≥ N کنیم فرض

پس . ϕm(x) ∈ ϕm(X) ⊆ ϕN(X)

d
(
ϕm(x), ϕn(x)

)
< diamdϕ

N(X). (2.1)

که شود می نتیجه (2.1) و (1.1) از

d
(
ϕm(x), ϕn(x)

)
< ε.

کند. می کامل را اثبات این

صورت این در .x ∈ X و B ⊆ X باشد، متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .9.1.1 تعریف
نشان distd(x,B) به را آن و نامیده فضا این در B مجموعۀ از x فاصلۀ را inf{d(x, y) : y ∈ B}

دهیم. می

x ∈ B صورت این در . x ∈ X و B ⊆ X باشد، متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .10.1.1 لم
.distd(x,B) = 0 اگر تنها و اگر است) (X, d) متریک فضاي در B بستار B )

مجموعۀ پایین کران یک 0 چون . distd(x,B) = 0 دهیم می نشان . x ∈ B کنیم فرض برهان.
دهیم نشان است کافی اینفیموم مشخصۀ خاصیت طبق لذا است {d(x, y) : y ∈ B}

∀ε > 0 ∃y ∈ B d(x, y) < ε.
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لذا ،x ∈ B چون باشد. شده انتخاب ε > 0 کنیم فرض

Bd(x, ε) ∩B ̸= ∅.

.d(x, y) = d(y, x) < ε و y ∈ B صورت این در . y ∈ Bd(x, ε) ∩B کنیم فرض

صورت این در . r > 0 کنیم فرض .x ∈ B دهیم می نشان ، distd(x,B) = 0 کنیم فرض برعکس،

اینفیموم، مشخصۀ خاصیت طبق پس . inf{d(x, y) : y ∈ B} < r لذا . distd(x,B) < r

لذا . y ∈ Bd(x, r) که هست ي y ∈ B پس .d(y, x) = d(x, y) < r که هست ي y ∈ B

.x ∈ B پس . y ∈ B ∩Bd(x, r)

صورت این در .B ⊆ X و A ⊆ X و باشد، متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .11.1.1 تعریف
به را آن و نامیده فضا این در B مجموعۀ از A مجموعۀ فاصلۀ را inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}

دهیم. می نشان distd(A,B)

فضاي باشد. ناتمام متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض متریک): فضاي یک (تتمیم .12.1.1 تعریف
X که باشد تمام متریک فضاي یک (X̃, d̃) گاه هر نامیم می (X, d) فضاي تتمیم را (X̃, d̃)متریک

است. چگال آن در

به آن اثبات مشاهدة براي کند. می تضمین را نا�تمام متریک فضاي یک تتمیم وجود زیر قضیۀ

شود. مراجعه [12] مرجع 31.2.2 قضیۀ

مانند تمام متریک یکفضاي صورت دراین باشد. متریک یکفضاي (X, d) فرضکنیم .13.1.1 قضیه
یک دیگر عبارت به کرد. تلقی X̃ از اي مجموعه زیر توان می را X که قسمی به است موجود (X̃, d̃)

( d̃(α̃(x), α̃(y)) = d(x, y) ،x, y ∈ X هر براي یعنی ) α̃ : X −→ X̃ مانند فاصله حافظ تابع

فرداست: به منحصر زیر مفهوم به (X̃, d̃) علاوه، به .α̃(X) = X̃ که دارد وجود

α̂ : مانند فاصله حافظ تابعی باشد(یعنی خاصیت همین با دیگري تمام متریک فضاي (X̂, d̂) اگر

مانند فاصله حافظ و پوشا تابعی گاه )آن α̂(X) = X̂ که قسمی به باشد موجود X −→ X̂

.ϕ ◦ α̃ = α̂ که قسمی به است موجود ϕ : X̃ −→ X̂
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و X̃ مانند اي مجموعه صورت این در باشد. متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .14.1.1 قضیه
متریک فضاي در X بستار X) X = X که طوري به دارد وجود d̃ مانند X̃ بر تمام متریک یک

و است) (X̃, d̃)

d̃(x, y) = d(x, y) (∀x, y ∈ X).

کلاً مجموعۀ یک E گوییم . E ⊆ X و باشد متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .15.1.1 تعریف
یافت xn و.....و x1 مانند E اعضاي از متناهی تعداد ε > 0 هر ازاي به گاه هر است فضا این در کراندار

که طوري به شود

E ⊆
n∪

j=1

Bd(xj, ε).

باشد. متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .16.1.1 لم

m,n ∈ N هر ازاي به که طوري به شود یافت ي ε > 0 و Xباشد در اي دنباله {xn}∞n=1 اگر (الف)

این در کوشی دنبالۀ زیر هیچ {xn}∞n=1 آن�گاه ،d(xm, xn) ≥ ε باشیم داشته m > n که

ندارد. فضا

مانند A در اي دنباله آن�گاه نباشد کراندار کلاً (X, d) متریک فضاي در A و A ⊆ X اگر (ب)

ندارد. (X, d) متریک فضاي در کوشی دنبالۀ زیر هیچ که شود می یافت {xn}∞n=1

این در باشد. (X, d) متریک فضاي در کوشی دنبالۀ زیر یک {xnk
}∞k=1 کنیم فرض (الف) برهان.

صورت

∃N ∀i ∀j[i > j ≥ N =⇒ d(xni
, xnj

) < ε].

،k = nN و j = nN+1 انتخاب با .d(xnN+1,xnN
) < ε لذا ،nN+1 > nN ≥ N چون

برقراراست. (الف) نقیض، عکس قانون طبق لذا .d(xj, xk) < ε و j > k که گیریم می نتیجه

بنابراین نباشد. کراندار کلاً (X, d) متریک فضاي در A کنیم فرض (ب)

∃ε > 0 ∀n ∈ N, ∀x1, ...xn ∈ A : A ⊈
n∪

j=1

Bd(xj, ε). (3.1)
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داریم (3.1) طبق .x1 ∈ A کنیم فرض

A ⊈ Bd(x1, ε).

طبق .d(x2, x1) ≥ ε لذا .x2 /∈ Bd(x1, ε) که طوري به دارد وجود x2 ∈ A صورت این در

داریم (3.1)

A ⊈ Bd(x1, ε) ∪Bd(x2, ε).

بنابراین .x3 /∈ Bd(x1, ε) ∪Bd(x2, ε) که طوري به دارد وجود x3 ∈ A لذا

روند این اگر .d(x3, x1) ≥ ε و d(x3, x2) ≥ ε لذا .x3 /∈ Bd(x2, ε) و x3 /∈ Bd(x1, ε)

که طوري به آید می دست به A نقاط از {xn}∞n=1 دنبالۀ دهیم ادامه ترتیب بدین را

d(xj, xj+1) ≥ ε (∀n ∈ N, ∀j ∈ {1, ..., n}).

m؛ ̸= n m,nکه ∈ N هر ازاي به که طوري به شود می یافت A نقاط از {xn}∞n=1 دنبالۀ لذا

فضاي در کوشی دنبالۀ زیر هیچ {xn}∞n=1 دنبالۀ (الف) قسمت طبق لذا .d(xm, xn) ≥ ε

ندارد. (X, d) متریک

مختلط-مقدار توابع از اي دنباله {fn}∞n=1 باشد. متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .17.1.1 لم
آن�گاه باشد، 0 تابع به یکنواخت همگراي X کراندار کلاً مجموعۀ زیر هر بر {fn}∞n=1 اگر باشد. X بر

.X بر نقطه به نقطه fn −→ 0

متریک فضاي در کراندار کلاً مجموعۀ یک E صورت دراین .E = {x} و x ∈ X کنیم فرض برهان.
کند می ایجاب این است. 0 تابع به یکنواخت همگراي {x} بر {fn}∞n=1 فرض، طبق است. (X, d)

به نقطه fn −→ 0 که گیریم می نتیجه بود، شده فرض دلخواه x ∈ X چون . lim
n→∞

fn(x) = 0 که

.X بر نقطه

مجموعۀ صورتAیک این در .A ⊆ X و باشد متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .18.1.1 قضیه
این در کراندار کلاً مجموعۀ یک ( (X, d) در A (بستار A اگر وتنها اگر است فضا این در کراندار کلاً
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باشد. فضا

کنیم فرض باشد. (X, d) متریک فضاي در کلاًکراندار مجموعۀ یک A کنیم فرض ابتدا برهان.
که طوري به شوند می یافت an و...و a1 مانند A اعضاي از متناهی تعداد صورت این در .ε > 0

A ⊆
n∪

j=1

Bd(aj,
ε

2
). (4.1)

کنیم می ادعا .a1, ..., an ∈ A که است واضح

A ⊆
n∪

j=1

Bd(aj, ε).

این در .y ∈ Bd(x,
ε

2
) ∩ A کنیم فرض .Bd(x,

ε

2
) ∩ A ̸= ∅ صورت دراین .x ∈ A کنیم فرض

که هست ي k ∈ {1, ..., n} که شود می نتیجه (4.1) و y ∈ A از .y ∈ A و d(y, x) < ε

2
صورت

داریم حال .d(y, ak) < ε

2
پس .y ∈ Bd(ak,

ε

2
)

d(x, ak) ≤ d(x, y) + d(y, ak) = d(y, x) + d(y, ak)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

یک A نتیجه در .A ⊆
n∪

j=1

Bd(aj, ε) پس .x ∈
n∪

j=1

Bd(aj, ε) لذا .x ∈ Bd(ak, ε) پس

است. (X, d) متریک فضاي در کلاًکراندار مجموعۀ

این در .ε > کنیم فرض باشد. (X, d) متریک فضاي در کلاًکراندار مجموعۀ یک A کنیم فرض حال

که طوري به شوند می یافت yn و...و y1 مانند A اعضاي از متناهی تعداد صورت

A ⊆
n∪

j=1

Bd(yj,
ε

2
). (5.1)

کنیم فرض .Bd(yj,
ε

2
) ∩ A ̸= ∅ لذا و yj ∈ A صورت این در .j ∈ {1, ..., n} کنیم فرض

کنیم می ادعا .aj ∈ A و d(aj, yj) < ε

2
صورت این در .aj ∈ Bd(yj,

ε

2
) ∩ A

A ⊆
n∪

j=1

Bd(aj, ε).

که هست ي k ∈ {1, ..., n} ، (5.1) طبق پس .x ∈ A صورت این در .x ∈ A کنیم فرض

داریم فوق استدلال طبق دیگر طرف از .d(x, yk) < ε

2
لذا .x ∈ Bd(yk,

ε

2
)

d(yk, ak) = d(ak, yk) <
ε

2
.
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داریم حال

d(x, ak) ≤ d(x, yk) + d(yk, ak)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

یک A نتیجه در .A ⊆
n∪

j=1

Bd(aj, ε) پس .x ∈
n∪

j=1

Bd(aj, ε) لذا .x ∈ Bd(ak, ε) پس

است. (X, d) متریک فضاي در کلاًکراندار مجموعۀ

یک K و بوده تمام متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض [6, A4 Theorem] .19.1.1 قضیه
برقرارند: زیر احکام صورت این در باشد. فضا این در بسته مجموعۀ

است. (X, d) در فشرده مجموعۀ یک K (الف)

نامتناهی مجموعۀ زیر یک E اگر یعنی Kدارد، در حدي نقطۀ Kیک نامتناهی مجموعۀ هرزیر (ب)

.E ′ ∩K ̸= ∅ آن�گاه باشد K

است. (X, d) متریک فضاي در کلاًکراندار مجموعۀ یک K (ج)

یک A صورت این در .A ⊆ X و باشد تمام متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .20.1.1 قضیه
باشد. فضا این در فشرده مجموعۀ یک A اگر تنها و اگر است فضا این در کلاًکراندار مجموعۀ

است. برقرار حکم 19.1.1 و 18.1.1 قضیۀ ار استفاده با برهان.

نامیم ناهمبند را X از D مجموعۀ زیر باشد. متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .21.1.1 تعریف
و A ∩ B = ∅ ، A ∩ B = ∅ که طوري به باشند موجود B و A مانند X ناتهی مجموعۀ دو هرگاه

نامیم. می D براي ناهمبندي یک را {A,B} صورت این در .D = A ∪B

شود. می نامیده همبند نباشد، ناهمبند که را C مانند X مجموعۀ زیر هر

باشد. فضا این در همبند مجموعۀ یک X هرگاه نامیم می همبند فضاي یک را (X, d) متریک فضاي


