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Abstract: 

Prediction of postbuckling behavior of FGM cylindrical shells subjected to axial loading 

Behrouz Arash 

 

The nonlinear analysis of geometrically imperfect, thin, Functionally Graded Materials 

(FGMs), circular, cylindrical shells subjected to uniform axial compression, and for various 

boundary conditions, is presented. For this aim, classic thin-shell theory (Kirchhoff-Love) 

with Donnell-type of kinematic nonlinearity and linearly elastic material behavior are 

employed. Moreover, the solution methodology based on a semi-analytical approach and 

Finite Difference Method (FDM) is described, and results are generated for imperfect FGM 

cylinders made of various combination of metal and ceramic. The applications deal with 

imperfection sensitivity studies and investigation of the effect of geometries, materials and 

boundary conditions.�

 

Keywords: Postbuckling, FGM, Semi-analytical approach, FDM�
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�-Bucking 
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�- Bifurcation buckling 
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6
�- Submarine hulls

7
�- Space vehicles

8
�- Booster rockets

9
�- Sub – 

10
�- Basic load

���+'>)��)���&+�
�M�0���
�=.)

������#A�'<���
��
�#'�����#'���'�
�#'9����[5� ���	��+���	��+9�

 

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//Y  

                                        
Submarine hulls 

Space vehicles 

Booster rockets 

 sea piplines 

Basic load 

�������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	��$���+'>)��)���&+�
�M�0���
�=.)

������#A�'<���
��
�#'�����#'���'�
�#'9����[5� ���	��+���	��+9�

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//Y 

                                                                                

�������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	�

������#A�'<���
��
�#'�����#'���'�
�#'9����[5� ���	��+���	��+9�

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//Y 

                                        

� 

�������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	�

�[�"�� ���:�&��(��MW`ll�������#A�'<���
��
�#'�����#'���'�
�#'9����[5� ���	��+���	��+9�

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//Y 

                                                                                

�������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	�

�[�"�� ���:�&��(��M

���)�����G	�L��"�.��	������ �������$ 

�	�)�	
����������#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//Y 

                                        

�������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	�

�59�
�����
�K�+���
�����
���
��+/:�[�"�� ���:�&��(��M

���)�����G	�L��"�.��	������ ������

C��U�E��	�)�	
����

                                        

#���	�)�O�?�l��������	
+D�+9�/)�#G� ��	���
	�K�+�����������������1��������*�
�k�!"
�	�

�59�
�����
�K�+���
�����
���
��+/:

���)�����G	�L��"�.��	������ ������

O��C

                                                                       

 

#���	�)�O�?

�59�
�����
�K�+���
�����
���
��+/:

���)�����G	�L��"�.��	������ ������

 

 

 

             

 

 

 

                               



��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


��*9��'��#)�+m=��#�

��+'���#9��

��n&	�8'/��&

�&�%�.)+��#=/���n&	�1

��c'�m �n&	�&

11
���� Eigenvalue

12
�- Approximate Solution

13
�-Variational method

14
�- Residul 

15
�- Point collection method

16
�- Subdomain collection method

17
�- Numerical solution

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8// 

��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


��4�
+��&���
�������D��&���������&��	
����S829<��Q_��.���*9��'��#)�+m=��#�

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�
�#����+'���#9��

��%
+'//Y �n&	��'��Z���n&	�8'/��&

�e�&�%�.)+��#=/���n&	�1

����&�'���O'F�( �n&	�1CFDM�E��c'�m �n&	�&

Eigenvalue 

Approximate Solution

Variational method

Residul method 

Point collection method

Subdomain collection method

Numerical solution

 

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//

��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


��4�
+��&���
�������D��&���������&��	
����S829<��Q_��.�

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


Rayleigh���%
+'//Y �n&	��'�

�
�#54=��+���c�m �n&	�e

�)�������&������������2��&�c��G�n&	�#"��m��+����,���1�=��$��

����&�'���O'F�( �n&	�1

Approximate Solution 

Variational method 

Point collection method 

Subdomain collection method 

Numerical solution 

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//

��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


��4�
+��&���
�������D��&���������&��	
����S829<��Q_��.�

�</��	�����&�oF
&�cD
����	�/<)�	��1���$��

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


�n&	�1Rayleigh–Ritz

�d1��
�#54=��+���c�m �n&	

�)�������&������������2��&�c��G�n&	�#"��m��+����,���1

FEME����&�'���O'F�( �n&	�1

� 

����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//

��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


��4�
+��&���
�������D��&���������&��	
����S829<��Q_��.�

�</��	�����&�oF
&�cD
����	�/<)�	��1��

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


���n&	��
��'= 	�-"��>'�&	�*�
Ritz��n&	�1

�
�#45��c�m �n&	�O/-D��
����>�&	�#����o/F� �d

�)�������&������������2��&�c��G�n&	�#"��m��+����,���1

��&����k
8G
�n&	��
��= 	�-"��>�&	�*�
CFEM

�	�)�	
������Y ����#L���&��#45��&�	�)�X��8����#45��+,��/)�1�����8//

��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


�E��4�
+��&���
�������D��&���������&��	
����S829<��Q_��.�

�</��	�����&�oF
&�cD
����	�/<)�	��1��

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


���n&	��
��'= 	�-"��>'�&	�*�


�
�#45��c�m �n&	�O/-D��
����>�&	�#����o/F� 

�)�������&������������2��&�c��G�n&	�#"��m��+����,���1

��&����k
8G
�n&	��
��= 	�-"��>�&	�*�


 

C��UWE��	�)�	
����

�E��������>��9'�����'������'���#')�k
8'G
�*'�
�������8/A������
����>��9��������#)�����/(/��+3���


����#9���������O/2� C�>D	&�&�E

�����������5/5?�	�)�����</��	�����&�oF
&�cD
����	�/<)�	��1��

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


�-�+5 �O?�����n&	�WT����n&	��
��'= 	�-"��>'�&	�*�


�
�#45��c�m �n&	�O/-D��
����>�&	�#����o/F� 

Calerkin�)�������&������������2��&�c��G�n&	�#"��m��+����,���1

�T��&����k
8G
�n&	��
��= 	�-"��>�&	�*�


                                         

                   

O��C

����#9��������C�>D	&�&�E

����#9���������O/2� 

��������������5/5?�	�)���

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


�����X/<5 T��

�-�+5 �O?�����n&	

���&�����������`$��
�#45��c�m �n&	�O/-D��
����>�&	�#����o/F� 

�*/�+A�:�n&	Calerkin

���"�O?���>�&	�f�T

FIM$E��

                                        

 

                   

 

 

����#9��������

�</��$����#9���������O/2� 

�p�&�	
�5���

#)�
	��>����
� �����2��	�4)�#����&	����	��)�����������/��=���&���/ �9�
�8/A����	���(29V����>�&	�1��&+�


�����X/<5 

�U��-�+5 �O?�����n&	

���&����������

�*/�+A�:�n&	

WU����"�O?���>�&	

��&���CFIM

                                                



� 

 

ZU�[/D��#-�����n&	�g�T���>�&	�*�+ �[/D��&���
�#2q<��+)�X��?�%_��.��X/59<��O?�cD
&�	��n&	�*�
�$���	�/'<)�	�

�.��X/59<��O?�����
�1���=>��Or�<���
����������:�'/j/�O/A�')��'�
�*'�����	
�'���*'�
��	
�'����'G&�#2q<��+)�X��?�%_�

���)�#2q<����+��s�
+�����&�O?�#/?���O���1%_��.��$�����O'?���>'�&	��
�['/D��#-'�����n&	���m)����)���	
���*/=��	�

�<G��+>)����"�O?���>�&	�����-�+5 �$��

�cD
&�	������#9�+:�	��)�#A��	�*�
�	��#���
���/���
��-/�+ n&	����[/D��#-������+>)�����
�#�����)�������"�&���+'/:

���X�
+��
	�n&	�&��+�����
8���
�����$���

��

����������	�����	��	��� ��������

����+'����'2��#9'���&��#)��
� ������&	����	���#)���������O/2� �	�������+//Y ��
�/��t��
�+)�#���(29V����>�	�q ���/��	�

��	��
����u�$`U�v��

7/�\���	�q �S�=)�M&
�#9���i�(CL)��#/F+��+)����t��
�&����)����N&+.�Love���
�	
�9�
�$��	
�������/)�#/F+��*�


�#9������/��o4��+)����"�#����/59<��h�4L����� �#�CB	&����E����"�&�X/59<��8/��O���+//Y ��
��.)�&�O-D�1�=��)���

�=��������D�)����+)�$��%	�-.)��+:����+3=�+J��F+"���+)�O���+//Y ��
�+,��$�#/F+��+)��?\J
�#��S&��#9���	�Love�

�������#9�+:�+3��	���F+"���+)�O���+//Y �%
+w
����)����$��=)�X/<5 �1#9���*�
�	��#9-A
��x�	
����'G&�8/���+,������

O���+//Y ��	�q �#)��
� ����#2�G��
���+)�M&
�#- +�Wl�(FOSD)	�q �#)�#���Reissner–Mindlin�ueUd�v����N&+.�

_�)�#- +����+)�O���+//Y ��	�q �&����)W��CHOSDE��s�� �#�Reddy�ugUf�v������	��
�1�����+.��$��

Flugge�uiv�#9���7/9�_
������#�
�9�
������������'����':�#'/� �+'��&��s�
+��	���>�	
H:	�)��
��
��� �
	�7/&+ &8�
��


�����O/2� �$Yell��&Lin�u�lv���
�#�
�9�
�����#9���7/9�\��9�_
������C�&+�
��E�	���	����	�)��� �
	�7/&+ &8�


���
��	
+D���	+)��	���1�&������>���A
�n&	��
��+/:��+>)��)�y29V����+��s�
+��$�����#'2�G��
�����9L�'����>']5��+/w�' ��>��

�&�c45�����)���!/)�8/��&�c45�����
+/�	�����VF�%
+//Y $$$���A���
+�)�	�)�*/�V �	��
	z���������=9�
����/)�&����+�

�������'��)��'��)�X/2'< ��=' ��
�+'9:	8)���
+�)��= �#�/��,=��&��9�
����B�( 
�6�����2/L�����#9���	��s5��7/9�_
�����	�

����#9�+:�+3��	��������	��7/9�_
�+/R�	�9�	�%
+w
�$w� ���+��s�
+��#���=9�
��	�>^
��>���*/=j�����	�')�	
�'5��+)�����+/

�	�9�	�*�/A��	
����
+�)postbuckling����'����'��	
+D�+/w� ��� �
	�$Hansen�u���v�������&	�+')�
	��D�'( 
���>']5��+'w
�8'/�

��
�#�
�9�
�����#9���7/9�_
������C�&+�
��E�������	+)�$ Teng&� Rotteru�W�v&Zhang&Rotter�u�Z�v��h�'5��+/w� 

                                                 
18
�- Exact method 

19
�- Classical 

20
�- First – order shear deformable 

21
�- Higher – order shear deformable 



� 

 

���'��+��z�'�A��������	����	�)�*//. �	��{5��7���
�=.)�
	������	����G�$Tsan san��& Whitny� u�`�v����'�
+�)�	�')

���������	
�+/:+'��&��s�
+'��	���	�'���&��'�j/�	�')��'� �1K'�+���
�#�
�9'�
���>)�/ ����,�����������#������
+)�
	������

���+��#-����$��%_��.���>��Flugge�K�+���
����
+)�
	������
����(9'�
��')�['/D��O?�n&	��
�
	���
+�)����	�)�&����+��|\J


�O��- Stoke����	&�����)��-�+5 �O?�n&	�8/��&�$��

Ruter�u�d�v#9���	�9�	#�
�9�
�����������	�'q ��
����(9'�
��')�O'L
��	�'����� �
	�K�+���
Donnell�u�e�v����'���O'/2� �$

�*/=j��Yuon�u�f�v#9���	�9�	#�
�9�
������
�����=' �c)�' �7'��)�#9/</9�_
�%_��.��O?��)�OL
��	������ �
	�K�+�

Lekhnitskii��
��	
+D���	+)��	���$Stavsky��&Greenberg�u�g�v�����	�')��'� �
	�K'�+���
�#�
�9'�
�����#9��������

�������O/2� ��������:�#/� �+��&��s�
+��	���L
�=���+/R��	����$Anastasiadis��&Simiteses�u�i�v�q ��	HOSD�

+��7/=� ��
��+/:��+>)��)�&��=9<)�	��)���+��s�
+��&�M��. �%_��.���
+)�
	
*9(�WW������'��#9'����
+)�
	�������%�_�.�

�K�+���
�#�
�9�
C�	�59������#�_��)�E�n&	�7��)�&����	&�����)Galerkin���������'���	�'q �t�'�
�+')�
	���&�'���}��9�

FOSD - W/CF ,
WZ

 FOSD, CL��&HOSD�����G	�'L�	�'���&�	
�+/:�+��&����+��s�
+���� ��	�����	
H:�	�)��
+)

���	&�����)��=2)���>A�@��
+)�$�����	�'q �#'���	
���'����/)��	�����	
H:�	�)��	���	����������)�}��9�CL����*/'�V �7'�

_�)W`��	�q �8/��&�+9�� �����>A�@��
+)�Q�J�]V��x���)����������	�)��
+)W/CF�U��FOSD� <)��D����-'<������8��	�/

��	�q �#)HOSD��	
��$���	�'q ����������������G	�L�	�����	���	��*/=j��CL�������#')��-'<��
	��+9'�/)��'�
+�)�	�'��

HOSD���	�q �8/��&��=������=/)��/FOSD�������/������K/ + �+0�
�	�Wd�C���#�_�E�����'J	��7'���
�+'9�����\9L


��	�q �#)��-<�HOSD��	
�$�Sheinman�	�����&��
�uWl�vP#9��������#�
�9�
�����
�K�+��#/A&
�{5���)����'� 

�	����	�)����
��	
+D�#.A�4���	���
	�$Anastasiadis��&Simiteses��+,����
�#A�5��	�uW��v����	�'��	����'L�o��9��#.�� �#)

��G	�L�	���C�=2)���>A�@��
+)�E�=9L
�+�$�B�( 
�#)��>���*/=j��Tabiei�uWW�v�&��	����	�)�K/�+ ��
+)�
	����.9��}��9�

���	&�����)��G	�L�	����$Gibson�&�Mistry�uWZ�vM
&��O/2� �#)We�C����	���S�"�E�����K'�+���
�#�
�9'�
���'��#9'���	�

����������#'�_�*/'A&
�K'�+V ��'����'��#L�'��&�����'���O��'���'�
� ����#���=9L
�+��G	�L�	����&��	����	�)��
��-/�+ ��� 

WfCFPF�E
�	�n8YA�1M
&��+wWg��<�����Wi����)���+���X�������$Babich��&Kilin�uW`�v���&	�
	��	
�'�����.)�#��O/2� 

                                                 
22
�- Perturbation technique 

23-�FOSD theory whit a shear correction factor of 
6

5
 

24
�- Overstimate 

25
�- Stacking sequences 

26
�- Failure 

27
�- First Ply failure 

28
�- Weeping 

29
�- Fracture 



� 

 

���
��	
+D���	+)��	���#�_�#��7/&+ � 	
��
�#�
�9�
�����#9���$Kardomateas�uWd�v���#�
�9'�
���'��#9���������8/�

�G	�L�	������ �o4<����+���/.F&�	��
	�X/VF��	
�G�K�+���
���������	�'��#9/'</9�_
���'.)�#'��O'/2� ��
����(9'�
��)

�
��	
+D�#.A�4�$Zhang�&�Wu�uWev����>,=�	��)��������5 �K�+���
�#�
�9�
�����#9����
+)�
	��������4L�+/R��	�q 


8m�Zl���+)�	��)�1�$���'��O'J
��
����(9�
��)�&�#9�+:�+3��	��
	�#/A&
���>]5��&��F+"���+)�O���+//Y �%
+w
��>��	����#')����'m�

�O/2� pre–buckling��8/��&postbuckling bifurcation�	�/.����=-��+)�Z��Huchinson��=9L
�+�$���')��>���*/=j��

�7/9�_
�O���+//Y �#)�#G� ���\��\/��#)�+m=��#��M���7/9�\9�K�+���
���+0�
�P�+ ���	��7/C�K�+���
����p�&�#)

�82��P�+ ������E�+/R�	�9�	�1��+:��������#'4)
	�7'���#')�
	�K'�+��������4LRomberg–Osgood���	�'/.��&Hill���|\'J


�������$Simitses���
	�����&�uWf�vB	� �����������	�)�1��.)�7��M���7��#r
	
��)ZW����s�
+'���')�#�_��=�����+/ �	��
	

���2/L�����������	�)��9D&�#���=9�
����/)��>���x���+��#-�����	
�+/:�&���������:�#/� ������'��B	�' ��'�	�1�='��)�7��

�:������(���
8/��#)��,9<)�&����)������Q_��9?
���
� ZZ��	
�������$�*/=j��Grady���
	�����&�uWg�v�������O/2� �#)

B	� �	��9�
�&���/��=���B	� Z`��=9L
�+��&����k
8G
�n&	��
��+/:��+>)��)�#)+F�	�)��� �#�_��=��K�+���
���$��

�	��&	�������%�.A�4�*,����
�#�
�9�
�����#9�����������
��.)��4L�+/R�\����	�9�	������������D&��
�P�#/A&
�	�9��&

�K�+��B	�9����
�#9�+:�%	�J��
�#�
�9�
�#9���7/�\���	�q �#2/�&�#)�$�#�
�9�
�����#9���	�9�	�#.A�4��*�
���G&��)

��
FGM�	����=��#)��&������/������������+:��	
H:	�)��� ���)�����$�Sheinman��&Firer�uWi�v�#9�����������

#�
�9�
���
��	
+D�#.A�4���	���
	��&+�
��+/R�c45��o4���)��
�$Loy����
	�����&uZlv�2� �#�
�9�
�����#9���%���. 	
�O/

�6����	
�G��
FGM���
���
��#r
	
� 
	���������:�#/� �s�
+���)�$�6����	
�G��
�#�
�9�
�����#9����
+)�P~��	���*�


FGM�� y29V�� ��+�� s�
+�� �� � s�� Pradhan�� ��
	����� &uZ�v�#.�� ���
� ���� ��
�� $Ng�� ��
	����� &uZWv�

��	�����	
H:	�)��� �6����	
�G��
�#�
�9�
�����#9�����/��=����	
�����	+)��	���
	�;&�=9����
���
��	
+D�$Stein�

uZZv�*/A&
���]V��+���/�� ��
�#�
�9�
�����#9��������	�)�+)�
	��������
�O-D�O���+//Y ��/��
�#����)$�Shen�uZ`v�

#9���������P���
�#�
�9�
����FGM���
���
��	
+D���	+)��	���
	�� 	
+?�����s/���	�$��

���

��

��

                                                 
30
�- Discretely stiffened 

31
�- Criterion 

32
�- Delamination buckling loads  

33
�- Toughness 

34
�- Delamination propagation  
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