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چͺیده

قضیه اثبات�هایمختلفاز بر مروری

بورسوک-اولام

وسیله�ی: به
ایرجͬ�پور ابوالفضل

برخوردار جبری توپولوژی همچنین و عمومͬ درتوپولوژی خاصͬ اهمیت از بورسوک-اولام تاریخͬ قضیه

را متقاطر نقطه دو لااقل f : Sn −→ Rn پیوسته تابع هر که مͬ�گوید خود فرم کلͬ�ترین در قضیه این است.

مرجع در ١ ͷلیسترنی توسط ١٩٣٠ سال در قضیه این صورت اولین مͬ�نگارد. مقدار ͷی به

Lyusternik, L., Shnirel′man, S.(١٩٣٠).Topological Methods in Variational Problems.

در و گردید ارائه ١٩٣٣ درسال ٢ بورسوک کارول توسط قضیه این از کامل اثبات اولین و گردید. پیشنهاد

چاپ ”.DreiStzeberdien−dimensionaleeuklidischeSphre”.(١٩٣٣).Borsuk,Kبه مرجع

دارند، جبری توپولوژی اغلبماهیت مختلفکه روش�های به متعددی اثبات�های تاکنون اثبات، این پساز رسید.

اولین مͬ�گردد. شͺافته و بررسͬ دقیق طور به قضیه این از اساسͬ اثبات دو نامه پایان این در است. گردیده ارائه

کوهمولوژی حلقه�های از و دارد پیشرفته�تر ماهیتͬ که اثبات دومین و مͬ�کند، استفاده درجه مفهوم از اثبات

مͬ�کند. استفاده

١Lyusternik
٢Karol Borsuk

د
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پیشگفتار

هم قضیه�های و متنوع و جالب کاربردهای مختلف، اثبات�های داشتن دلیل به -اولام بورسوک قضیه

تابع هر که مͬ�گوید خود فرم کلͬ�ترین در که است جبری توپولوژی ابزار مهمترین از ͬͺی آن با ارز

آن پیشرفته�تر حالت در و مͬ�نگارد. مقدار ͷی به را متقاطر نقطه دو لااقل f : Sn −→ Rn پیوسته

دارد. فرد درجه Sn−١ −→ Sn−١ از فرد نگاشت هر مͬ�کند بیان

است صورت این به بورسوک-اولام قضیه با ارز هم گزاره�های

.f(x) = ٠ به�طوری�که x ∈ Sn ،f : Sn −→ Rn پیوسته� فرد نگاشت هر برای •

ندارد. وجود f : Sn −→ Sn−١ از متقاطر نگاشت •

باشد. متقاطر آن مرز روی که ندارد وجود f : Bn −→ Sn−١ پیوسته نگاشت •

این در ما است بورسوک-اولام قضیه مهم کاربردهای از ۴ بروئر ثابت نقطه و ٣ ساندویچ هام قضیه

مͬ�پردازیم. قضیه این اثبات به جبری توپولوژی دیدگاه با پایان�نامه

٣Ham Sandwich
۴Brouwer fixed-point

١



١ فصل

توپولوژیجبری مقدمات

بنیادی گروه�های ١-١

Y به X از پیوسته توابعͬ g و f و باشند توپولوژی فضای دو Y و X کنیم فرض .١.١.١ تعریف

وجود F : X×I −→ Y پیوسته�ی تابع هرگاه است، هموتوپ g با f مͬ�گوییم صورت این در باشند

و I = [٠,١] به�طوری�که باشد، ∀xداشته ∈ X F (x,٠) = f(x)

∀x ∈ X F (x,١) = g(x).

f
h∼ g مͬ�بریم به�کار را روبرو نماد تابع، دو هموتوپی برای قرارداد:

مͬ�کند. تعریف توابع مجموعه�ی روی ارزی هم رابطه�ی ͷی هموتوپی .٢.١.١ گزاره

پیوسته نگاشت هرگاه گوئیم هموتوپی ارز هم را f : X −→ Y پیوسته نگاشت .٣.١.١ تعریف

دو گوئیم حالت این در .fog h∼ IY و gof h∼ IX به�طوری���که باشد، داشته وجود g : Y −→ X

دارند. نوع ͷی از هموتوپی Y Xو فضای

گوئیم هموتوپ را A ⊂ X مجموعه به نسبت f, g : X −→ Y پیوسته نگاشت دو .۴.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد، موجود F : X × I −→ Y پیوسته نگاشت هرگاه

∀x ∈ X,F (x,٠) = f(x), F (x,١) = g(x)

٢



یعنͬ نکند تعییر هموتوپی حین در F دستور و

∀a ∈ A, ∀t ∈ I F (a, t) = f(a) = g(a)

داریم حالت این در

f
relA∼ g

باشد. هموتوپ x٠ ثابت تابع با فضا همانͬ تابع گاه هر گوییم انقباض�پذیر را X .۵.١.١ تعریف

نیز U آن�گاه باشد، محدب U ⊆ Rm اگر و انقباض�پذیرند. Rm اقلیدسͬ فضاها�ی .۶.١.١ مثال

است. انقباض�پذیر

حجره�ای مجتمع ١-٢

شروع X٠ گسسته مجموعه ͷی از ابتدا مͬ�شود. تعریف حجره�ای مجتمع استقرایی روند ͷی با

Xn−١ به مرزش روی را Dn
α دیس�ͷهای باشد. شده ساخته Xn−١ فضای کنیم فرض مͬ�کنیم.

مͬ�آید. بدست Xn چسباندن از بعد و مͬ�چسبانیم

ϕα : ∂Dn
α = Sn−١α −→ Xn−١

تعریف را زیر ارزی هم رابطه مجزا) ١−Xn(اجتماع
∪
Dn
α صورتروی این در پیوسته است تابعͬ ϕα

مͬ�کنیم

x ∈ ∂Dn
α

کردن ͬͺی∼ ϕα(x) ∈ Xn−١

=⇒ Xn−١
∪
Dn
α

∼
= Xn

X = Xn مͬ�شود ساخته که است Xnای Xnآخرین کنیم قطع ام n مرحله در را ساخت مراحل اگر

در اگر و مͬ�شود نامیده متناهͬ حجره�ای مجتمع ͷی اصطلاحاًً و است ͷتوپولوژی فضای ͷی این و

مͬ�دهیم قرار شود ساخته Xn , n هر برای و نشویم متوقف مرحله�ای هیچ

X =
∞∪
n=٠

Xn.

مͬ�دهیم. قرار را ضعیف توپولوژی ،X روی حال

است. باز u ∩Xn ⇐⇒ باشد باز u ⊆ X یعنͬ

٣



است. بسته u ∩Xn ⇐⇒ باشد بسته u ⊆ X

مͬ�کنیم بررسͬ را RP n حجره�ای مجتمع ساختار

RP n =
Rn+١ − {٠}

∼

x ∼ y ⇐⇒ ∃λ ∈ R : x = λy

داریم

RP n =
Dn

∼

 x ∼ −x(کردن ͬͺی)

x ∈ ∂Dn

چسبانده ϕ تابع توسط RP n−١ به (Sn−١)مرزش روی Dn ͷدیس ͷی که است این مانند دقیقاً این

شود.

ϕ : Sn−١ −→ RP n−١

ϕ(x) = [x]

ͷدیس درون این�که بر علاوه ارزی هم رابطه�ی این تعریف ضمن چون RP n−١ = Sn−١

∼ عبارتͬ به

مͬ�شود. چسبانده RP n−١ از نسخه ͷی به رابطه این توسط Dn مرز دارد قرار خود جای سر Dnدر

مͬ�شود. چسبانده RP n−١ به مرزش روی Dn درون واقع در

فرآیند با نتیجه در و مͬ�آید بدست RP n−١ به en بعدی n حجره ͷی فقط چسبانیدن با RP n بنابراین

مͬ�باشد. زیر به�صورت RP n حجره�ای مجتمع ساختار استقرا

RP n = e٠
∪

e١
∪

. . .
∪

en

: CP n حجره�ای مجتمع ساختار

CP n =
Cn+١ − {٠}

∼
Z ∼ W ⇐⇒ Z = λW ||λ|| = ١, λ ∈ C

CP n =
S٢n+١

∼
x, y ∈ S٢n+١ x = λy ||λ|| = ١ λ ∈ C

CP n =
D٢n

∼
x, y ∈ ∂D٢n x ∼ y ⇐⇒ x = λy ||λ|| = ١ λ ∈ C

D٢n = {x ∈ R٢n| ||x|| ≤ ١}

(Z١, Z٢, . . . , Zn+١) ∈ S٢n+١ ⇒ |Z٢|١ + |Z٢|٢ + . . .+ |Zn|٢ + |Zn+٢|١ = ١

۴



که دارد وجود [Z١, . . . , Zn, Zn+١] کلاس ͷی حداکثر واقع در حقیقͬ و Zn+١ > ٠ کنیم فرض

رابطه به توجه با و Zn+١ > ٠

|Z٢|١ + |Z٢|٢ + . . .+ |Zn|٢ + |Zn+٢|١ = ١ Zn+١ > ٠

Zn+١ =
√
١− |Z٢|١ + . . .+ |Zn|٢

مͬ�گیریم. نظر در را زیر تعریف Dبنابراین
٢n −→ S٢n+١

∼

(Z١, . . . , Zn) −→ [Z١, . . . , Zn,
√
١−

∑n
i=١ |Zi|٢]

و است ͷی به ͷیD٢n درون در و پوشاست f

f(y) = f(x) ∀x, y ∈ ∂D٢n ⇐⇒ x = λy λ ∈ C, ||λ|| = ١

نتیجه در

D٢n

∼

∼
f−→ S٢n+١

∼
است. پیوسته وارون با و پوشا و ͷی به ͷی زیر نکته طبق

Xباشد مجموعه�های زیر از ∗Xگردایه�ای و باشد پوشا و پیوسته نگاشتͬ g : X −→ Z کنید فرض

g صورت این در مͬ�گیریم. نظر در قسمتͬ خارج توپولوژی با را X∗ ،X∗ = {g−١({z})|z ∈ Z}

و اگر است همسانریختͬ نگاشت این و مͬ�کند القا را f : X∗ −→ Z سویی دو و پیوسته نگاشت

باشد. قسمتͬ خارج نگاشتͬ g اگر فقط

مͬ�آید. بدست CP n−٢ به e٢n باچسباندن CP n حجره�ای مجتمع ساختار نتیجه در

CP ٢n = e٠
∪

e٢
∪

...
∪

e٢n

ها خم بین هموتوپی ١-٣

اگر ،γ : [٠,١] −→ X مانند پیوسته است تابعͬ X ͷتوپولوژی فضای در خم ͷی از منظور

کمانͬ همبند را X و مͬ�کند وصل x١ به را x٠ ،γ مͬ�گوییم اصطلاحاً γ(١) = x١ و γ(٠) = x٠

به�طوری�که γ : [٠,١] −→ X پیوسته�ی تابع باشد داشته وجود x٠, x١ ∈ X هر برای هرگاه گوییم

.γ(٠) = x٠ و γ(١) = x١

۵



گویند، هموتوپ دارند یͺسان پایانͬ و یͺسان آغازین نقاط که را γ١ و γ٠ خم دو .١.٣.١ تعریف

پیوسته�ی تابع هرگاه

F : [٠,١]× [٠,١] −→ X

∀s, t ∈ [٠,١] به�طوری�که باشد، داشته Fوجود [٠, s] = γ٠(s) و F [١, s] = γ١(s)

F [t,٠] = x٠ و F [t,١] = x١ و F [t, s] = γt

x٠ بین واصل خم�های از γ١ هموتوپی ͷی که کرد بیان این�گونه مͬ�توان را اخیر تعریف اصطلاحاً

موجوداتͬ به�عنوان γ١ و γ٠ که است مفهوم این به γ١ و γ٠ خم دو بودن هموتوپ واقع در داریم. x١ و

هستند. وصل قابل هم به کمانͬ با x١ و x٠ از واصل خم�های فضای در

مͬ�کند. تعریف ارزی هم رابطه�ی ͷی خم�ها هموتوپی .٢.٣.١ گزاره

ترکیب باشد، x٢ به x١ از خم ͷی γ′ و باشد x١ به x٠ از خم ͷی γ اگر کلͬ بطور خم�ها: ترکیب

مͬ�کنیم تعریف این�گونه را خم دو این

γ′ ∗ γ(s) =

 γ(٢s) ٠ 6 s 6 ١/٢

γ′(٢s− ١) ١/٢ 6 s 6 ١

مͬ�کند. وصل x٢ به را x٠ که است X به [٠,١] از پیوسته خم ͷی γ′ ∗ γ بوضوح

خمͬ x٠ پایه�ی به دور ͷی از منظور باشد، x٠ ∈ X و ͷتوپولوژی فضای ͷیX فرضکنید حال

مͬ�کند. وصل x٠ به را x٠ که است پیوسته

L(X, x٠) که است بدیهͬ مͬ�گیریم. نظر در x٠ پایه�ی به دور�ها همه�ی مجموعه�ی را L(X, x٠)

مͬ�گیریم نظر در را بودن هموتوپ ارزی هم ,L(Xرابطه�ی xروی(٠ اکنون است. بسته (∗) تحتعمل

واقع در مͬ�دهیم قرار π١(X, x٠) �مساوی را هم�ارزی کلاس�های مجموعه�ی و

π١(X, x٠) =
L(X, x٠)

∼

(∗) به π١(X, x٠) لذا و است تعریف خوش L(X,x٠)
∼ روی (∗) عمل که است بررسͬ قابل به�سادگͬ

است. گروه ͷی و مͬ�شود مجهز

به�صورت را π١(X, x٠) آن�گاه Xباشد از دلخواه نقطه�ی ͷی x٠ و کمانͬ Xهمبند اگر قرارداد:

مͬ�گویند. x٠ در X بنیادی گروه یا اول مرتبه هموتوپی گروه را π١(X, x٠) مͬ�دهیم نمایش π١(X)

۶



r : X −→ A مانند پیوسته نگاشتͬ گاه هر Xمͬ�نامند بر درون Aرا ⊆ X مجموعه زیر تعریف٣.٣.١.

هر ازای به است، شمولیت نگاشت i : A −→ X نگاشت آن در که ،ri = IA که باشد موجود چنان

مͬ�نامند. بری درون را r نگاشت ،r(a) = a داریم A به متعلق a

مانند بری درون ͷی گاه هر مͬ�نامند X دگردیسͬ بر درون را A ⊆ X مجموعه زیر .۴.٣.١ تعریف

شمول نگاشت i : A −→ X نگاشت آن در که ir ≃ IX که باشد موجود چنان r : X −→ A

است.

چنان F : X × I −→ X مانند هموتوپی ͷی هرگاه است X دگردیسͬ بر درون A دیͽر عبارت به

باشد. A به متعلق F (x,٠) و F (x,٠) = x باشیم داشته A به متعلق x هر ازای به که باشد موجود

دهیم قرار و D = {z | |z| 6 ١} و A = {z | |z| = ١} = S١ اگر .۵.٣.١ مثال

Xاست. از دگردیسͬ بر درون ͷی A Xآن�گاه = D − {٠}

F : D − {٠} × [٠,١] −→ D − {٠}

F (z, t) = t z|z| + (١− t)z

Xاست. از بر درون ͷی A آنگاه باشد، X از دگردیسͬ بر درون ͷی A اگر .۶.٣.١ ملاحظه

بری درون گاه هر Xنامند قوی دگرگیسͬ بر درون را A ⊆ X مجموعه زیر .٧.٣.١ تعریف

گاه هر که، است این معادل تعریف این ir ≃ Ix(relA) که باشد موجود چنان r : X −→ A

که: باشد موجود چنان F : X × I −→ X مانند هموتوپی

باشیم داشته t ∈ I و F (a) ∈ A هر ازای به و F (x,٠) = x ،X به متعلق x هر ازای به

باشد. A به متعلق F (x,١) ،x ∈ X هر ازای به .F (a, t) = a

است. دگردیسͬ درون قوی، دگردیسͬ بر درون هر .٨.٣.١ ملاحظه

است. Rn+١ − {٠} از قوی دگردیسͬ بر درون Sn .٩.٣.١ مثال

Fنگاشت : Rn+١ − {٠} × I −→ Rn+١ − {٠}

F (x, t) = (١− t)x+ t x
||x|| x ∈ Rn+١ − {٠}, t ∈ I

است. Rn+١ − {٠} قوی دگردیسͬ بر درون Sn مͬ�گیریم نتیجه صورت این در مͬ�کنیم. تعریف

٧



π١(X, x٠) ، x٠ ∈ X هر برای هرگاه گویند ساده همبند Xرا راهͬ همبند فضای .١٠.٣.١ تعریف

باشد. بدیهͬ

تعریف زیر به�صورت را f∗ باشد. پیوسته f : X −→ Y و کمانͬ همبند X کنید فرض حال

∗fمͬ�کنیم. : π١(X) −→ π١(Y )

f∗[γ] = [foγ]

β, α ∈ π١(X) است. همریختͬ ͷی f∗ : π١(X) −→ π١(Y ) مͬ�دهیم نشان

α ∗ β(s) =

 α(٢s) ٠ ≤ s ≤ ١/٢

β(٢s− ١) ١/٢ ≤ s ≤ ١

fo(α ∗ β) = fα ∗ fβ معادلا˟ یا f∗(α ∗ β) = f∗(α)− f∗(β) مͬ�دهیم نشان

f(α∗β(s)) = f

 α(٢s) ٠ ≤ s ≤ ١/٢

β(٢s− ١) ١/٢ ≤ s ≤ ١
=

 f(α(٢s))٠ ≤ s ≤ ١/٢

f(β(٢s− ١)) ١/٢ ≤ s ≤ ١

= f(α) ∗ f(β)

پوششͬ فضای ۴-١

پوشای و پیوسته نگاشت و کمانͬ همبند و ͷتوپولوژی فضای
∼
X و X کنید فرض .١.۴.١ تعریف

x ∈ X هر برای هرگاه مͬ�گوییم پوششͬ فضای ͷی را مجموعه این باشد. مفروض
∼
X

p−→ X

مجموعه�های از مجزائͬ اجتماع با برابر p−١(U) به�طوری�که باشد، داشته وجود x حول U ͬͽهمسای

باز Gα برای یعنͬ باشد. باز

p−١(U) =
∪
α

Gα.

باشد. همیومورفیسم ͷی U ≈ Gα ،α هر برای همچنین و

باشد داشته وجود زیر نمودار اگر یعنͬ است. ترفیع مسئله پوششͬ فضاهای مورد در مهم امر ͷی

(
∼
X,

∼
x٠)

p

��

p
∼
f

?
= f

(Y, y٠)
f //

∼
f

::

(X, x٠)

٨



مͬ�توان پایه�ای نقطه�ی ͷی انتخاب با باشد. برقرار p
∼
f= f به�طوری�که دارد وجود ای

∼
f آیا آن�گاه

است. راستا همین در زیر گزاره افزود. را یͽانگͬ جنبه�های فوق سوال به

نگاشت ͷی و p : (
∼
X,

∼
x٠) −→ (X, x٠) پوششͬ فضای کنید فرض .٢.۴.١ گزاره

باشد کمانͬ همبند موضعاً و کمانͬ همبند Y به�طوری�که باشد. مفروض f : (Y, y٠) −→ (X, x٠)

اگر تنها و اگر دارد وجود f از
∼
f : (Y, y٠) −→ (

∼
X, x٠) ترفیع ͷی آن�گاه

f∗(π١(Y, y٠)) ⊂ p∗(π١(
∼
X, x٠)).

[٢] ر.ک. اثبات.

π١(S١) = Z .١ نکته

[٢] ر.ک. اثبات.

.π١(RP n) ≈ Z٢ داریم n > ٢ برای .٣.۴.١ ملاحظه

است. لایه دو پوششͬ فضای ͷی p : Sn −→ RP n دهیم نشان که است این اثبات این ایده pاثبات. : S
n −→ RP n

p(x) = [x] = [−x]

Sn ،x بر قائم ابر�صفحه مͬ�گیریم، نظر در را Sn در x بردار مͬ�کنیم انتخاب RP n در [x] کلاس

داریم آن�گاه مͬ�دهیم. قرار p(V٢) و p(V١) با برابر را U مͬ�کند. تقسیم V٢ و V١ نیمͺره دو به را

پس مͬ�کند، ایجاد همیومورفیسم p : V٢ −→ U و p : V١ −→ U آن در که p−١(U) = V١ ⊔ V٢
است. لایه دو پوششͬ فضای ͷی Sn

٩



٢ فصل

گروه�هایهمولوژی محاسبه��ی همولوژیو

RPnافکنشی فضاهای

همولوژی مقدمات ٢-١

Sn ͷتوپولوژی تمایز مثال عنوان به است ناتوان بالاتر ابعاد ͷتوپولوژی فضاهای مطالعات در π١ چون

برای πn مانند دیͽری ابزار از π١ به�جای رو این از نمͬ�شویم متوجه است m,n > ١ وقتͬ را Sm و

مهمترین همولوژی هستند. مناسبی جایͽزین که مͬ�شود استفاده کوهمولوژی و همولوژی و n > ١

نسخه�ی معرفͬ به ابتدا ما دارد. ویژه�ای کاربرد همولوژی بین این در و است جبری درتوپولوژی نظریه

کلͬ حالت در که ابزارهای تا مͬ�پردازیم مͬ�شود نامیده سادکͬ همولوژی که تکین همولوژی ابتدایی

کنیم. بررسͬ سادکͬ) (همولوژی آن ساده�تر حالت در مͬ�شود استفاده همولوژی

∆-مجتمع مفهوم و شد ١٩۴۴مطرح درسال ایلنبرگ١ توسط بار اولین تکین همولوژی تعریفامروزی

گردید. ارائه ٢ ایلنبرگ-زیلبر توسط ١٩۵٠ سال در

v٢− v٠ و . . . و vn− v٠ بردارهای به�طوری��که v٠, v١, . . . , vn ∈ Rm فرضکنید تعریف١.١.٢.

قرار n از کمتر بعد از صفحه ابر ͷی در v٠, . . . , vn معادل طور به یا خطͬ�اند مستقل v١ − v٠ و

نگیرند.

محدب مجموعه کوچͺترین یعنͬ است. [v٠, . . . , vn] محدب پوشش مساوی -سادک n ͷی لذا

١Eilenberg
٢Eilenberg-Zilber

١٠



عبارتͬ به v٠, . . . , vn رئوس توسط شده تولید

[v٠, v١, . . . , vn] = {
n∑
i=٠

tivi|ti ≥ ٠,
∑

ti = ١}

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را استاندارد -سادک n .٢.١.٢ تعریف

∆n = {(t٠, t١, . . . , tn) ∈ Rn+١|ti ≥ ٠,
∑

ti = ١}

∆n = {(e٠, e١, . . . , en)}

مͬ�باشد. ͷی با برابر i+ ١ عنصر کنیم توجه

ei = (٠,٠, . . . ,١=i+١,٠,٠, . . . ,٠).

که: کنیم توجه زیر نکات به حال

راستا ͷی در یعنͬ باشند مستقل v٢ و v١ و v٠ هرگاه مͬ�دهند مثلث ͷی تشͺیل R٢ در نقطه سه (١

نگیرند. قرار هم روی انتقال با و نباشند

اندیس�ها ترتیبصعودی همان داد قرار طبق آن جهت و مͬ�شویم قائل -سادکیͷجهت n هر برای (٢

است. صعودی ترتیب همان اساس بر سادک�ها زیر به شده القا جهت و

زیر صورت به استاندارد -سادک n و [v٠, v١, . . . , vn] -سادک n بین خطͬ همسانریختͬ ͷ٣)ی

دارد. ∆nوجود −→ [v٠, v١, . . . , vn]

(t٠, t١, . . . , tn) −→ t٠v٠ + . . .+ tnvn.

١١



به�دست ام iراس حذف از را آن ام i وجه باشد -سادک nͷی [v٠, v١, . . . , vn] اگر .٣.١.٢ تعریف

ͷی -سادک n هر وجه وضوح به مͬ�دهیم نمایش [v٠, v١, . . . , v̂i, . . . , vn] نماد با و مͬ�آوریم

مͬ�باشد. -سادک (n− ١)

سادکͬ همولوژی ٢-٢

گاه هر گویند مجتمع −∆ ͷی را X باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١.٢.٢ تعریف

باشد. داشته وجود آن برای مجتمع −∆ͷی نام به زیر ساختار

صورت به است وابسته n به α که باشد داشته وجود σα : ∆n −→ X پیوسته توابع خانواده (١

زیر:

گیرد. قرار یͽانه σα(∆n٠)ͷی تصویر Xدر از نقطه هر و باشد ͷی به ͷی σα|∆n٠ (i

باشد. -مجتمع ∆ به مربوط های σβ از ͬͺی نیز ∆n از وجه هر به σα تحدید (ii

اگر عبارتͬ به

σβ ∈ {σα}α ⇐ σβ = σα|[v٠, . . . , v̂i, . . . , vn]

اما بنامیم. σβ را تحدید این که نیست X به ∆n−١ از تابعͬ ∆n وجه ͷی به σα تحدید اول نظر در

همسانریختͬ یعنͬ است. ∆n−١ با همسانریخت خطͬ و یͽانه طور به [v٠, . . . , v̂i, . . . , vn] وجه

حفظ را رئوس ترتیب که دارد وجود j : ∆n−١ −→ [v٠, . . . , v̂i, . . . , vn] مانند یͽانه�ای خطͬ

، σβ = σα|[v٠, . . . , v̂i, . . . , vn] پس σβ = σαoj : ∆n−١ −→ X دهید قرار حال مͬ�کند

از ام i وجه روی به ١−n∆را که است خطͬ همسانریختͬ یͽانه j : ∆n−١ −→ X که σβ = σαoj

مͬ�نگارد. ∆n

باشد. n∆باز هر در σ−١
α (U) اگر تنها و اگر است باز U ⊆ X (iii

∆n(x) با را -سادک�ها n توسط شده تولید آزاد آبلͬ گروه ،X یͷ∆-مجتمع برای .٢.٢.٢ تعریف

آبلͬ گروه معادلا˟ σα : ∆n −→ X توابع همه شده تولید آزاد آبلͬ گروه به�عبارتͬ مͬ�دهیم نشان

مجتمع درساختار enα حجره�های σα(∆n٠) درواقع .enα = σα(∆
n٠) که enα توسط شده تولید آزاد

مͬ�شود داده نشان
∑

α nαe
n
α به�صورت که مͬ�نامیم -زنجیر n n(x)∆را اعضای هستند. x ∑حجره�ای

α nασα به�صورت را ∆n(x) اعضای که آوریم به�دست مͬ�توانیم معادلا˟ و nα ∈ Z آن در که
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