
ฬଘماو
ਠീ঒଒یازฬماوవଲلभඟ໋ࢌ



طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه

ریاضی گروه - علوم دانشکده

ارشد کارشناسی پایان�نامه
عددی آنالیز - کاربردی ریاضی

موضوع:

معادلاتديفرانسيل-انتگرالی برخیروش�هایعددیحل

نگارش:
نصیری طیبه

راهنما: استاد
عطائی امین عظیم دکتر

مشاور: استاد
ذاکری علی دکتر

١٣٩١ شهریور



نتایج مالکیت و نشر و طبع حق فرم

یا پایان�نامه کل بصورت برداری کپی .هرگونه می�باشد آن نویسنده به متعلق پایان�نامه این تکثیر و چاپ ١-حق

مجاز طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه پایه علوم دانشکده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از بخشی

می�باشد.

کتبی اجازه بدون و می�باشد طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه به متعلق اثر این معنوی حقوق ٢-کلیه

نیست. واگذاری قابل ثالث شخص به دانشگاه

نمی�باشد. مجاز مرجع ذکر بدون پایان�نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین



دانشجو اظهارنامه

دیفرانسیل-انتگرالی معادلات حل عددی روش�های برخی پایان�نامه: موضوع

عطائی امین عظیم دکتر راهنما: استاد

نصیری طیبه دانشجو: نام

٨٩٠۶١٢۴ دانشجویی: شماره

دانشگاه علوم دانشکده عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی دانشجوی نصیری طیبه اینجانب

اینجانب شخص توسط پایان�نامه این در شده ارائه تحقیقات که می�نمایم گواهی طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی

به محققان دیگر کار از استفاده مورد در و می�باشد تایید مورد شده نگارش مطالب اصالت و صحت و شده انجام

دریافت برای تاکنون پایان�نامه در مندرج مطالب که می�نمایم گواهی همچنین است. شده اشاره استفاده مورد مرجع

پایان�نامه متن تدوین در و است نشده ارائه جا هیچ در دیگری فرد یا اینجانب توسط امتیازی یا مدرک نوع هیچ

کرده�ام. رعایت کامل طور به را دانشگاه مصوب نامه آئین

دانشجو: امضاء

تاریخ:



ଘم৤قدৎ
ق࢑ࢋ඼ෙय़بانماభودণتان৮඼ෙय़୏درم



قدردانی و تشکر

لازم خود بر باشم. پایان�نامه�ام از دفاع شاهد امروز تا فرمودی من نصیب را توفیق می�گویم سپاس را تو خداوندا

و راهنما استاد عنوان به عطائی امین عظیم دکتر آقای جناب ارجمندم و عالی�قدر اساتید از امتنان کمال با می�دانم

در و خالصانه خودشان علمی ارزنده نکات و راهنمایی�ها با که مشاور استاد عنوان به ذاکری علی دکتر آقای جناب

و رستمی داود دکتر آقایان گرامی اساتید از نمایم. تقدیر نمودند اینجانب راهنمایی صرف را وقتشان دلسوزی کمال

اینجانب اختیار در را خود بهای گران وقت و نمودند زحمت قبول پایان�نامه این داوری برای که هادیزاده محمود دکتر

سپاس نهایت راهنمایی�هایشان جهت به جعفری محمدعلی دکتر آقای از همچنین می�نمایم. سپاس�گزاری دادند قرار

سپاس�گزارم راهم، ادامه برای بود دلگرمی همیشه بودنشان که برادرم خانواده خصوص به عزیزم خانواده از دارم. را

برسم. مقصد به نمی�توانستم مهربانان این همراهی بدون بی�شک که



رساله چکیده

از ترکیبی معادلات نوع این می�پردازد. کسری و معمولی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل به پایان�نامه این

از کوتاه تاریخچه�ای به اشاره ضمن نخست می�باشند. ولترا و فردهلم انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات

و انتگرال-دیفرانسیل معادلات در جواب یکتایی و وجود پیرامون بحث به کسری، انتگرال و دیفرانسیل حساب

شده اشاره کسری مرتبه از معادلات نوع این کنترل قابلیت به سپس است، شده پرداخته کسری انتگرال-دیفرانسیل

و کرده استفاده تغییراتی تکرار روش و هموتوپی اختلال دیفرانسیل، تبدیل روش سه از معادلات حل برای است.

داده�ایم. ارائه روش�ها این بالای دقت و کارایی دادن نشان منظور به عددی مثال چند نهایت در

روش جواب، یکتایی و وجود کسری، انتگرال و دیفرانسیل حساب انتگرال-دیفرانسیل، معادلات کلیدی: واژگان

کنترل�پذیری تغییراتی، تکرار روش هموتوپی، اختلال روش دیفرانسیل، تبدیل



مقدمه

در معادلات این دارند. مهندسی و علوم در مختلف مسائل مدل�سازی در مهمی نقش انتگرال-دیفرانسیل معادلات

زیست�شناسی، مانند علوم سایر و سیال) دینامیک�های صوت، الاستیک، تئوری (مانند فیزیکی مختلف پدیده�های

بازتاب اخیر دهه چند در کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب دیگر طرف از می�شوند. برده بکار غیره و شیمی

شامل معادلات، عددی حل و کاربردها زمینه در ملاحظه�ای قابل تحقیقات و داشته�اند مهندسی و علوم در خوبی

که می�باشد کسری انتگرال-دیفرانسیل معادلات معادلات، این جمله از است. شده انجام کسری مرتبه از مشتق

معادلات بررسی به تا شدیم آن بر بنابراین است. گرفته قرار توجه مورد ریاضیات در جدید موضوع یک عنوان به

بپردازیم. کسری و صحیح مرتبه از مشتق شامل انتگرال-دیفرانسیل

است: شده تنظیم زیر شرح به فصل ۵ در پایان�نامه این

است. شده داده اختصاص است، آتی فصل�های برای نیاز مورد که اولیه تعاریف و مفاهیم برخی بیان به اول فصل

انتگرال و مشتق از خاصی انواع و کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب از مختصری تاریخچه ارائه به دوم فصل در

می�پردازیم. کسری

در همچنین می�شود. اثبات کسری و معمولی انتگرال-دیفرانسیل معادلات در جواب یکتایی و وجود سوم فصل در

می�گیرد. قرار بحث مورد کسری نوع از انتگرال-دیفرانسیل معادلات کنترل�پذیری فصل این

به و پرداخته تغییراتی تکرار و هموتوپی اختلال دیفرانسیل، تبدیل روش�های توصیف و معرفی به چهارم فصل در

می�پردازیم. تغییراتی تکرار روش همگرایی آنالیز شرح

چند داده�ایم. اختصاص انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل در مذکور روش�های پیاده�سازی به را آخر فصل سرانجام

شده�اند. مقایسه دقیق جواب�های با روش�ها این از استفاده با آمده دست به جواب�های و شده ارائه عددی مثال



i مطالب فهرست

مطالب فهرست

صفحه عنوان

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوليه قضایای و تعاریف ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیک فضاهای در قضایا و تعاریف برخی ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای در عملگرها ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی مفاهیم برخی معرفی ٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعک ١.٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتی نظریه ٢.٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ٣.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا تابع ۴.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میتا����ژ-لفلر تابع ۵.٣.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات ۴.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب ٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال�های و مشتقات ٢.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی مفاهیم و تعاریف ١.٢.٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . R+ روی ریمان-لیوویل کسری مشتق و انتگرال ٢.٢.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری ومشتق انتگرال ویژگی�های برخی ٣.٢.٢



ii مطالب فهرست

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو کسری مشتق ۴.٢.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو کسری مشتق ویژگی�های برخی ۵.٢.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال-دیفرانسیل معادلات بر اجمالی تحلیلی رهیافت ٣

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . انتگرال-دیفرانسیل معادلات در جواب یکتایی و وجود بررسی ٢.٣

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . کسری -دیفرانسیل انتگرال معادلات در جواب وجود بررسی ٣.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری -دیفرانسیل انتگرال معادلات کنترل�پذیری ۴.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتی تکرار و هموتوپی اختلال دیفرانسیل، تبدیل روش ۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل تبدیل روش ٢.۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی یک دیفرانسیل تبدیل ١.٢.۴

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی دو دیفرانسیل تبدیل ٢.٢.۴
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۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١.۴.۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم لاگرانژ ضریب ٢.۴.۴
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٩٣ . . . . . . . . . . . ١ مثال برای α و x مختلف مقادیر ازای به VIM روش از حاصل عددی نتایج ١٢.۵

٩٧ . . . . . . . . . . . q مختلف مقادیر ازای (۵-٩٣)به معادله برای B,A برای حاصل عددی نتایج ١٣.۵
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٩٧ . . . . . . . . . . ٢ مثال برای q و x مختلف مقادیر ازای به HPM روش از حاصل عددی نتایج ١۶.۵

٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٠٩-۵) معادله معادله برای B,A برای حاصل عددی نتایج ١٧.۵

٩٨ . . . . . . . . . . . ٢ مثال برای q و x مختلف مقادیر ازای به VIM روش از حاصل عددی نتایج ١٨.۵



١ فصل

اوليه قضایای و تعاریف

١



٢ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

توپولوژیک فضاهای در قضایا و تعاریف برخی ١.١

آن برای را زیر نرم و داده نمایش C[٠,∞) نماد با را [٠,∞) بازه روی پیوسته توابع همه فضای .١.١.١ تعریف

می�کنند: تعریف

∥f∥∞ = max
x∈[٠,∞)

|f(x)| . (١-١)

پیوسته مشتق�پذیر بار n توابع فضای صورت این در باشد طبیعی عدد یک n ∈ N کنید فرض .٢.١.١ تعریف

می�دهند. نمایش Cn[٠,∞) نماد با را [٠,∞) بازه روی

هر می�شود، ناميده µ ∈ R , Cµ[x٠,∞) فضای به متعلق [x٠,∞) دامنه در f مقدار حقیقی تابع .٣.١.١ تعریف

كه f(x) = (x − x٠)
pf١(x) باشیم: داشته x ≥ x٠ هر ازای به به�طوری�كه باشد موجود p > µ حقیقی عدد گاه

.f١(x) ∈ C[x٠,∞)

فضای ،f (n) ∈ Cµ[x٠,∞) آن در که را [x٠,∞) دامنه بر f مقدار حقیقی توابع تمام شامل فضای .۴.١.١ تعریف

می�نامند. Cn
µ [x٠,∞)

صورت به و گوییم ١ محلی p-انتگرالپذیر را f : D ⊂ Rn −→ R تابع ،p ∈ [١,∞) که کنید فرض .۵.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد موجود D′ مانند x از بازی همسایگی ،x ∈ D هر ازای به گاه هر می�دهیم، نمایش f ∈ Lp
loc(D)

.f ∈ Lp(D′) و D′ ⊂ D

باشد: زیر نگاشت با M از زیرمجموعه� یک M ′ و متریک فضای یک (M,d) کنید فرض .۶.١.١ تعریف

T :M ′ →M, T (u) = v

باشد، موجود ٠ ≤ α< ١ , α نامنفی حقیقی عدد گاه هر گوییم، ٢ انقباضی نگاشت یک را T نگاشت صورت این در

باشیم: داشته u١, u٢ ∈M ′ هر برای به�طوری�که

d (T (u١), T (u٢)) ≤ αd (u١, u٢) . (١-٢)
Locally p-integrabel ١
Contractive mapping٢



٣ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

باناخ١ ثابت نقطه قضیه .١.١.١ قضیه

یک دقیقاً ،T صورت این در باشد، انقباضی نگاشت یک T : M → M و باناخ فضای یک (M,d) کنید فرض

دارد. ثابت نقطه

آن بستار هرگاه می�شود نامیده فشرده نسبی طور به توپولوژیک فضای یک از زیرمجموعه یک .٧.١.١ تعریف

باشد. فشرده

به همسایه یک آن، از نقطه هر گاه هر می�شود نامیده فشرده محلی طور به توپولوژیک فضای یک .٨.١.١ تعریف

باشد. داشته فشرده نسبی طور

آن نقاط از دنباله هر از اگر می�شود نامیده فشرده پیش متریک فضای یک در زیرمجموعه یک .٩.١.١ تعریف

کرد. استخراج کوشی دنباله زیر یک بتوان

هر می�شود نامیده کراندار یکنواخت طور به X مجموعه روی f : X → Y توابع از F خانواده .١٠.١.١ تعریف

باشد. کراندار Y در V = {y ∈ Y |∃f ∈ F , ∃x ∈ X (y = f(x))} مقادیر مجموعه گاه

نقاط از دنباله هر اگر فقط و اگر است کلی کراندار E ⊆M زیرمجموعه ،(M,d) متریک فضای در .٢.١.١ قضیه

کرانداری باشد، فشرده محلی طور به فضای یک M که حالتی در شود توجه باشد. کوشی دنباله زیر یک شامل E

است. کلی کرانداری معادل یکنواخت

باشد. بسته و کلی کراندار اگر فقط و اگر است فشرده متریک فضای یک از زیرمجموعه یک .٣.١.١ قضیه

روی f : X → Y توابع از F خانواده صورت این در باشند. متریک فضاهای Y و X کنید فرض .١١.١.١ تعریف

dX(x١, x٢) < δ وقتی به�طوری�که باشد داشته وجود δ > ٠ ،ε > ٠ هر ازای به گاه هر می�شود نامیده همپیوسته X

باشیم: داشته f تابع هر ازای به آنگاه

dY (f(x١), f(x٢)) < ε, x١, x٢ ∈ X. (١-٣)
Banach fixed point theorem١



۴ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

یکنواخت طور به fj توابع گوییم صورت این در باشد S دامنه بر توابع از ای دنباله fj کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

داشته x ∈ S و j > N هر ازای به به�طوری�که باشد موجود N > ٠ موجود، ε > ٠ ازای به گاه هر است f به همگرا

باشیم:

|fj(x)− f(x)| < ε. (۴-١)

١ آرزلا-اسکولی قضیه .۴.١.١ قضیه

متریک فضای یک Y و فشرده متریک فضای یک K که باشد f : K → Y توابع از ای خانواده F که کنید فرض

زیردنباله یک داشتن برای {fn ∈ F : n ∈ N} دنباله هر برای وکافی لازم شرط یک صورت این در است. کامل

باشد. همپیوسته و کراندار کلی طور به F خانواده که است آن یکنواخت همگرای

٢ کراسنولسکی ثابت نقطه قضیه .۵.١.١ قضیه

اگر: صورت این در باشد. نگاشت یک Pz = Bz +Az و محدب مجموعه یک M که کنید فرض

،Bx+Ay ∈M باشیم داشته x, y ∈M هر ازای به ١ـ

باشد، فشرده و پیوسته A -٢

باشد، انقباضی نگاشت یک B -٣

دارد. ثابت نقطه یک P آنگاه

برداری فضای در عملگرها ٢.١

مجموعه از نگاشت یک نشان�دهنده که را T نماد آنگاه باشند، برداری فضای دو Y و X گاه هر .١.٢.١ تعریف

T : X → Y برای صورت این در می�نامیم. یکعملگر را می�باشد Y فضای Xبه فضای از شده تعریف نگاشت�های

داریم:

y = Tx. (۵-١)
Arzela-Ascoli theorem١

Krasnoselskii’s fixed-point theorem٢



۵ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

هر برای و باشد برداری فضای یک D(T ) گاه هر می�شود نامیده خطی D(T ) دامنه بر T عملگر .٢.٢.١ تعریف

باشیم: داشته α, β اسکالر هر و x, y ∈ D(T )

T (αx+ βy) = αTx+ βTy. (۶-١)

گوییم. غیرخطی را آن صورت این غیر در

حقیقی عدد ،x١, x٢ ∈ X هر برای اگر فقط �و� اگر می�شود نامیده کراندار T : X → Y عملگر .٣.٢.١ تعریف

به�طوری�که: باشد، موجود c <∞

∥Tx١ − Tx٢∥ ≤ c ∥x١ − x٢∥ . (١-٧)

گوییم. غیرکراندار را آن صورت این غیر در

مقدماتی مفاهیم برخی معرفی ٣.١

تابعک ١.٣.١

مانند ١ تابعک یک صورت این در باشد قبول قابل توابع از مجموعه�ای یک U کنید فرض .١.٣.١ تعریف

می�کند. متناظر را J(y(x)) یکتای حقیقی مقدار y(x) ∈ U تابع هر برای که است حقیقی تابع یک J : U → R

تغییراتی نظریه ٢.٣.١

از: است عبارت و می�رود بکار تابعکها کمینه یا بیشینه مقدار محاسبه در ٢ تغییراتی نظریه

شود. کمینه یا بیشینه موردنظر تابعک آن تحت که تابعی آوردن بدست

گاما تابع ٣.٣.١

می�کنیم: تعریف زیر صورت به ،α حقیقی عدد ازای به و داده نشان Γ نماد با ٣را گاما تابع

Γ(α) =

∫ ∞

٠
tα−١e−tdt, α > ٠. (١-٨)

Functional١
Variational theory٢
Gamma function ٣



۶ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

می�باشد: زیر خواص دارای Γ تابع

Γ(α+ ١) = αΓ(α) -١

Γ(α+ n) = α(α+ ١) · · · (α+ n− ١)Γ(α) -٢

Γ(α) = lim
n→∞

n!αn

α(α+ ١) · · · (α+ n)
, α ̸= ٢−,١−,٠, · · · -٣

Γ(z)Γ(١− z) =
π

sin (πz)
, z ̸= ٢±,١±,٠, · · · -۴

Γ(٢z) =
٢٢z−١
√
π

Γ(z)Γ(z +
١
٢
), ٢z ̸= ٢−,١−,٠, · · · -۵

Γ(n+
١
٢
) =

√
π(٢n)!
٢٢nn!

, n= ٠, ١, ٢, · · · -۶

بتا تابع ۴.٣.١

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان β(p, q) نماد با را ١ بتا تابع

β(p, q) =

∫ ١

٠
(١− t)p−١tq−١dt, p, q > ٠. (١-٩)

می�باشد: زیر صورت به β تابع خواص از برخی

β(p, q) = β(q, p) -١

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
-٢

β(p, q + ١) =
q

p+ q
β(p, q) -٣

میتا����ژ-لفلر تابع ۵.٣.١

است ٢ میتاژ-لفلر تابع می�شود، استفاده آن از کسری حسابان مبحث در که توابعی کاربردی�ترین و مهمترین از یکی

می�شود: تعریف زیر صورت به که

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
, z ∈ C. (١-١٠)

Beta function ١

Mittag-Leffler function٢



٧ اوليه قضایای و تعاریف .١ فصل

می�شود: تعریف زیر شکل به پارامتری دو میتاژ-لفلر تابع بالا، پارامتری تک میتاژ-لفلر تابع از تعمیمی عنوان به

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α > ٠, β > ٠ (١-١١)

نمود: بیان می�توان زیر صورت به را میتاژ-لفلر تابع خواص برخی

E١,١(z) = ez -١

E١,m(z) =
١

zm−١

(
ez −

m−٢∑
k=٠

zk

k!

)
-٢

E٢,١(z
٢) = cosh(z) -٣

Eα,١(z) = Eα(z) -۴

E٢,٢(z
٢) =

sinh(z)

z
-۵

انتگرال معادلات ۴.١

این عمومی مثال می�شود. ظاهر انتگرال علامت زیر در مجهول تابع آن، در که است معادله�ای انتگرال معادله یک

می�باشد: زیر صورت به u مفروض تابع برای معادلات

u(x) = f(x) + λ

∫ b(x)

a(x)

k(x, t)u(t)dt, (١-١٢)

که است ذکر به لازم هستند. انتگرال کران�های b(x), a(x) و می�شود نامیده انتگرال معادله هسته k(x, t) آن در که

هستند. معلوم توابعی f و k توابع

غیرخطی و خطی انتگرال معادلات

داد: نمایش زیر صورت به می�توان را خطی انتگرال معادلات کلی شکل

h(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b(x)

a(x)

k(x, t)u(t)dt, (١-١٣)

است: زیر صورت به می�گیرد قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که غیرخطی انتگرال معادلات کلی شکل و

h(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b(x)

a(x)

F (x, t, u(t))dt. (١۴-١)


