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چͺیده

G/Z(G)خودریختͬ گروه بر σ هرگاه گوییم مرکزی یͷخودریختͬ Gرا گروه از σ خودریختͬ
باشد. G گروه مرکز از عنصری g−۱σ(g) ،G از g عنصر هر برای دیͽر عبارت به کند. القا همانͬ
این دهیم. مͬ نمایش Autc(G) نماد با را G گروه مرکزی های خودریختͬ همهی مجموعهی
Autc(G) آنͽاه باشد آبلͬ گروه ͷیG اگر دهد. مͬ تشͺیل Aut(G) از نرمال زیرگروه ͷی مجموعه

بود. خواهد یͺسان Aut(G) گروه با
برخوردار بسیاری اهمیت از ها خودریختͬ بحث در متناهͬ گروه ͷی مرکزی های خودریختͬ گروه

پرداختهاند. گروه این بررسͬ و مطالعه به بسیاری پژوهشͽران و است
را متناهͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه پذیری حل و توانͬ پوچ کامل طور به نامه پایان این در
حالتͬ در Autc(G) گروه توانͬ پوچ برای کافͬ و لازم شرایط ارائهی دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد
یpͷ-گروه G که حالتͬ در است. نامه پایان این اهداف مهمترین از است، متناهͬ گروه ͷی G که
ارائه Autc(G) گروه توانͬ پوچ کلاس برای بالا کران ͷی ،Z(G) ⩽ Φ(G) آن در و است متناهͬ
متناهͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه پذیری حل بررسͬ برای را کارها این مشابه دهیم. مͬ

داد. خواهیم انجام

پذیر. حل گروه توان؛ پوچ گروه مرکزی؛ خودریختͬ کلیدی: واژگان
١٠١ نامه: پایان صفحات تعداد
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اਙঀی...١
به کسͬ نه مͺانͬ، آرزومند نه و زمانͬ محتاج نه سبحانͬ، کمال، در رحمانͬ، جلال، در الهͬ!
آنͬ. تو که است چیزی به زنده جان بلͺه جانͬ، میان در که پیداست مانͬ، کسͬ به نه و ماند تو

که کس آن است عزیز چه گواهͬ، را مومنان راهͬ، سر بر را قاصدان پناهͬ، را ضعیفان الهͬ!
خواهͬ. تو

چه ناظری چون و جویم چه حاضری چو الهͬ! توانͬ. مͬ برآوردن و دانͬ مͬ و بینͬ مͬ الهͬ!
گویم؟

و ندانستم توانستم، چون الهͬ! نتوانند. دیͽران که نواز تو و ندانند دیͽران که بساز تو الهͬ!
نتوانستم. دانستم، چون

دادی؟! چه ندادی، عقل را که هر و ندادی؟ چه دادی، عقل را که هر الهͬ!
بهانه. باقͬ بود، عنایت به کار بتخانه! از ابراهیم و آید! مͬ کعبه از ابوجهل، الهͬ!

است. محتاج چه به بنده که دانͬ چون است، لجاج تو درگاه به «دعا» الهͬ!
دارد. نیازی درگهت به که را آن مͺن نومید ذوالجلال، خالق ای

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

انصاری. عبدالʓه خواجه از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
ستایش و حواس و اندیشه عالم از غایب بالذات، است قائمͬ سزاوار قیاس، و اندازه از بیرون سپاس
به نهایت بͬ درود و رخا و شدت زمان در مرتجͬ و مأمول است صاحبͬ لایق احصا، و حدّ بͬ
خاتم رشاد، و خیر ابواب فاتح بͬچون؛ برگزیدهی و الهͬ ندای به دهنده پاسخ نخستین پاک روان
پاکان بر و آله، و علیه الʓه صلͬ محمد القاسم ابͬ احمد، محمود مؤید، منصور نهاد، پاک رسولان

پیمبران. سرور آن فرزندان از پاکیزگان و
جناب بزرگوارم، و عزیز راهنمای استاد به نسبت را خود قدردانͬ و سپاس مراتب وسیله بدین
در ایشان فراوان صدر سعهی و ارزنده راهنمایͬهای بدون که مͬدارم ابراز نصرآبادی دکتر آقای
نسبت را خود تشͺر و قدردانͬ مراتب همچنین نبود. میسر تحقیق این انجام پژوهش، مراحل
و داشتند برعهده را اینجانب مشاورهی زحمت که اقدامͬ دکتر آقای جناب عزیزم مشاور استاد به
داشتند عهده بر را نامه پایان این داوری زحمت که فضائلͬ دکتر و حسینͬ دکتر آقایان ارجمند اساتید

مͬدارم. ابراز
اکرم خانمها و کاکاعبدالʓه سعید آقای بخصوص عزیزم همͺلاسͬهای و دوستان همهی از
بنده گردن بر نوعͬ به که گرانقدری دوستان تمامͬ و باباپور فاطمه و مرادی لیلا مقدم، خواه چاره

دارم. را سپاسͽزاری و تشͺر نهایت دارند حقّͬ
جانم از عزیزتر خواهران و توفیق عزیزم برادر بزرگوارم، و مهربان عزیز، مادر و پدر از نهایت در
دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال نͺردهاند دریغ من تحصیل کسب برای داشتند توان در چه هر که

باشم. عزیزان این مهربانͬهای جوابͽوی بتوانم که است امید

਻ॲ࣪ق඼මমی
৘඼ෙ७ور۱۳۹۱
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پیشͽفتار
G/Z(G) گروه بر σ هرگاه گوییم G مرکزی خودریختͬ ͷی را G گروه از σ خودریختͬ
.g−۱σ(g) ∈ Z(G) باشیم داشته G از g عنصر هر برای دیͽر عبارت به کند. القا همانͬ خودریختͬ
Autc(G) دهیم. مͬ نمایش Autc(G) نماد با را G گروه مرکزی خودریختͬهای همهی مجموعهی

دهد. مͬ تشͺیل Aut(G) از نرمال زیرگروه ͷی
توسط ١٩۵١ سال در است متناهͬ گروه ͷی G که حالتͬ در Autc(G) گروه مرتبهی بررسͬ
سری از استفاده با [۶] در ٣͹فیتین ،١٩٣٧ سال در این از پیش است. شده انجام [١٠] ٢ هیوس
گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه مرتبهی محاسبهی برای رابطهای متناهͬ، گروه ͷی برای چیف

داد. ارائه متناهͬ
برخوردار بسیاری اهمیت از ها خودریختͬ بحث در متناهͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه
پرداختهاند. متناهͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه مطالعهی به پژوهشͽران از بسیاری و است
کوان۶ ͷم و کوران۵ ،(١٩۶۵) ۴ ین و ادنͬ توسط گرفته صورت کارهای به توان مͬ جمله از
جعفری ،(٢٠٠۵ (٢٠٠٢و موسوی و جمالͬ ،(١٩۶٩) ساندرس٧ ،(٢٠٠۴ و ٢٠٠١ ،١٩٨۶)
و ادنͬ مقالهی گرفته صورت کارهای بین از کرد. اشاره (٢٠٠٨) جعفری و جمالͬ و (٢٠٠۶)
کارها از بسیاری پایهی و است برخوردار بسیاری اهمیت از همریختͬ چند معرفͬ جهت به [١] ین
که G متناهͬ گروه در که دادند نشان ین و ادنͬ است. گرفته قرار مرکزی خودریختͬ زمینهی در
Hom(G/Gبرقرار

′
, Z(G)) و Autc(G) بین دوسویͬ تناظر ͷی باشد، نداشته غیربدیهͬ آبلͬ عامل

آن در که باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر که دادند نشان موسوی و جمالͬ ٢٠٠٢ سال در است.
است. آبلͬ گروه ͷی Autc(G) آنͽاه Z(G) ⩽ G

′

ͷی مرکزی خودریختͬ گروه حلپذیری و پوچتوانͬ بررسͬ به کامل طور به نامه پایان این در
و تعاریف بیان به اول فصل در است. فصل چهار شامل نامه پایان این پردازیم. مͬ متناهͬ گروه
پردازیم. مͬ است گرفته قرار استفاده مورد بعدی فصلهای در که مقدماتͬ جبر از اساسͬ قضیههای
مرکزی خودریختͬهای اساسͬ خواص از برخͬ بیان و مرکزی خودریختͬ معرفͬ به دوم فصل در
نقطه را G′ زیرگروه عناصر G گروه از مرکزی خودریختͬ هر که دید خواهیم پردازیم. مͬ گروه ͷی

٢N. J. Hughes
٣H. Fitting
۴Adney and Yen
۵M. J. Curran
۶Mc Caghan
٧Sanders



مطالب ٢فهرست

خودریختͬ هر G مانند آبلͬ گروه هر برای که دهیم مͬ نشان همچنین دارد. مͬ نͽه ثابت نقطه به
خودریختͬ گروه میان ارتباط همریختͬ، چند معرفͬ با سپس است. مرکزی خودریختͬ ͷی دلخواه،
طور به گروه تعریف با کنیم. مͬ بیان را Hom(G/G

′
, Z(G)) و G مانند متناهͬ گروه ͷی مرکزی

متناهͬ ناآبلͬ محض طور به گروه ͷی G اگر که دهیم مͬ نشان مثال، چند ارائهی و ناآبلͬ محض
در سرانجام دارد. وجود Hom(G/G

′
, Z(G)) و Autc(G) بین دوسویͬ تناظر ͷی آنͽاه باشد

یpͷ-گروه Autc(G) آنͽاه باشد متناهͬ غیرآبلͬ یpͷ-گروه G اگر که دهیم مͬ نشان سوم بخش
بود. خواهد

آبلͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬهای گروه حلپذیری و پوچتوانͬ بررسͬ به سوم فصل در
مستقیم حاصلضرب صورت به توان مͬ را متناهͬ آبلͬ گروه هر که آنجایͬ از پردازیم. مͬ متناهͬ
خود توجه ما لذا است، اول عدد ͷی از مثبتͬ توان کدام هر مرتبهی که نوشت دوری زیرگروههای
برای رابطه ͷی ابتدا در کنیم. مͬ معطوف است) اول عدد ͷی p) متناهͬ آبلͬ p-گروههای به را
نشان رابطه این از استفاده با دهیم. مͬ ارائه آبلͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬهای تعداد محاسبهی
گروه ͷی Autc(G) آنͽاه باشد متمایز پایاهای با متناهͬ آبلͬ ٢-گروه ͷی G اگر که دهیم مͬ
مͬ متناهͬ آبلͬ گروه ͷی مرکزی خودریختͬهای گروه حلپذیری بررسͬ به سپس است. توان پوچ
ͷی مرکزی خودریختͬهای گروه مشتق طول و پوچتوانͬ کلاس تعیین به فصل این در پردازیم.

پردازیم. مͬ نیز متناهͬ آبلͬ گروه
غیرآبلͬ گروههای مرکزی خودریختͬ گروه حلپذیری و پوچتوانͬ بررسͬ به چهارم فصل در
آنͽاه باشد، ناآبلͬ محض طور به گروه ͷی G اگر که داد خواهیم نشان پردازیم. مͬ متناهͬ
ͷی p که باشد متناهͬ غیرآبلͬ p-گروه ͷی G اگر که دهیم مͬ نشان است. پوچتوان Autc(G)
به G که است آن باشد پوچتوان Autc(G) اینͺه برای کافͬ و لازم شرط آنͽاه است، فرد اول عدد
ͷی نباشد، ناآبلͬ محض طور به که باشد غیرآبلͬ گروه ͷیG که حالتͬ در باشد. ناآبلͬ محض طور
پوچ- کلاس برای بالایͬ کران ارائهی دهیم. مͬ ارائه Autc(G) پوچتوانͬ برای کافͬ و لازم شرط
Z(G) ≤ Φ(G) آن در که باشد متناهͬ غیرآبلͬ یpͷ-گروه G که حالتͬ در Autc(G) گروه توانͬ
خودریختͬ گروه حلپذیری به فصل این ادامهی در است. پایاننامه این کارهای اساسͬترین از

پردازیم. مͬ متناهͬ غیرآبلͬ گروه ͷی مرکزی
موضوعͬ عنوان به متناهͬ، گروه ͷی مرکزی خودریختͬ گروه حلپذیری و پوچتوانͬ بررسͬ
زمینهی در بیشتر پژوهش برای مساعدی زمینهی تواند مͬ خودریختͬها، گروه زمینهی در مهم بسیار

کند. فراهم خودریختͬها گروه پوچتوانͬ و حلپذیری



١ فصل

نیازها پیش

٣



نیازها پیش .١۴

.

مقدمه ١.١

نیاز آنها به بعدی فصلهای در که نتایجͬ و اساسͬ قضیههای و تعاریف بیان به فصل این در
تعاریف بجز شوند مͬ فرض دانسته مقدماتͬ جبر از مطالب بیشتر پردازیم. مͬ داشت، خواهیم
به را بقیه و کرد خواهیم بیان را قضایا بیشتر برهان دارند. بیشتری کاربرد که اساسͬ قضیههای و

داد. خواهیم ارجاع منابع،

ها گروه نظریهی از مفاهیمͬ ٢.١

G در H مرکزساز باشد. G از ناتهͬ زیرمجموعهای H و گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم مͬ نمایش CG(H) نماد با را

CG(H) = {y ∈ G|xy = yx, ∀x ∈ H}.

صورت این در باشد. G از ناتهͬ ای زیرمجموعه M و گروه ͷی G کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم مͬ نمایش NG(M) نماد با را G در M ساز نرمال

NG(M) = {g ∈ G|M g =M},

شود مͬ تعریف زیر صورت به و است G در M مزدوج M g آن در که
M g = {g−۱mg| m ∈M}.



ها گروه نظریهی از مفاهیمͬ .٢.١۵

جابجاگر باشند. G از عناصری xn ،. . .،x۲ ،x۱ و باشد گروه ͷی G کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم مͬ نمایش [x۱, x۲] نماد با را x۲ و x۱ (تعویضگر)

[x۱, x۲] = x−۱
۱ x−۱

۲ x۱x۲.

شود مͬ تعریف چنین استقرایͬ صورت به n ≥ ۲ وزن از جابجاگر کلͬ حالت در
[x۱, x۲, · · · , xn] = [[x۱, · · · , xn−۱], xn].

.[x۱] = x۱ که کنیم مͬ قرارداد

کند. مͬ بیان را جابجاگرها اساسͬ خواص از برخͬ زیر لم

صورت این در باشند. گروه ͷی از عناصری z و y ،x کنید فرض .۴.٢.١ لم

,y]؛ x]−۱ = [x, y] الف)

هال١)؛ (اتحادهای [x, yz] = [x, z][x, y]z و [xy, z] = [x, z]y[y, z] ب)

,x−۱]؛ y] = ([x, y]x
−۱
)−۱ و [x, y−۱] = ([x, y]y

−۱
)−۱ پ)

هال-ویت٢). (اتحاد [x, y−۱, z]y[y, z−۱, x]z[z, x−۱, y]x = ۱ ت)

شود. مراجعه [١٨] از ۵.١.۵ به برهان.

زیرگروه باشند. G گروه از ناتهͬ زیرمجموعههای Xn ،. . . ،X۲ ،X۱ کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم مͬ نمایش [X۱, X۲] نماد با را X۲ و X۱ جابجاگ

[X۱, X۲] = ⟨[x۱, x۲]|xi ∈ Xi, i = ۱,۲⟩.

شود مͬ تعریف زیر صورت به استقرا با Xn ،. . . ،X۲ ،X۱ جابجاگر زیرگروه کلͬ حالت در
[X۱] = X۱, [X۱, X۲, · · · , Xn] = [[X۱, · · · , Xn−۱], Xn], (n ≥ ۲).

نمایش G′ نماد با را آن و مͬنامیم G مشتق زیرگروه را [G,G] جابجاگر زیرگروه خاص حالت در
بنابراین دهیم. مͬ

G
′
= [G,G] = ⟨[g۱, g۲]|gi ∈ G, i = ۱,۲⟩.

صورت این در باشد. آن از نرمالͬ زیرگروه N و گروه ͷی G کنید فرض .۶.٢.١ لم

١Hall’s identities
٢Hall-Witt’s identity
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است؛ آبلͬ گروهͬ G/G′ و است G از نرمالͬ زیرگروه G′ الف)

.G′ ⩽ N اگر تنها و اگر است آبلͬ G/N ب)

شود. مراجعه [٢۵] از ١٢.۵ و ١١.۵ به برهان.

صورت این در باشند. G از زیرگروههایͬ L و K ،H کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

⊵[H,K]؛ ⟨H,K⟩ (١)

[H,K]؛ = [K,H] (٢)

H؛ ⊆ NG(K) اگر تنها و اگر [H,K] ⊆ K (٣)

اگر تنها و اگر ،H/K ⊆ Z(G/K) اینصورت در .K ⊴ G و K ⊆ H کنید فرض (۴)
[H,G]؛ ⊆ K

[HK,L]؛ = [H,L][K,L] آنͽاه باشند، نرمال G در L و K ،H اگر (۵)

هر H و K اگر بخصوص .φ([H,K]) = [φ(H), φ(K)] ،G از φ ریختͬ درون هر برای (۶)
است. نرمال G در [H,K] آنͽاه باشند، نرمال G در دو

شود. مراجعه [٨] از ١.٢ به برهان.

ماتریسهای همهی مجموعهی باشد. طبیعͬ عدد ͷی n و میدان ͷی F فرضکنید .٨.٢.١ تعریف
آن و داده نمایش GL(n, F ) نماد با را Fاند در ها آن از ͷی هر درایههای که n× n پذیر معͺوس

نامیم. مͬ (F بر n درجهی (از عام خطͬ گروه را
میدان یͺهی (عضو ͷی برابر آنها از ͷی هر دترمینان که GL(n,F) از عناصری همهی مجموعهی
و دهیم مͬ نمایش SL(n,F) نماد با را آن که دهند مͬ تشͺیل GL(n,F) از زیرگروهͬ است، (F

مͬنامیم. (F بر n درجهی خاص(از خطͬ گروه را آن

GL(n,F) های گروه صورت این در .|F| = q و باشد متناهͬ میدان ͷی F فرضکنید قرارداد.
دهیم. مͬ نمایش SL(n, q) و GL(n, q) های نماد با ترتیب به را SL(n,F) و

صورت این در باشد. اول عدد ͷی از مثبتͬ توان q و طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

,GL(n|؛ q)| = (qn − ۱)(qn − q)(qn − q۲) · · · (qn − qn−۱) الف)



ها گروه نظریهی از مفاهیمͬ .٢.١٧

.|SL(n, q)| = (qn − ۱)(qn − q)(qn − q۲) · · · (qn − qn−۱)/(q − ۱) ب)

شود. مراجعه [٢٣] از ٢.٢.٣ به برهان.

Gمتناهͬ از عنصر هر مرتبهی هرگاه گوییم (دورهای) تابدار گروه ͷی Gرا گروه تعریف١٠.٢.١.
نامتناهͬ G از همانͬ غیر عضو هر مرتبهی هرگاه گوییم تاب از فارغ گروه ͷی را G گروه باشد.

باشد.

برقرار مطلب عͺس اما است. تابدار گروه ͷی متناهͬ، گروه هر که است واضح .١١.٢.١ مثال
است. نامتناهͬ تابدار گروه ͷی Q/Z گروه مثال عنوان به نیست.

هستند. تاب از فارغ گروههایͬ R و Q ،Z جمعͬ گروههای .١٢.٢.١ مثال

اول اعداد مجموعهی در آن مͺمل π′ و اول اعداد از مجموعهای π کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
اول، اعداد به x مرتبهی تجزیهی در هرگاه گوییم یπͷ-عنصر را G تابدار گروه از x عنصر باشد.
گوییم π-گروه ͷی را G متناهͬ گروه دارند. قرار π مجموعهی در که شوند ظاهر اولͬ اعداد تنها
دارند. تعلق π مجموعهی به که شوند ظاهر اولͬ اعداد تنها اول، اعداد به |G| تجزیهی در هرگاه
{p} عنصری ͷت مجموعهی برای بخصوص شوند. مͬ تعریف مشابه طور به ′π-گروه و ′π-عنصر

تجزیهی در که اولͬ اعداد همهی مجموعهی کنیم. مͬ استفاده ′p-عنصر و p-عنصر مفاهیم از
دهیم. مͬ نمایش π(G) نماد با را شوند مͬ ظاهر G متناهͬ گروه مرتبهی

x آنͽاه باشد ′۲-گروه ͷی G تابدار گروه از x عنصر اگر .π(S۳) = {۲,۳} مثال عنوان به
است. فرد مرتبهی از عنصر ͷی

مرتبهی هرگاه مͬنامیم یpͷ-گروه را G گروه باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف
ͷی H هرگاه مͬنامیم p-زیرگروه ͷی را G گروه از H زیرگروه باشد. p از توانͬ G از عنصر هر

باشد. p-گروه

K = ⟨a, b|a۲ = b۲ = ۱, ab = ba⟩ D۸و = ⟨a, b|a۴ = b۲ = ۱, ab = a۳⟩ گروه .١۵.٢.١ مثال
نامتناهͬ p-گروه ͷی Zp∞ = {m

pn
+ Z|m,n ∈ Z} گروه و هستند متناهͬ ٢-گروههای دو هر

است.

است یpͷ-گروه G صورت این در باشد. غیربدیهͬ متناهͬ گروه G کنید فرض .١۶.٢.١ قضیه
.|G| = pk ،k مانند مثبتͬ صحیح عدد ازای به اگر تنها و اگر
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شود. مراجعه [٢٧] از ۶.٢.٧ به برهان.

صورت (در m مثبت صحیح عدد کوچͺترین باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
نماد با را آن و مͬنامیم G نمای را ،xm = ۱ باشیم داشته x ∈ G هر برای که قسمͬ به وجود)

گوییم. مͬ نامتناهͬ نمای از را G نباشد موجود عددی چنین اگر دهیم. مͬ نمایش exp(G)
مرتبه- مشترک مضرب کوچͺترین exp(G) وضوح به اینصورت در باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر

بود. خواهد G اعضای های

گروه که حالͬ در است. ۲ نمای از و ۴ مرتبهی از متناهͬ گروه ͷیZ۲ ×Z۲ گروه .١٨.٢.١ مثال
است. ٢ متناهͬ نمای از نامتناهͬ گروه ͷی Z۲ × Z۲ × · · ·

مجموعهی صورت این در باشد. ͷی از بزرگتر طبیعͬ عدد ͷی m کنید فرض .١٩.٢.١ تعریف
مͬدهیم. نمایش U(m) نماد با را متبایناند n و m و n < m که n مانند طبیعͬ اعداد همهی
این دهد. مͬ تشͺیل آبلͬ گروه ͷی m پیمانهی به طبیعͬ اعداد ضرب عمل با U(m) مجموعهی
U(m) نماد همان با و گوییم m پیمانهی به یافته کاهش ماندهی باقͬ ردههای کامل گروه را گروه

دهیم. مͬ نمایش

اویلر٣ ضربͬ تابع ϕ آن در که |U(m)| = ϕ(m) که است معلوم مقدماتͬ اعداد نظریهی از
است.

است. p− ۱ مرتبهی از دوری گروه ͷی U(p) گروه ،p اول عدد هر ازای به .٢٠.٢.١ لم

شود. مراجعه [٢٣] از ٣.۵.۶ به برهان.

سیلو قضایای و آبلͬ گروههای ٣.١

G۱×G۲×· · ·×Gn مجموعهی در باشند. nگروه ،Gn ، . . . ،G۲ ،G۱ فرضکنید تعریف١.٣.١.
کنیم مͬ تعریف چنین را دوتایͬ عمل

(g۱, g۲, · · · , gn)(g
′

۱, g
′

۲, · · · , g
′

n) = (g۱g
′

۱, · · · , gng
′

n),

با G۱ × G۲ × · · · × Gn مجموعهی که شود مͬ دیده آسانͬ به Giاند. در ها g′
i و gi آن در که

، . . . ،G۲ ،G۱ گروههای (خارجͬ) مستقیم حاصلضرب را گروه این است. گروه ͷی فوق عمل

دهیم. مͬ نشان
n∏
i=۱

Gi یا G۱ ×G۲ × · · · ×Gn نماد همان با را آن و مͬنامیم Gn

٣Euler ϕ-function
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و کرده استفاده
n∏
i=۱

Gi در جمعͬ نماد از گاهͬ باشد، پذیر تعویض ،Gi هر عمل که حالتͬ در

بخصوص حالت این در گاهͬ، مͬنامیم. Gn ، . . . ،G۲ ،G۱ های گروه مستقیم مجموع را
n∏
i=۱

Gi

مستقیم مجموع کنیم. مͬ استفاده
n∏
i=۱

Gi جای به ⊕n
i=۱Gi نماد از جمع عمل با آبلͬ های گروه در

نوشت. نیز G۱
⊕

G۲
⊕

. . .
⊕

Gn بصورت توان مͬ را Gn و . . .،G۲ ،G۱ آبلͬ های گروه

به باشند آن از زیرگروههایͬ ،Gn ، . . . ،G۲ ،G۱ و باشد گروه ͷی G کنید فرض .٢.٣.١ قضیه
که طوری

، Gi ⊴G ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر ازای به الف)

،G = G۱G۲ . . . Gn ب)

.Gi ∩G۱G۲ . . . Gi−۱Gi+۱ . . . Gn = ۱ ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر ازای به پ)

.G ∼=
n∏
i=۱

Gi صورت این در

شود. مراجعه [٢٣] از ٢.١.۵ به برهان.

خواهیم و کرد خواهیم استفاده تساوی علامت از یͺریختͬ علامت جای به فوق درقضیهی ما
حاصل- به G یا است، Gn ،. . .،G۲ ،G۱ زیرگروههای ( داخلͬ ) مستقیم حاصلضرب G گفت
زیرگروهها این از ͷی هر شود. مͬ تجزیه خود از Gn .و . .،G۲ ،G۱ های زیرگروه مستقیم ضرب

Gمͬنامیم. مستقیم عامل ͷی را
و خارجͬ مستقیم حاصلضرب معنͬ دو به G = G۱ × G۲ × . . . × Gn علامت بنابراین
تمیز را دو این بحث، ی زمینه از باید خواننده و رفت خواهد کار به داخلͬ مستقیم حاصلضرب

دهد.

اگر باشند. G از زیرگروههایͬ B و A و گروه ͷی G کنید فرض .٣.٣.١ لم

،G = AB الف)

و ab = ba ، b ∈ B و a ∈ A هر ازای به ب)

،A ∩B = ۱ پ)
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.G = A×B آنͽاه

این برای هستند. G از نرمالͬ زیرگروههای B و A که دهیم نشان است کافͬ اثبات برای برهان.
که دارند وجود b ∈ B و c ∈ A (الف) بنابر باشند. دلخواه g ∈ G و a ∈ A کنید فرض منظور

داریم حال .g = cb

g−۱ag = (cb)−۱a(cb) = (bc)−۱a(bc) = c−۱b−۱abc = c−۱b−۱bac = c−۱ac ∈ A.

.G = A×B قبل، قضیهی بنابر لذا .B⊴G که شود مͬ دیده ترتیب همین به .A⊴G بنابراین

صورت این در .H۲ ⊴ G۲ H۱و ⊴ G۱ و باشند گروه دو G۲ و G۱ کنید فرض .۴.٣.١ لم
.G۱ ×G۲/H۱ ×H۲

∼= G۱/H۱ ×G۲/H۲ و H۱ ×H۲ ⊴G۱ ×G۲

صورت این در باشند. دلخواه (g۱, g۲) ∈ G۱ ×G۲ و (h۱, h۲) ∈ H۱ ×H۲ کنیم فرض برهان.

(h۱, h۲)
−۱(g۱, g۲)(h۱, h۲) = (h−۱

۱ g۱h۱, h
−۱
۲ g۲h۲) ∈ H۱ ×H۲.

.H۱ ×H۲ ⊴G۱ ×G۲ بنابراین
ضابطهی با φ : G۱ ×G۲ → G۱/H۱ ×G۲/H۲ نͽاشت که مͬشود دیده آسانͬ به

اول قضیهی بنابر لذا .kerφ = H۱ × H۲ و است بروریختͬ ͷی φ(g۱, g۲) = (g۱H۱, g۲H۲)

.G۱ ×G۲/H۱ ×H۲
∼= G۱/H۱ ×G۲/H۲ یͺریختͬ

که طوری به باشد n مرتبهی از متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض کوش۴ͬ). (قضیهی .۵.٣.١ قضیه
مرتبهی از زیرگروهͬ دارای رو این از و است p مرتبهی از عنصری شامل G صورت این در .p | n

باشد. مͬ p

شود. مراجعه [٢٧] از ٢.٢.٧ به برهان.

به باشد موجود G از N نرمال زیرگروه هرگاه گوییم فراآبل۵ͬ، گروه ͷی را G گروه .۶.٣.١ تعریف
باشند. آبلͬ دو هر G/N و N که طوری

نیست. برقرار کلͬ حالت در مطلب عͺس اما است فراآبلͬ گروه ͷی آبلͬ گروه هر وضوح به
نیست. آبلͬ که حالͬ در است فراآبلͬ گروه ͷی D۸ گروه مثال عنوان به

است. فراآبلͬ گروه ͷی S۳ متقارن گروه .٧.٣.١ مثال
۴Cauchy’s theorem
۵Metabelian Group



سیلو قضایای و آبلͬ گروههای .٣.١١١

مجموعهی باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .٨.٣.١ تعریف
{g ∈ G| ∃s ⩾ ۰, s.t |g| = ps }

نماد کتابها برخͬ در مͬدهیم. نمایش G[p] نماد با را آن و گوییم G اولیهی p-مولفهی ͷی را
رود. مͬ کار به مجموعه این نمایش برای نیز Gp

است. G از زیرگروه ͷی Gp که شود مͬ دیده آسانͬ به

،m | n اگر اینصورت در باشد. n مرتبهی از متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .٩.٣.١ قضیه
دارد. m مرتبهی از زیرگروهͬ G آنͽاه

شود. مراجعه [٢٧] ٩.١.٩از به برهان.

صورت این در .a ∈ G و باشد بدیهͬ غیر متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٠.٣.١ قضیه
که طوری به دارد H مانند زیرگروهͬ G آنͽاه باشد، ناکمتر G عضو هر مرتبهی aاز مرتبهی اگر

.G = ⟨a⟩ ×H

شود. مراجعه [٢٣] از ٢.١.۶ به برهان.

به را G صورت این در باشد. غیربدیهͬ متناهͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١١.٣.١ قضیه
غیربدیهͬاش دوری زیرگروههای از تعدادی مستقیم حاصلضرب به توان مͬ یͷصورت تنها و ͷی

اگر دیͽر، عبارت به کرد. تجزیه
G = ⟨a۱⟩ × ⟨a۲⟩ × · · · × ⟨ar⟩

G = ⟨b۱⟩ × ⟨b۲⟩ × · · · × ⟨bs⟩

و هستند G از عناصری ها bj و ها ai آنها در که باشند G تجزیهی دو
|a۱| ⩾ |a۲| ⩾ · · · ⩾ |ar| > ۱, |b۱| ⩾ |b۲| ⩾ · · · ⩾ |bs| > ۱

.⟨ai⟩ ∼= ⟨bi⟩ ،۱ ⩽ i ⩽ r که i هر ازای به و r = s آنͽاه ،

شود. مراجعه [٢٣] از ۶.١.۶ به برهان.

G = ⟨a۱⟩×· · ·×⟨ar⟩ و باشد غیربدیهͬ متناهͬ آبلͬ یpͷ-گروه G فرضکنید تعریف١٢.٣.١.
این در .e۱ ⩾ e۲ ⩾ · · · ⩾ er > ۱ و |ai| = pei ،ai ∈ G ،۱ ⩽ i ⩽ r که i هر ازای به آن در که
مͬ G نوع٧ را (pe۱ , · · · , per) r-تایͬ مͬنامیم. G پایاها۶ی را per ،· · · ،pe۲ ،pe۱ اعداد صورت

گوییم.
۶Invariants
٧Type
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باشد. (pe۱ , · · · , per) نوع از غیربدیهͬ متناهͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٣.٣.١ تعریف

مͬنامیم. همدوری p-گروه ͷی را G آنͽاه ،e۱ = e۲ = · · · = er ،۱ ⩽ i ⩽ r ،i هر ازای به اگر
مقدماتͬ اختصار به یا مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی را G ،e۱ = e۲ = · · · = er = ۱ که حالتͬ در

مͬنامیم.

است. همدوری ٢-گروه ͷی Z۴ گروه است. مقدماتͬ ٢-گروه ͷی Z۲×Z۲ گروه .١۴.٣.١ مثال

آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض متناهͬ). آبلͬ گروههای در تجزیه یͺتایͬ و (وجود .١۵.٣.١ قضیه
طبیعͬ اعدادی niها و متمایز دوبدو اول اعداد piها آن در که |G| = pn۱

۱ . . . pnk
k و باشد متناهͬ

دوری زیرگروههای از متناهͬ تعدادی مستقیم حاصلضرب به توان مͬ را Gصورت این در هستند.
این کرد. تجزیه است pk ،. . . ،p۱ اول اعداد از ͬͺی از مثبتͬ توان آنها از ͷی هر مرتبهی که G

یͺتاست. عوامل) این یͺریختͬ به (نسبت مستقیم عوامل ترتیب از نظر قطع تجزیه

شود. مراجعه [٢٧] از ٧.١.٩ به برهان.

به بعدی، فصلهای در قضایا این از استفاده و گروهها نظریهی در سیلو قضایای اهمیت به نظر
پردازیم. مͬ سیلو قضایای از اساسͬ نتایج و قضایا برخͬ بیان و سیلو زیرگروه تعریف ذکر

ͷی را G از P زیرگروه باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۶.٣.١ تعریف
p-زیرگروه در مشمول سره طور به و باشد یpͷ-زیرگروه P هرگاه مͬنامیم، G سیلو٨ی p-زیرگروه

باشد. G ماکسیمال p-زیرگروه ͷی P یعنͬ نباشد، G از دیͽری

از عبارتند که است سیلو ٢-زیرگروه سه دارای S۳ متقارن گروه .١٧.٣.١ مثال
H۱ = {۱, (۱ ۲)}, H۲ = {۱, (۱ ۳)}, H۳ = {۱, (۲ ۳)}.

آن در که باشد n مرتبهی از متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض سیلو٩) (قضایای .١٨.٣.١ قضیه
صورت این در .p ∤ n′ که است اولͬ عدد p و α ⩾ ۰ ،n = pαn

′

دارد؛ سیلو p-زیرگروه ͷی حداقل G الف)

است؛ G سیلوی p-زیرگروه ͷی در مشمول G p-زیرگروه هر ب)

اند؛ مزدوج G در G سیلوی p-زیرگروه دو هر پ)
٨Sylow p-subgroup
٩Sylow’s Theorems
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است. همنهشت ͷی با p پیمانهی به G سیلوی p-زیرگروههای همهی عدهی ت)

شود. مراجعه [٢٣] از ٧.١.۴ به برهان.

این در باشد. G سیلوی p-زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٩.٣.١ قضیه
باشد. G نرمال زیرگروه ͷی H اگر تنها و اگر است G یͺتای سیلوی p-زیرگروه ͷی H صورت

شود. مراجعه [٢٧] از ١١.٣.٧ به برهان.

صورت این در باشد. آن از نرمال زیرگروه ͷیK و متناهͬ گروه ͷی G فرضکنید .٢٠.٣.١ قضیه

است. K سیلوی یpͷ-زیرگروه P ∩K ،G از P سیلوی p-زیرگروه هر ازای به الف)

است. G/K سیلوی p-زیرگروه ͷی PK/K آنͽاه باشد، G سیلوی p-زیرگروه ͷی P اگر ب)

ͷی P کنیم مͬ فرض همچنین متبایناند. q و p آن در که |G| = pmq کنیم فرض الف) برهان.
iای، ≤ m ازای به لذا |P ∩K| | |P | چون .|P | = pm صورت این در باشد. G سیلوی p-زیرگروه
در که |K| = pst کنیم مͬ فرض است. K از p-زیرگروه ͷی P ∩K رو، این از .|P ∩K| = pi

داریم .s > i کنیم مͬ فرض .s ≥ i و متبایناند t و p آن

|PK| = |P ||K|
|P ∩K|

=
pmpst

pi
= pmpjt = pm+jt,

بنابراین است. G از زیرگروهͬ PK و |G| = pmq زیرا است ناممͺن که ،j = s − i ≥ ۱ که
است. K سیلوی p-زیرگروه ͷی P ∩K یعنͬ ،|P ∩K| = ps رو، این از .s = i

یpͷ-زیرگروه P کنیم فرضمͬ همچنین متبایناند. q و p آن در که |G| = pmq کنیم فرضمͬ ب)
حال متبایناند. t و p آن در که |K| = pst کنیم فرض .|P | = pm صورت این در باشد. G سیلوی
حال .|P ∩ K| = ps رو این از است. K سیلوی p-زیرگروه ͷی P ∩ K (الف)، قسمت طبق

داریم

|PK/K| = |PK|
|K|

=
|P ||K|

|K||P ∩K|
=

|P |
|P ∩K|

=
pm

ps
= pm−s.

همچنین
|G/K| = |G|

|K|
=
pmq

pst
= pm−sr .

است. G/K سیلوی p-زیرگروه ͷی PK/K رو، این از
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اساسͬ خواص از برخͬ و گروه ͷی های خودریختͬ گروه ۴.١
آن

G از خودریختͬ ͷی را G به G از یͺریختͬ هر باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.۴.١ تعریف
آسانͬ به دهیم. مͬ نمایش Aut(G) نماد با را G گروه های خودریختͬ همهی مجموعهی مͬنامیم.
گروه را Aut(G) گروه دهد. مͬ تشͺیل گروه ͷی توابع، ترکیب عمل با Aut(G) که شود مͬ دیده

مͬنامیم. G های خودریختͬ

.Aut(Z) ∼= Z۲ داریم صحیح، اعداد جمعͬ گروه برای .٢.۴.١ مثال

خودریختͬ و است همانͬ نͽاشت خودریختͬ، ͷی دارد. خودریختͬ دو Z۶ گروه .٣.۴.١ مثال
نͽارد. مͬ [۱]−۱ = [۵] به را [۱] دیͽر

که شود مͬ دیده آسانͬ به باشد. آن از دلخواهͬ عنصر g و گروه ͷی G کنید فرض .۴.۴.١ مثال
است. G از خودریختͬ ͷی φg : x 7→ g−۱xg ضابطهی با φg : G→ G نͽاشت

در φg،که خودریختͬ باشد. آن از دلخواه عنصر ͷی g و گروه ͷی G کنید فرض .۵.۴.١ تعریف
خودریختͬهای همهی مجموعهی مͬنامیم. G از داخلͬ خودریختͬ ͷی را شد، معرفͬ قبل مثال

دهیم. مͬ نمایش Inn(G) نماد با را G داخلͬ

Aut(G) از نرمالͬ گروه زیر Inn(G) صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۶.۴.١ لم
است.

شود. مراجعه [٢۴] از ١۶١ صفحهی ٢.٢ به برهان.

NG(H)/CG(H)صورت این در باشد. آن از Hزیرگروهͬ و Gیͷگروه فرضکنید .٧.۴.١ قضیه
است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با

شود. مراجعه [٢٧] از ١٧.٢.۵ به برهان.

.Inn(G) ∼= G/Z(G) صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٨.۴.١ قضیه

دیده راحتͬ به گیریم. مͬ نظر در را f : g 7→ φg ضابطهی با f : G → Inn(G) نͽاشت برهان.
از .G/kerf ∼= Inn(G) یͺریختͬ اول قضیهی بنابر لذا پوشاست. همریختͬ ͷی f که شود مͬ

شود مͬ محاسبه زیر صورت به f هستهی طرفͬ
g ∈ kerf ⇔ φg = ۱ ⇔ ∀x ∈ G; φg(x) = x ⇔ ∀x ∈ G; xg = gx ⇔ g ∈ Z(G).


