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أ  

  ৎقدم 
  ৎقدم ੩आ ଘوط ঃھم پࣂشای پدرم ଘ رسم রوଖ ای ୀ قࢋ با બفاীش  

  وشا ଡی ਟی భغ ماభم ଘ رسم হناਪی ऒ భور ग़قاज़ش
  

گاଡ ی ز৯دজ࣓م  ৾ ଘ مقدৎو  

گاش ໆزاوار ণتاীش  ৽   او  

  وओودش آراज़ش دل 

   ෘࠝࡶسش ൾੜن ز৯دਛی 

  .ا॥ت و अور ھൕࣂਜพی اش ়سਚی মࡑش ॺࡗه ی ඛھاਪی ام
  



ب 

  ণپاسࢂචاری 

ام رساষیدن اଌن ূ਼࡛࣪ق را భ ଘ ଘگاه پروردگار ਵࣞعال  وਮ࣪ق ଘ اجণتاীش  وॐمد  با

ণپاس اون و ଌୃୀن ग़علمان ز৯دਛی، پدر و ماభ . ی ඵෟࣹر ارزای دا८تنده 

قࢋ ෙय़باিشان ീ࣎م و భ ساଢ ی دعای ৣم و ৳مام وਮࣣقاৠم را ॠدون ෙय़باৣم را র ود

کلات ୀام ग़قدور ਗی ඟ໋دد ඵෆرشان، ुज़ ملূ . ندمേ॒࣒مای ارঘتاد راণر اතࡗख़ از

 ھࢤواره با ධ්ر و ऑوصه ی ່اوان و با راঘ࣒ماਪی  داود ࣶࡐീه سالࢆوপଢناب آ༚ی دනر 

ی ارزേॷند ऒوীش ජ໑ا భ اੀ০ ජ໑ه و ৬دوଌن ॡطاॻࢋ یاری ৶ࢤود৯د ل ণپاسࢂචاری را 

পناب دනر ່دی ষیا  زॐ࢟ت بازऒوای و  ز آ༚یان পناب دනر رਖ࣓নی وا .دارم

ھࢠൾن از ھاਘی .دا ،௭ل พ়ࢁඟ را دارمداوری اଌن رساଔ را ୀ ࠱ھده 
 و  

భ اଌن رسا ଔ ھࢤواره ॺ భࡗه  دلࢂਗඟی ی ਈইی พ়ࢁਗ ඟی ࣒م ฬ م و अورش ඛ ଡھا

  චارمభ پایان از ھૡه ی دوণتان ସ୍م ণپاسࢂ  .م جاودا॰ ଡده ا॥ت



ج 

سميه :نام                   شمسی ديلمی  :نام خانوادگي

روش فوق تخفيف متوالی متقارن اصلاح  :عنوان پايان نامه

  شده برای حل مسائل نقطه زينی

 داود خجسته سالکويهدکتر  :استاد راهنما

رياضي کاربردي :رشته    کارشناسي ارشد    :يليمقطع تحص
علوم :دانشکده  محقق اردبيلي :دانشگاه   جبر خطی: گرايش

 ١٠٣ :اتصفح   ٢۶/٩/١٣٨٨:تاريخ فارغ تحصيلي

 SOR،SOR-like ،SSOR ،MSSOR ،ISSOR ،دستگاه افزوده:هکليد واژ
 سازپيش شرط  الگوريتم چولسکی ناقص،  ،

ری از محاسباتافزوده در بسيامعادلات خطی  دستگاه :چکيده
علمی و کاربردی،مثل حل تقريبی مسأله استوکس به روش

در اين پايان نامه ابتدا .شودظاهر می  متناهیعناصر 
دستگاهگونه برای حل اين  MSSORو SOR-like ، SSORروشهای

اما شرط ساز ساده پيشسپس يک  .ها را مطالعه می کنيم
در ادامه شکل .ارائه می شود SOR-like کارا برای روش

.گردد ه میارائISSOR   بنام   SSORاصلاح شده ای از روش
را برای نشان دادن کارائی روشهانتايج عددی در پايان 
 .نماييمارائه می 
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 فهرست مندرجات
                                                            

ــوان عنـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 صفحه....................
 

 ١  .........................................  پيشگفتار

 ۴  ..................  طرح مسألهمقدمات و : فصل اول
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 ١٣  .........................  روش حذفی گوس بلوکی -٢-١
 ١۴  .......................  روش های تکراری ايستا -٣-١
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 ٢٢  .........  PSOR-like و SOR-like روش های: فصل دوم
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 ٢٣  .........  Ax=bبرای حل دستگاه  SORروش تکراری  -٢-٢

بــرای حــل دســتگاه هــای معــادلات خطــی   SOR-likeروش  -٣-٢
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 ٢٧  .......................  ناحيه ی همگرايی روش -١-٣-٢
 ٣۴  ...........  انتخاب پارامتر تخفيف بهينه ی روش  -٢-٣-٢

 ٣٩  .............  Qحالت های خاص انتخاب ماتريس  -٣-٣-٢

 Q  ..........  ۴٣مقايسه ی حالت های مختلف ماتريس  -۴-٣-٢

 SOR-like  ....  ۴٧ (PSOR-like)يک پيش شرط ساز برای روش  -۴-٢
 ۵١  .................................  نتايج عددی -۵-٢
 

 MSSOR  ..............  ۵٧و  SSORروش های : فصل سوم
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 Ax=b  ...............  ۵٨برای حل دستگاه  SSORروش  -٢-٣

 ۵٩برای حل دستگاه های معادلات خطی افزوده SSORروش  -٣-٣
 ۶٣  .......................  ناحيه ی همگرايی روش -١-٣-٣

 ۶٨  ...................   (MSSOR)اصلاح شده SSORروش  -۴-٣
 ٧١  .......................  ناحيه ی همگرايی روش -١-۴-٣
 ٧٧  ...........  انتخاب پارامتر تخفيف بهينه ی روش  -٢-۴-٣

 



ه  

 ٨٣  ..............  بهبود يافته SSORروش : مفصل چهار
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 ٨۴  .............................  ISSORبررسی روش  -٢-۴
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 فهرست شکل ها
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................................................شکل

....................................................
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 ٣۶  .............  λwf)(و  λwg)(منحنی های توابع  ١.٢شکل 

هـای  wبـه ازای   λwf)(و  λwg)(منحنی های توابـع   ٢.٢شکل 

 ٣٧  ............................................  مختلف
)(منحنی  ٣.٢شکل  wμρ  ..............................  ٣٨ 

likeSORوISSOR،MSSORمنحنی های همگرايی روش هـای   ١.۴شکل  − 
 ٩۵  ........................................  ١.۴مثال 
likeSORوISSOR،MSSORای منحنی های همگرايی روش ه ـ ٢.۴شکل  −  
 ٩٧  ........................................  ٢.۴مثال 
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 فهرست جدول ها
 

ــوا ن عنـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
...............................................جدول

....................................................

 صفحه........................

 

 Q  ........  ۵٢و  Qحالت های مختلف ماتريس های  ١.٢جدول 

likeSORدر روش های  0μو  0μمقادير  ٢.٢جدول  likePSORو  − − 

 ۵٢  ...............................  ١.٢مثال  مربوط به
likeSORمقايسه ی همگرايـی روش هـای    ٣.٢جدول  likePSORو  − − 

 ۵٣  ........................  ١.٢مثال  ٠.٠١با تولرانس 

likeSORدر روش های  0μو  0μمقادير  ۴.٢جدول  likePSORو  − − 

 ۵۴  ........................................  ٢.٢ مثال
likeSORمقايسه ی همگرايـی روش هـای    ۵.٢جدول  likePSORو  − − 

 ۵۵  ........................  ٢.٢مثال  ٠.٠١با تولرانس 
 ٩٣  .................  Qحالت های مختلف ماتريس  ١.۴جدول 
likeSORوISSOR،MSSORمقايسه ی همگرايی روش هـای   ٢.۴جدول  − 
 ٩۴  ........................................  ١.۴مثال 
likeSORوISSOR،MSSORمقايسه ی همگرايی روش هـای   ٣.۴جدول  − 
 ٩۶  ........................................  ٢.۴مثال 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



¤�µÔÚÈ��

¢�ªüõ Âþ¥ 1ýù¢øÃê� ù�Úµ¨¢ �� Â¹�õ ü¨À�úõ ø ý¢Â�¤�î ô�Üä Û��Æõ ¥� ý¤��Æ�0B@ A B

BT 0

1CA
0B@ x

y

1CA =

0B@ b

q

1CA ; (1)

ø m � n �î ý¤�Ï �� ,B 2 IRm�n ø ö¤�Öµõ ´±·õ ß�ãõ ÅþÂ��õ ×þ ,A 2 IRm�m ö� ¤¢ �î

�÷�ð ßþ� �� .À�î ëÀ¬ (1) ¤¢ �î ´¨� (x; y)T ¤�¢Â� ßµê�þ éÀû ø ´¨� Ûõ�î ý�±�¤ ý�¤�¢ B

Â�Ñ÷ üÜ��Æõ ¤¢ ùÀª Âî£ ù�Úµ¨¢ ���Èõ ý�ûù�Úµ¨¢ .¢�ªüõ �µÔð ü�þ¥ �ÎÖ÷ Û��Æõ ,Û��Æõ ¥�

Ûì�À� Û��Æõ ,4À�Öõ ý¥�¨ ���ú� ,3Åî�µ¨� Âþø�÷ ý�ó¢�ãõ Û� ý�Â� 2üû��µõ Â¬��ä °þÂÖ�

(1) ù�Úµ¨¢ °þ�Â® ÅþÂ��õ üµìø .À÷¢Âðüõ Âû�Ò ]4, 5, 16[: : :ø 5�µê� þ Ý�Þã� ��ã�Âõ

ø ´¨� Â��b õ ö� Û� ý�Â� 8�µÆþ�Â�è �þ 7 �µÆþ� ¥� Ýä� ý¤�ÂØ� ý�û©ø¤ ,Àª�� 6×�e�e ø ï¤Ã�

©ø¤ Âû .´¨� �Ñê�� ¥� ù¢�Ôµ¨� Çû�î ø �Ñê�� ¤¢ ÅþÂ��õ ×�e�e ´ó�� ýùÂ�¡£ ÂÏ�¡ �� ßþ�

ý¤�ÂØ� ý�û©ø¤ �f ·õ , ¢Â� ¤�î �� Ã�÷ ù�Úµ¨¢ ßþ� ý�Â� ö���üõ �¤ �ûù�Úµ¨¢ Û� ý�Â� ý¤�ÂØ�

ù�Úµ¨¢ ßþ� �î ü¬�¡ ÛØª �� ���� �� �õ� .: : :ø 11GMRES , 10ñÀþ�¨ - §�ð , 9ü��î�¦

.À�¨Â� ÂÑ÷ �� Â�°¨��õ ,ü����¬� �� ù�Úµ¨¢ ßþ� Û� ý�Â� �û©ø¤ ¥� üÌã� ´¨� ßØÞõ ¢¤�¢

ýùÀª �µ¡��ª ©ø¤ .´¨� �µêÂð �¤�¬ ù¢øÃê� ý�ûù�Úµ¨¢ Û� ´ú� ¤¢ ý¢�þ¥ ��ãó�Îõ

�ÈÖ÷ ö�»Þû ü¨À�úõ Û��Æõ ¥� ý¤��Æ� ¤¢ �î ´¨� ý�ù¢�¨ ø �µÆþ� ý¤�ÂØ� ©ø¤ ,SOR
Augmented system1

Finite elements approximation2

Navier-Stokes3

Constrained optimization4

Generalized least squares problems5

Sparse6

Stationary iterative method7

Nonstationary iterative method8

jacobi9

Gauss-Seidel10

Generalized Minimal Residual11



2 ¤�µÔÚÈ��

ø ]18, 19[12ö��þ .¢�ªüõ ù¢Â� ¤�î �� ñ�Þãõ ¤�Ï �� ,¢�ªüõ ùÀþ¢ ]7[ ¤¢ �î âõ�� ý¤�¢Â�
14ùÀª ý¥�¨¯Âª Ç�� CG ø SOR ý�û©ø¤ ¥� üÔÜµ¿õ ý�û´ó�� , ]20[13Ý¨�þ� ø ö��þ

Ý�Þã � ��ã �Âõ Ûì�À� Û��Æõ ¥� � µ ê� þ ÛØª , (1) ���Èõ ýù¢øÃê� ý�ûù�Úµ¨¢ Û� ý�Â �

.À÷��µêÂð ¤�î �� �¤ ´Æ�÷ Ûõ�î ý�±�¤ ý�¤�¢ B ø ´±·õ ß�ãõ �Þ�÷ ø ö¤�Öµõ A üµìø ,�µê�þ

�î ´¨� ù¢�Þ÷ �ÂÎõ �¤ (SOR �±ª) SOR-like ©ø¤ ¥� ü�ø�Ôµõ ý�ûÝµþ¤�Úó� ,]6[15��Üð

ý�ûÝ�Þã� Ã�÷ ]2[16ý�� .´¡�¢Â� Ý�û��¡ ö� �� �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¥� ôø¢ ÛÊê ¤¢ �fÂÊµ¿õ �õ
17���ú� Ó�Ô¿� Âµõ�¤�� ø ù¢�Þ÷ ���¤� ù¢øÃê� ý�ûù�Úµ¨¢ Û� ý�Â� �¤ SOR-like©ø¤ ¥� üÔÜµ¿õ

¯Âª Ç�� ¤�ÂØ� ©ø¤ ,]14[ö��þ ø §�µ÷�¨ ß���Ýû ø ]13[18§�µ÷�¨ .´¨� ù¢Âî �±¨�½õ �¤

Éì�÷ ý�±�¤ �� ��ã�Âõ Ûì�À� Û��Æõ ¥� ùÀõ� ´¨À� ù¢øÃê� ý�ûù�Úµ¨¢ Û� ý�Â� ùÀª ý¥�¨

ÂÑ÷ ¤¢ �� ø ù¢�Þ÷ �ÂÎõ ,´¨� Éì�÷ ý�±�¤ �� üÆþÂ��õ B ø A = I �î ���¬�Ê¡ ßþ��� ,�¤

.À÷��µ¡�¢Â� ö� Û� �� ,¥�¨ ¯Âª Ç�� ö���ä �� B ¥� Ûõ�î ý�±�¤ �� ÅþÂ��õ Âþ¥ ×þ ßµêÂð

ý�ó�Æõ Û� ý�Â� �¤ (ö¤�Öµõ SOR)21SSOR Ýµþ¤�Úó� ]3[20ý¤�Ê� ø 19üÈþø¤¢ �fÂ�¡�

¢�ªüõ ô�¹÷� Âþ¥ �¤�¬ �� (1) ýù¢øÃê� ÅþÂ��õ ý�Â� ´ê�Øª ©ø¤ ßþ�¤¢ .À÷¢Â� ¤�î �� (1)0B@ A B

�BT 0

1CA =

0B@ A 0

0 Q

1CA�
0B@ 0 0

BT 0

1CA�
0B@ 0 �B
0 Q

1CA ;
�� Ã � ÷ À ÷ø ¤ ßþ� .´¨� ¢ÂÔ�õ� ÷ ø ö¤�Ö µõ Q ö� ¤¢ �î ¢�ªüõ ¢�Ô µ¨� SSOR ©ø¤ Å³¨ ø

ßµê�þ �Ø�þ� �� ���� �� , �õ�¢� ¤¢ .Àª Àû��¡ ü¨¤Â� �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¥� ô�¨ ÛÊê ¤¢ Û�ÊÔ�
Yuan12

Iusem13

Preconditioned Conjugate Gradient14

Golub15

Bai16

Optimal relaxation parameter17

Santos18

Darvishi19

Hessari20

Symmetric SOR method21



3 ¤�µÔÚÈ��

�î Ç÷�¤�ØÞû ø 23øø Í¨�� 22MSSOR ©ø¤ ,´¨� ´¿¨ ¤��Æ� SSOR ©ø¤ ¤¢ ���ú� Âµõ�¤��

.Ý��îüõ �ãó�Îõ �¤ ,´¨� Â�ù¢�¨ ö� ¤¢ ���ú� Âµõ�¤�� ý�±¨�½õ ø ´¨� ùÀª ���¤� ]17[¤¢

üþ�þ�Ìì ø Óþ¤�ã� ¥� üÌã� ñø� ÛÊê ¤¢ .´¨� �µê�þ Û�ØÈ� Âþ¥ ý�ûÛÊê ¥� �õ�÷ö�þ�� ßþ�

ù�Úµ¨¢ Û�ØÈ� üÚ÷�Ú� ¥� ý��¬�¡ ø ùÀª ���¤� ,À÷Â�ðüõ ¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ �õ�¢� ¤¢ �î

� ��¤� üû� � µ õ Â¬� � ä °þÂ Ö � ©ø¤ � � Åî� µ¨� � ó�b Æ õ Ó�ã® ÛØª Û� ¥� (1) ýù¢øÃ ê�

ý�Â� �î �¤ ý¥�¨¯ÂªÇ�� ø ù¢Âî ü¨¤Â� �¤ SOR-like ý¤�ÂØ� ©ø¤ ôø¢ ÛÊê ¤¢ .¢�ªüõ

ø ©ø¤ ßþ� ýÂ�ð¤�î �� ¥� Û¬�� ý¢Àä ¸þ�µ÷ ø Ý�û¢üõ ¤�Âì ¶½� ¢¤�õ Ýþ�ù¢�Þ÷ ���¤� ö�

ý�ûù�Úµ¨¢ Û� ý�Â� SSOR ©ø¤ �Àµ�� ,ô�¨ ÛÊê ¤¢ .Ý��îüõ �Æþ�Öõ �¤ ö� ¥�¨¯ÂªÇ��

ü¨¤Â� ¢¤�õ ����Ã� üõ�Þ� �� MSSOR ô�÷ �� ©ø¤ ßþ� ýùÀª ��¬� Å³¨ ø üÎ¡ ýù¢øÃê�

SSOR ©ø¤ ¢�±ú� éÀû �� �î Àª��üõ 24ISSOR ©ø¤ Ûõ�ª Ã�÷ ü÷�þ�� ÛÊê .¢Â�ðüõ ¤�Âì

üêÂãõ ý�û©ø¤ ÂÚþ¢ �� ©ø¤ ßþ� ý¢Àä ¸þ�µ÷ ÛÊê ßþ� ü÷�þ�� ´ÞÆì ¤¢ .´¨� ùÀþ¢Âð ���¤�

.À÷Â�ðüõ ¤�Âì �Æþ�Öõ ¢¤�õ �õ�÷ö�þ�� ßþ� ¤¢ ùÀª

Modi�ed SSOR method22

wu23

Improved SSOR24
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�ó�bÆõ �ÂÏ ø ��õÀÖõ
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5 �ó�bÆõ �ÂÏ ø ��õÀÖõ

�þ�Ìì ø Óþ¤�ã� 1.1


 (À�±Þû ø ¥��) ��õ�¢ ýø¤ u(x) â��� .Àª�� üÖ�Ö� ¢Àä ×þ p � 1 À��î Âê : 1.1 ÓþÂã�

Âð� ,¢¤�¢ ÕÜã� Lp(
) ��

,Àª�� 1ÂþÁ� ù¥�À÷� â��� u (1

.Àª�� üû��µõ R
 ju(x)jpdx (2
ý�Ìê ×þ Lp(
) ùø�ã� ø ¢¤�¢ ÕÜã� Lp(
) �� 
 Â� ¤�À÷�Âî ø �µ¨��� â��� Âû �î À��î ����

.´¨� ý¤�¢Â�

ýø¤ ÍÖê ø Àª�� ùÀª ÓþÂã� 
 (À�±Þû ø ¥��) ��õ�¢ ýø¤ u â��� �î À��î Âê : 2.1 ÓþÂã�

u ÛÞ½õ �¤ K .Àª�� K ¤�µÆ� K À��î Âê .Àª�� ÂÔ¬Â�è 
 ¥� K Ûõ�ª ý��ä�Þ¹õÂþ¥

.Àª�� ù¢ÂÈê K Âð� ´¨� 
 ýø¤ 2ù¢ÂÈê ÛÞ½õ ý�¤�¢ u Ý�þ�ð .À�þ�ð

â ��� � ô�Þ � ý�Ìê .Àª� � IRn ¥� ¤�À ÷�Â î ø ¥� � ý��ä�Þ¹õÂ þ¥ 
 À� �î Âê : 3.1 ÓþÂã �

C1
0
(
) �� �¤ À�µÆû 
 ýø¤ ù¢ÂÈê ÛÞ½õ ý�¤�¢ ö�Èþ�ûÕµÈõ ø ¢�¡ �î ÂþÁ�ÕµÈõ ´þ�ú÷ü�

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷

Ý�û¢üõ ¤�Âì :ñ�·õ

�(x) =

8><>: exp( 1

x2�a2 ); jxj < a;

0; jxj � a;

.� 2 C1
0
(
) ù�Ú÷� ,b > a > 0 ö� ¤¢ �î 
 = (�b; b) ø

üÆþÀ÷� À�� ¢�Þ÷ �¤ üÔ�õ�÷ ¼�½¬ ¢�Àä� ¥� °�Âõ ý�ûüþ�� n ý�Þû ý�ä�Þ¹õ : 4.1 ÓþÂã�
Measurable function1

Compact support2
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ü�ãþ .Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ Z+
n �� ø ùÀ�õ�÷ 3

Z+
n = f� = (�1; �2; : : : ; �n) j �i 2 Z ; �i � 0g:

Ý�û¢üõ ¤�Âì � 2 Z+
n Âû ý�¥� ��

j�j = �1 + �2 + : : :+ �n:

Ý�û¢üõ ¤�Âì ,u = u(x1; x2; : : : ; xn) Âð� ß��»Þû

D�u =
@j�ju

@x�1
1
@x

�2
2
: : : @x�nn

:

ý�Î��¤ ¤¢ �î �¤ D�u â��� .Àª�� ÂþÁ�ñ�ÂÚµ÷� 
 Â� u â��� À��î Âê : 5.1 ÓþÂã�
Z


D�u(x) �(x) dx = (�1)j�j

Z


u(x) D��(x) dx; 8� 2 C1

0 (
);

.À�þ�ð u â��� ý� �±�Âõ 4Ó�ã® ÕµÈõ ,À�îüõ ëÀ¬

ö�Þû Ó�ã® ÕµÈõ ,Àª�� �µª�¢ üó�Þãõ ÕµÈõ â��� �î üµó�� ¤¢ ,�î Àþ¢ ö���üõ üð¢�¨ ��

.´¨� üó�Þãõ ÕµÈõ

ÕµÈõ �õ� ,¢¤�À÷ üó�Þãõ ÕµÈõ ÂÔ¬ ¤¢ ø ´¨� C[�1;1] �� ÕÜãµõ u(x) = jxj â��� :ñ�·õ

´¨� Âþ¥ �¤�¬ �� ö� Ó�ã®

u0 =

8><>: �1; �1 � x < 0;

+1; 0 � x � 1:

ù�Ú÷� , 2 C1
0
(�1;1) Ý��î Âê Âð� �î �Â�

Z 1

�1
u0  dx =

Z 0

�1
u0  dx +

Z 1

0

u0  dx = �
Z 0

�1
 dx+

Z 1

0

 dx:

Multi-index notaion3

Weak derivatives4



7 �ó�bÆõ �ÂÏ ø ��õÀÖõ

�î ¢�ªüõ ùÀþ¢ ,ǱÃ� �� ǱÃ� ýÂ�ðñ�ÂÚµ÷� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ñ��
Z 1

�1
u0  dx = (�1)1

Z 1

�1
u  0 dx:

x0 ø Àª�� � ¥Âõ �� n � 2 ,IRn ¥� ýÀ�±Þû ø ¥�� ý�ä�Þ¹õÂþ¥ 
 À��î Âê : 6.1 ÓþÂã�

Ý�û¢üõ ¤�Âì " > 0 ý�Â� .Àª�� � ýø¤ ù��¿ó¢ ý��ÎÖ÷

B(x0; ") = fx 2 IRn : jjx� x0jj < "g:

�� ö��µ� �¤ �TB(x0; ") ý�ãÎì �î Ý�û¢üõ ¤�Âì ý¤�Ï �¤ (�1; : : : ; �n) ��Êµ¿õ ù�Úµ¨¢

²�ó â��� ×þ f Âð� ,´¨� 5ýÃµ�ª ²�ó ¥Âõ ×þ � Ý�þ�ð .´ª�÷ �1 = f(�2; : : : ; �n) �¤�¬

�î ý¤�Ï �� Àª�� ¢���õ k Û·õ üµ��� ü�ãþ ,Àª�� Ãµ�ª

jf(�)� f(�)j � k j� � �j; 8� = (�2; : : : ; �n); 8� = (�2; : : : ; �n):

ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ø Ý�û¢üõ ö�È÷ Hm(
)�� �¤ m �±�Âõ 6Óó���¨ ý�Ìê : 7.1 ÓþÂã�

Ý��îüõ

Hm(
) = fu : D�u 2 L2(
); j�j � mg;

.´¨� u ý� �±�Âõ Ó�ã® ÕµÈõ ö�Þû D�u ö� ¤¢ �î

:¢Âî ÓþÂã� �¤ Âþ¥ üÜ¡�¢ �Â® ö���üõ Hm(
) ýø¤

(u; v)Hm(
) =
Z



X
j�j�m

D�u �D�v dx; 8u; v 2 Hm(
);

:(Óó���¨ ôÂ÷) À�î üõ ÓþÂã� Hm(
) ýø¤ Âþ¥ �¤�¬ �� üõÂ÷ üÜ¡�¢ �Â® ßþ�

k u k2Hm(
)= (u; u)Hm(
) =
Z



X
j�j�m

(D�u)2 dx;

Lipsechitzian boundary5

Sobolev Space6
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: ´ª�÷ ö���üõ ßþ�Â���� .H0(
) = L2(
) �î Ýþ¤�¢ ����

(u; v)Hm(
) =
X
j�j�m

(D�u;D�v)L2(
);

k u k2Hm(
) =
X
j�j�m

k D�u k2L2(
) :

Hm
0
(
) �� ,Àª�� ÂÔ¬ �� Â��Â� � ýø¤ D�u ø j�j � m� 1 �î Hm(
) ¥� üþ�Ìê Âþ¥ : ����

.¢�ªüõ ù¢�¢ ö�È÷

�î ý� c ¢¤�¢ ¢��ø v 2 H1
0
(
) Âû ý�Â� :( 7ºþ¤¢Âê � ù¤�Ø÷��� ýø�Æõ�÷ ) 1.1 ��Ìì

Z


rv � rv dx � c

Z


v2 dx:

. ]11[ �� ¢�ª á��¤ : ��±��

�î ´¨� ý�â��� ,V (ÍÜµ¿õ �þ) üÖ�Ö� ý¤�¢Â� ý�Ìê ýø¤ üÜ¡�¢ �Â® ×þ : 8.1 ÓþÂã�

¤¢ �î ¢�ªüõ ù¢�¢ ´±Æ÷ (x; y) (ÍÜµ¿õ �þ) üÖ�Ö� Âó�Ø¨� ,V ¤¢ y ø x ý�û¤�¢Â� ¥� �ø¥ Âû ��

:À�îüõ ëÀ¬ Âþ¥ Íþ�Âª

;x = 0 Âð� �ú�� ø Âð� (x; x) = 0 ßÞ® ¤¢ .(x; x) � 0 ø Àª�� üÖ�Ö� (x; x) (Óó�

;(x; �y) = �(x; y) ,� Âó�Ø¨� Âû ý�Â� (�

;(x; y + z) = (x; y) + (x; z) ,z 2 V Âû ý�Â� (�

.(x; y) = (y; x) (¢

�� V ¥� ´¨� ý�â��� V ÍÜµ¿õ �þ üÖ�Ö� ý¤�¢Â� ý�Ìê ýø¤ ý¤�¢Â� ôÂ÷ ×þ : 9.1 ÓþÂã�

À�î ëÀ¬ Âþ¥ Íþ�Âª ¤¢ �î ý¤�Ï �� IR
Poincare-Friedrichs7
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;x = 0 Âð� �ú�� ø Âð� kxk = 0 ùø�ã� .kxk � 0 ,x 2 V Âû ý�¥� �� ( Óó�

;k�xk = j�jkxk ,x 2 V ø � 2 =C Âû ý�¥� �� (�

.( ¶Ü·õ ýø�Æõ�÷) kx+ yk � kxk+ kyk ,x; y 2 V Âû ý�¥� �� (�

ý�Â � ´¨� üê�î .À �îüõ À� ó� � �¤ ôÂ ÷ ×þ ,ý¤�¢Â � ý�Ìê ×þ ýø¤ üÜ¡�¢ �Â® Âû

,üÎ¡Â±� ¤¢ ¢Â�¤�îÂ� ø ñø�Àµõ ý¤�¢Â� ý�ûôÂ÷ .k:k = (:; :)
1

2 Ý�û¢ ¤�Âì (:; :) üÜ¡�¢ �Â®
8¤ÀÜû ôÂ÷ ¥� ü¬�¡ ý�û´ó��

kxkp = (
nX

i=1

jxijp)
1

p ;

.À�þ�ðüõ ü¨À�Üì� ý¤�¢Â� ôÂ÷ ,Û¬�� ôÂ÷ �� ,p = 2 �î ü�¤�¬ ¤¢ .À�ª��üõ

üî�Ü� ÅþÂ��õ ¤¢ .À�ª�� ¼�½¬ ý¢�Àä� s ø r Ý��îüõ Âê : 10.1 ÓþÂã�

M =

0B@ Ar�r Cr�s

Rs�r Bs�s

1CA
Ý��îüõ ÓþÂã� ,À�ª�� ¢ÂÔ�õ�÷ B ø A �î ü�¤�¬ ¤¢

S = B � RA�1C; T = A� CB�1R:

.À�õ�÷üõ B ¤�ª ÛÞØõ ÅþÂ��õ �¤ S ø A9¤�ª ÛÞØõ ÅþÂ��õ �¤ T

�� M üî�Ü� ÅþÂ��õ §�Øãõ ù�Ú÷� ,À�ª�� ¢ÂÔ�õ�÷ ø¢ Âû S ø A Âð� ,ÓþÂã� ßþ� �� ���� ��

¢�� Àû��¡ Âþ¥ ÛØª0B@ A C

R B

1CA
�1

=

0B@ A�1 + A�1CS�1RA�1 A�1CS�1

�S�1RA�1 S�1

1CA :
Holder8

Schur complement matrix9
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À�ª�� ¢ÂÔ�õ�÷ ø¢ Âû T ø B Âð� ñ��0B@ A C

R B

1CA
�1

=

0B@ T�1 T�1CB�1

�B�1RT�1 B�1 +B�1RT�1CB�1

1CA :
Ýþ¤�¢ ,Àª ö��� �î ü��Ø÷ �� ���� �� M ÅþÂ��õ ¥� ü¬�¡ ý�û´ó�� ¤¢ Å�0B@ A 0

0 B

1CA
�1

=

0B@ A�1 0

0 B�1

1CA ;

0B@ A C

0 B

1CA
�1

=

0B@ A�1 �A�1CB�1

0 B�1

1CA :

ö� ý�±�¤ �¤ ÅþÂ��õ ×þ üÎ¡ÛÖµÆõ ý�ûÂÎ¨ �þ �ûö�µ¨ ¢�Àã� Â·î�À� : 11.1 ÓþÂã�

ö� ý�ûö�µ¨ �þ �ûÂÎ¨ ô�Þ� ù�ðÂû ,Ý�þ�ð ÂþÁ�§�Øãõ �¤ A üã�Âõ ÅþÂ��õ .À�þ�ð ÅþÂ��õ

.Àª�� 10 Ûõ�î ý�±�¤ ý�¤�¢ AÅþÂ��õ �f��Î¬� �þ À�ª�� üÎ¡ÛÖµÆõ

ø ù¢�� ö¤�Öµõ ÅþÂ��õ ù�ðÂû ,À�þ�ð (11SPD) ö¤�Öµõ ´±·õ ß�ãõ �¤ AÅþÂ��õ : 12.1 ÓþÂã�

Ý�ª�� �µª�¢ IRn ¤¢ x ÂÔ¬Â�è ¤�¢Â� Âû ý�¥� ��

xTAx > 0;

.À�þ�ð ö¤�Öµõ ´±·õ ß�ãõ �Þ�÷ �¤ A ,xTAx � 0 �î ü�¤�¬ ¤¢ ø

x 2 IRn ÂÔ¬�÷ ¤�¢Â� ø A ýùÄþø ¤�ÀÖõ ×þ �¤ � 2 C ,A ,n� nÅþÂ��õ ý�Â� : 13.1 ÓþÂã�

ù�ðÂû ,Ý�þ�ð � ýùÄþø ¤�ÀÖõ Â�Ñ÷ ýùÄþø ¤�¢Â� �¤

Ax = �x:

Full rank10

Symmetric Positive De�nite11
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�¤�¬ �� A ý�Ê¿Èõ ý��ÜÞ�À�� ,Àª�� n�n üã�Âõ ÅþÂ��õ ×þ A Âð� : 14.1 ÓþÂã�

p(�) = det(�I � A);

ßþ� ý�û�È þ¤ ø ´¨� n ý��¤¢ ¥� ý�� ÜÞ�À�� ×þ p �î À þ¢ ö�� �üõ .¢�ªüõ ÓþÂã �

.À÷�ªüõ ùÀ�õ�÷ A ýùÄþø Âþ¢�Öõ ý��ÜÞ�À��

"12üÔ�Ï á�ãª' �¤ ÕÜÎõ¤Àì ¶�� ¥� A ÅþÂ��õ ýùÄþø ¤�ÀÖõ ßþÂµð¤Ã � : 15.1 ÓþÂã�

ü�ãþ ,À�û¢üõ ö�È÷ �(A) �� ø À�þ�ð AÅþÂ��õ

�(A) = max
�2�(A)

j�j;

.´¨� AÅþÂ��õ ýùÄþø Âþ¢�Öõ ô�Þ� ý�ä�Þ¹õ �(A) ö� ¤¢ �î

ø =Cn ýø¤ ý¤�¢Â � ôÂ ÷ × þ k:k À � � î Â ê :(ü þ� Ö ó� ôÂ ÷ � þ ü ã � ± Ï ôÂ ÷) 16.1 Ó þÂ ã �

ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ý¤�¢Â� ôÂ÷ ßþ� �� ÂÒ��µõ üã�±Ï ôÂ÷ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� A 2 =Cm�n

¢�ªüõ

kAk = max
kxk=1

kAxk = max
x6=0

jjAxjj
jjxjj :

,´¨� ¢���õ ¤�À÷�Âî ø �µÆ� ý�û�ä�Þ¹õ ýø¤ �µ¨��� â���� ÝÞ���õ ø ÝÞþÃî�õ �î ßþ� �� ���� ��

.¢�ªüõ ß�ÞÌ� kAk ¢��ø

¥� \´ê�Øª"×þ �¤ A = M �N �¤�¬ ßþ� ¤¢ .M;N 2 IRn�n À��îÂê :17.1 ÓþÂã�

.Àª�� ¢ÂÔ�õ�÷ M ù�ðÂû ,Ý�þ�ð A

Spectral radius12


