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  قدرداني و تشكر

  

. اي را كه زبان از عنايت شكرش قاصر است و خرد در ژرفاي معرفتش عاجزگويم يگانهحمد و سپاس مي

حال كه با . رساندن اين دوره ياري نمود كران خويش مرا در به پايان او كه مهربان است و با لطف بي

عزيزاني كه مرا در اين راه ياري مي ادانم از تمياري خداوند اين دوره به پايان رسيده، بر خود واجب مي

  .رساندند تشكر و قدرداني نمايم

  

دريغشان در لحظه لحظه زندگي و دعاي خيرشان كه هاي بينخست از پدر و مادر عزيزم براي حمايت

  .زنمكنم و بر دستان پاكشان بوسه ميام بوده قدرداني ميهمواره بزرگترين سرمايه زندگي

  

موقع به هايها و راهنماييها، پيگيريتشويقبا رم جناب آقاي دكتر اردوخاني كه از استاد راهنماي بزرگوا

  . كمال سپاس و قدرداني را دارم نامه مرا ياري نمودندثمر رسيدن اين پاياندر به خود

  

مند شدم تشكر همچنين از استاد ارجمندم جناب آقاي دكتر شاهرضايي كه از مشاوره سودمندشان بهره

  .نمايممي

  

باعث افتخار من است كه جناب آقاي دكتر بابليان به عنوان داور خارجي قبول زحمت نموده و در جلسه 

  .خاطر نظرات ارزنده و مفيدشان بسيار متشكرم از ايشان به. نامه من شركت نمودنددفاع از پايان

  

نامه را تقبل ابي پايانكه زحمت مطالعه و ارزشيبه عنوان داور داخلي علاوه برآن از خانم دكتر تجويدي 

 .نمايمصميمانه تشكر مي ،شركت نمودندفرمودند و در جلسه دفاعيه 



        

        

        قديم بهقديم بهقديم بهقديم بهتتتت

  

   مهربان و بزرگوارمپدر و مادر 

خود را  ،دوران تحصيل در طول زندگي و پيمودن نشيب و فرازهايكه 

  ،است منو وجودشان مايه آرامش و دلگرمي  دانمها ميمديون آن

  

        برادرانم  

        كه مظهر محبت و ياري هستند 

  

   و

        .بشريت در تلاشندتعليم و تعلم  برايتمام كساني كه صادقانه 
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چکیده

پایه اساس بر معادلات از رده چند جواب پیدا�کردن برای کارا عددی روش�های پایان�نامه این در
معادلات خطی، دیفرانسیل معادله شده، مطرح معادلات می�شود. ارائه برنشتاین چندجمله�ای�های
غیر�خطی و خطی ولترای انتگرال معادلات و غیر�خطی و خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال
برنشتاین چندجمله�ای�های عملیاتی ماتریس�های از استفاده روش�ها، این در اصلی ایده می�باشند.
C آن در (که CTB(t) صورت به را موردنظر معادله جواب نخست منظور، بدین می�باشد.
بکارگیری با سپس و زده تقریب می�باشد) برنشتاین پایه بردار B(t) و مجهول ضرایب بردار
یک با که هم�ارز ماتریسی معادله یک به را معادله این چندجمله�ای�ها، این عملیاتی ماتریس�های
این جواب می�کنیم. تبدیل دارد، مطابقت برنشتاین مجهول ضرایب با جبری معادلات از دستگاه
عددی مثال تعدادی روش هر انتهای در می�دهد. بدست را C ضرایب بردار ماتریسی معادله
این حل برای موجود روش�ها�ی دیگر از آمده بدست عددی نتایج با آن�ها نتایج و می�شود ارائه

می�شود. مقایسه معادلات
، ϕ(t) برنشتاین (هایبرید) چندمقیاسی توابع پایه بردار با B(t) پایه بردار تعویض با همچنین،
همان و می�بریم بکار نیز وغیرخطی خطی فردهلم انتگرال معادلات حل برای را یاد�شده روش�های
مورد نیز برنشتاین چندمقیاسی توابع پایه با نمودیم حل برنشتاین پایه با نخست که را معادلاتی

می�نماییم. مقایسه هم با را پایه دو از حاصل نتایج و می�دهیم قرار مطالعه

دیفرانسیل، معادله برنشتاین، چندمقیاسی توابع برنشتاین، چندجمله�ای کلیدی: واژه�های
عملیاتی ماتریس انتگرال، عملیاتی ماتریس غیرخطی، خطی، ولترا، فردهلم، انتگرال، معادله

دوگان. عملیاتی ماتریس حاصلضرب،

ب



مطالب فهرست

١ پیش�نیازها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی آنالیز در پایه مفاهیم ١.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات ٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات تقسیمبندی ١.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسی و برداری نرم�های ٣.١

١٣ انتگرال-دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات تحلیلی حل ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی انتگرال معادلات ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . خطی فردهلم انتگرال معادلات ١.١.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . خطی ولترای انتگرال معادلات ٢.١.٢
٢٨ . . . . . . . . . . خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات ٣.١.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطی انتگرال معادلات ٢.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . غیرخطی فردهلم انتگرال معادلات ١.٢.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . غیرخطی ولترای انتگرال معادلات ٢.٢.٢

۴۴ برنشتاین چندمقیاسی توابع و برنشتاین چندجمله�ای�های عملیاتی ماتریس�های ٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های ١.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های ویژگی�های ١.١.٣

آن�ها بین ارتباط اساس بر برنشتاین چندجمله�ای�های عملیاتی ماتریس�های ٢.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلور چندجمله�ای�های و

پ



ت مطالب فهرست

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلور چندجمله�ای�های ١.٢.٣
۵١ . . . . . . . . تیلور پایه حسب بر برنشتاین چندجمله�ای بسط ٢.٢.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع تقریب ٣.٢.٣
۵۶ . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های انتگرال عملیاتی ماتریس ۴.٢.٣
۶٠ . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های مشتق عملیاتی ماتریس ۵.٢.٣
۶٣ . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های حاصلضرب عملیاتی ماتریس ۶.٢.٣

و آن�ها بین ارتباط اساس بر برنشتاین چندجمله�ای�های عملیاتی ماتریس�های ٣.٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای�های

۶۶ . . . . . . . . . برنشتاین پایه�ای توابع حسب بر توابع تقریب ١.٣.٣
۶٧ . . . . . . . انتقال�یافته لژاندر چندجمله�ای�های متعامد سیستم ٢.٣.٣
۶٩ . . . . . . . بالعکس و لژاندر پایه حسب بر برنشتاین پایه بسط ٣.٣.٣
٧۴ . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های انتگرال عملیاتی ماتریس ۴.٣.٣
٧۴ . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های حاصلضرب عملیاتی ماتریس ۵.٣.٣
٧۶ . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های دوگان عملیاتی ماتریس ۶.٣.٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برنشتاین چندمقیاسی توابع ۴.٣
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع تقریب ١.۴.٣
٨٣ . . . . . . . . برنشتاین چندمقیاسی توابع عملیاتی ماتریس�های ٢.۴.٣

٨٩ انتگرال-دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات عددی حل ۴
٨٩ . . . . . . . . . . . برنشتاین چندجمله�ای�های از استفاده با معادلات حل ١.۴
٩٠ . . . . . . . . . . . . . خطی دیفرانسیل معادلات حل روش ١.١.۴
٩۵ . . . . . . . دوم نوع خطی فردهلم انتگرال معادلات حل روش ٢.١.۴
٩٨ . . . . . . . . . همرشتاین فردهلم انتگرال معادلات حل روش ٣.١.۴
١٠۵ . . دوم نوع خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل روش ۴.١.۴
١٠٨ . . . . غیرخطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل روش ۵.١.۴
١١٢ . . . . . . . دوم نوع خطی ولترای انتگرال معادلات حل روش ۶.١.۴
١١۶ . . . . . . . . . همرشتاین ولترای انتگرال معادلات حل روش ٧.١.۴
١١٩ . . . . . . . . . . برنشتاین چندمقیاسی توابع از استفاده با معادلات حل ٢.۴



ث مطالب فهرست

١١٩ . . . . . . . دوم نوع خطی فردهلم انتگرال معادلات حل روش ١.٢.۴
١٢٢ . . . . . . . . . همرشتاین فردهلم انتگرال معادلات حل روش ٢.٢.۴

١٢٩ کتابنامه

١ انگلیسی به فارسی نامه واژه الف�

۶ فارسی به انگلیسی نامه واژه ب



مقدمه

نموده�اند. جلب خود به را محققین از بسیاری توجه ١ برنشتاین چندجمله�ای�های اخیر سال�های در
گرفته بکار متفاوت تقریبی روش�های از استفاده با گوناگون معادلات حل برای چندجمله�ای�ها این
معادلات ، [٢ ،١] فردهلم انتگرال معادلات حل برای برنشتاین چندجمله�ای�های مثال، برای شده�اند.
استفاده مورد [٨] انتگرال-دیفرانسیل معادلات و [۴-٧] دیفرانسیل معادلات ، [٣] ولترا انتگرال
رده�های جواب تعیین برای متعددی عددی و تحلیلی روش�های ریاضیات علم در گرفته�اند. قرار
آسان معمولاً تحلیلی صورت به معادلات این حل آن�جایی�که از دارد. وجود معادلات از گوناگونی
پایان�نامه، این در می�شود. استفاده معادلات این حل برای عددی روش�های از غالباً لذا نمی�باشد،
پایه در دقیق جواب به تقریبی جواب گرایش با معادلات از رده چند حل برای عددی روش�های
معادلات خطی، دیفرانسیل معادله شده، مطرح معادلات می�شود. ارائه برنشتاین چندجمله�ای�های
غیر�خطی و خطی ولترای انتگرال معادلات و غیر�خطی و خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال
این عملیاتی ماتریس�های بکارگیری کار محور می�شود، ارائه که روش�هایی تمامی در می�باشند.

شده�اند. ساخته طریق دو به تاکنون عملیاتی ماتریس�های این چندجمله�ای�هاست.
٣ اشمیت گرام متعامد�سازی فرآیند از استفاده با نخست [۶] همکارانش و ٢ سینف آمیت
چندجمله�ای� این انتگرال ماتریسعملیاتی سپس و نمودند یکه متعامد را برنشتاین چندجمله�ای�های
بر�حسب برنشتاین چندجمله��ای�های بسط از استفاده با [٧] بهروزیفر و یوسفی نمودند. محاسبه را ها
چندجمله�ای�ها این دوگان و حاصلضرب انتگرال، عملیاتی ماتریس��های ساخت به موفق تیلور پایه

شدند.
بر�حسب برنشتاین چندجمله�ای�های بسط از استفاده با و فوق ایده به توجه با پایان�نامه این در

١Bernstein
٢Amit K. Singh
٣Gram-Schmidt

ج



چ مطالب فهرست

کاهش بسط، این از استفاده اصلی علت می�شوند. ارائه مذکور عملیاتی ماتریس�های [٩] لژاندر پایه
عملیاتی ماتریس روش این در است. انتگرال عملیاتی ماتریس محاسبه در به�ویژه محاسبات، حجم

می�شود: محاسبه می�باشند، بسته فرم دارای که زیر ماتریس سه حاصل�ضرب از انتگرال
لژاندر، به برنشتاین پایه تبدیل ماتریس (١

،[۰, ۱] بر یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های انتگرال عملیاتی ماتریس (٢
برنشتاین. به لژاندر پایه تبدیل ماتریس (٣

در لذا می�باشند، یکدیگر معکوس (٣) و (١) بند ماتریس�های که است ضروری نکته این ذکر
را انتگرال عملیاتی ماتریس می�توان بسته فرم با ماتریس دو حاصل�ضرب از استفاده با عمل
پیش بند در شده مطرح معادلات حل برای آن�ها از ماتریس�ها این محاسبه از پس نمود. محاسبه
سیستم�هایی به را معادلات گونه این که است آن تکنیک، این اصلی مشخصه می�گیریم. بهره
این در می�دهد. کاهش را محاسبات حجم شگفت�آوری بطور و کرده تبدیل جبری معادلات با
ارائه آن�ها عملیاتی ماتریس�های و شده معرفی برنشتاین چندمقیاسی توابع همچنین پایان�نامه،
پایه این بر�حسب بسط روش با همرشتاین و خطی فردهلم انتگرال معادلات سپس . [١٠] شده�اند
موجود روش�های از برخی به این�جا در شده�اند. حل توابع این عملیاتی ماتریس�های بکارگیری و

می�کنیم. اشاره پژوهش این در شده مطرح معادلات حل برای
۴ لین-امدن نوع از دیفرانسیل معادلات حل برای لژاندر موجک�های روش از [١١] یوسفی
برای را چبیشف موجک�های انتگرال عملیاتی ماتریس� [١٢] فتاح�زاده و بابلیان است. کرده استفاده
سری روش ترتیب به همکارانش و ۵ یالسینباس [١۴] و [١٣] در برده�اند. بکار معادلات این حل
[١۵] ٧ تامی و ۶ لپیک داده�اند. پیشنهاد خطی فردهلم انتگرال معادلات برای را لژاندر و لاگر
غیرخطی فردهلم انتگرال معادلات ٨ هار موجک روش از استفاده با [١۶] شاهسواران و بابلیان و
ماتریس از استفاده روش و ١١ سزر و ١٠ کرت توسط ٩ تیلور روش دادند. قرار بحث مورد را

۴Lane-Emden
۵Yalcınbas
۶Lepik
٧Tamme
٨Haar
٩Taylor

١٠Kurt
١١Sezer



ح مطالب فهرست

معادلات حل برای [١٨] و [١٧] در ١٣ شوفنگ و ١٢ دانفو توسط CAS موجک�های عملیاتی
توابع از استفاده با معادلات این غیرخطی نوع است. شده ارائه خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل
-اسپلاین B موجک�های و پیمایش توابع از استفاده با و ١۴ نیوتن-کاتس گره�های همراه به والش
به [٢٢] و [٢١] در گرفته�اند. قرار بررسی مورد [٢٠] و [١٩] در آن�ها دوگان توابع و متعامد نیمه
بکار خطی ولترای انتگرال معادلات حل برای سینک هم�محلی و لژاندر موجک روش�های ترتیب
در مثلثاتی توابع و والش توابع روش�های از استفاده با معادلات این غیرخطی نوع است. شده برده

شده�اند. واقع بحث مورد [٢۴] و [٢٣]
حقیقی آنالیز از مقدماتی اول، فصل در است. گردیده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این
برخی تحلیلی حل دوم، فصل در می�گردد. ارائه است بعدی فصل�های نیاز مورد که عددی و
ماتریس�های سوم، فصل در می�شوند. معرفی انتگرال-دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات از
ارائه برنشتاین چندمقیاسی توابع و برنشتاین چندجمله�ای�های دوگان و حاصلضرب انتگرال، عملیاتی
ارائه با و کرده بیان را معادلات از دسته چند عددی حل روش�های چهارم، فصل در می�شوند.
دیگر با معادلات این حل از موجود نتایج با و می�دهیم قرار ارزیابی مورد را روش عددی مثال�های

می�نماییم. مقایسه روش�ها

١٢Danfu
١٣Xufeng
١۴Newton-Cotes



١ فصل

پیش�نیازها

بیان را [٢٧] عددی آنالیز و [٢۶ ،٢۵] حقیقی آنالیز از مهم قضایای و تعاریف برخی فصل این در
هستند. نیاز مورد بعدی فصل�های در موجود مفاهیم بهتر درک برای که می����کنیم

حقیقی آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

از: است متشکل (خطی) برداری فضای یک .١.١.١ تعریف
اسکالرها، از F میدان یک (١

بردارها، به�نام (V, +) آبلی گروه یک (٢
اصول در که اسکالر ضرب به�نام σ(α, x) = αx ضابطه با σ : F × V → V نگاشت یک (٣

می�کند. صدق زیر موضوعه
i)∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V ; α (x+ y) = αx+ α y,

ii) ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V ; (α+ β)x = αx+ βx,

iii) ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V ; (αβ) x = α (β x),

iv)∀x ∈ V ; ۱. x = x.

آبلی گروه در جمع عمل می�نامیم. F میدان روی برداری فضای یک را V بالا تعریف در
F = C اگر و حقیقی برداری فضای را V آن�گاه F = R اگر می�نامیم. برداری جمع را (V, +)

گوییم. مختلط برداری فضای را V آن�گاه

١



٢ پیش�نیازها .١ فصل

میدان یک F گیریم :( F [x] نماد (با F میدان روی بر چندجمله�ای توابع فضای .١.١.١ مثال
می�کنیم: فرض باشد.

V =
{
a۰ + a۱x+ a۲x

۲ + · · · + anx
n | ai ∈ F, ۰ ≤ i ≤ n, n ∈ N

}
.

و g(x) =
m∑
i=۰
bix

i و f(x) =
n∑

i=۰
aix

i کنید فرض ، c ∈ F و f(x), g(x) بردار دو برای
می�کنیم: تعریف صورت این در . m ≥ n

h(x) = f(x) + g(x) =
n∑

i=۰
(ai + bi)x

i +
m∑

i=n+۱
bix

i,

cf(x) =
n∑

i=۰
caix

i.

می�باشد F روی برداری فضای یک شده تعریف ضرب و جمع تحت V ، ١.١.١ تعریف به توجه با
می�دهیم. نمایش P [F ] یا F [x] با و

محدب را S ⊆ V مجموعه باشد. حقیقی برداری فضای یک V کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
هرگاه: گوییم

∀x, y ∈ S, ∀t ∈ [۰, ۱]; (۱ − t) x+ t y ∈ S.

باشد. واقع S در y و x واصل خط پاره روی نقطه هر دیگر، عبارت� به�

یک را V از W زیر�مجموعه باشد. F روی برداری فضای یک V کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
یک ، V روی اسکالری ضرب و برداری جمع اعمال با خودش W گاه هر می�نامیم V زیر�فضای

باشد. F روی برداری فضای

به�ازای�هر که صورتی در گوییم، (نرمیده) دار نرم فضای یک را V برداری فضای .۴.١.١ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته وجود می�شود، نامیده x نرم که ∥x∥ نامنفی و حقیقی عدد x ∈ V

i) ∀x, y ∈ V ; ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ,

ii) ∀x ∈ V, ∀α ∈ F ; ∥αx∥ = |α| ∥x∥ ,

iii)∀x ∈ V ; ∥x∥ = ۰ ⇒ x = ۰.



٣ پیش�نیازها .١ فصل

∥x∥p = (|x۱|p + · · · + |xn|p)
۱
p و p ≥ ۱ آن در که

(
Rn, ∥ . ∥p

)
فضای .٢.١.١ مثال

است. نرم�دار فضای یک

d(x, y) = ∥x− y∥ باشیم داشته x, y ∈ V هر برای و باشد نرم�دار فضای یک V اگر
یک نرم�دار فضای هر بنابراین گوییم. نرم به�وسیله شده القا متری فضای یک را (V, d) آن�گاه

است. متری فضای

هرگاه: (xn → x) گوییم همگرا x به V نرم�دار فضای در را {xn}∞n=۰ دنباله .۵.١.١ تعریف

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ۰.

هرگاه: گوییم کشی١ V نرم�دار فضای در را {xn}∞n=۰ دنباله .۶.١.١ تعریف

∀ ε > ۰, ∃N, ∀m, n ∈ z+, (m, n > N ⇒ ∥xn − xm∥ < ε).

باشد. همگرا V در کشی دنباله هر هرگاه گوییم کامل را (V, d) متری فضای .٧.١.١ تعریف

متر با (V, d) متری فضای هرگاه گوییم باناخ٢ فضای یک را V نرم�دار فضای .٨.١.١ تعریف
باشد. کامل متری فضای یک می�شود)، القا نرم به�وسیله که (متری متعارف

را X زیر�مجموعه�های از M خانواده باشد. غیر�تهی مجموعه یک X کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
هرگاه: گوییم جبر یک

باشد)، بسته اجتماع عمل تحت M ) باشد M در M عضو دو هر اجتماع (١
باشد. M در M عضو هر متمم (٢

حقیقت در باشد. بسته شمارا اجتماع تحت هر�گاه گوییم -جبر σ یک Mرا جبر .١٠.١.١ تعریف
گوییم. -جبر σ یک را M آن�گاه m =

∞∪
i=۱

mi ∈M اگر ، {mi}∞i=۱ ⊆M کنیم فرض

(X, M) زوج باشد، X روی -جبر σ Mیک و غیر�خالی مجموعه یک X اگر .١١.١.١ تعریف
گوییم. اندازه�پذیر فضای یک را

١Cauchy
٢Banach



۴ پیش�نیازها .١ فصل

حقیقی تابع یک f : X → R∗ و اندازه�پذیر فضای یک (X, M) کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
، R در O باز زیر�مجموعه هر به�ازای هر�گاه گوییم اندازه�پذیر تابعی را f باشد. یافته توسعه

.f−۱(O) ∈M یعنی باشد اندازه�پذیر M به نسبت X در f−۱(O) مجموعه

اندازه�پذیری توابع تمام مجموعه صورت این در ، ۰ < p < ∞ کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف
به گوییم. Lp(X) فضای را (

∫
X
|f(t)|pdt < ∞ ) باشد انتگرال�پذیر |f(t)|p که f مانند

دیگر: عبارت

Lp(X) =

{
f |f : X → C : پذیر اندازه f,

∫
X

|f(t)|pdt <∞
}
.

f ∈ Lp و p ≥ ۱ هر ازای به است. برداری فضای یک Lp که داد نشان توان می به�آسانی
می�کنیم: تعریف

∥f∥p =

{∫
X

|f(t)|pdt
} ۱

p

,

صدق نرم شرایط در نرم این که داد نشان می�توان به�آسانی گوییم. f -نرم Lp را ∥f∥p عدد و
می�کند.

در
∞∑

n=۰
xn سری گوییم باشد. X نرم�دار فضای در دنباله�ای {xn}∞n=۰ اگر .١۴.١.١ تعریف

می�نویسیم صورت این در باشد. همگرا x به Sn =
n∑

i=۰
xi دنباله هرگاه است x به همگرا X

باشد. همگرا
∞∑

n=۰
∥xn∥ هرگاه گوییم همگرا مطلقاً را

∞∑
n=۰

xn سری .
∞∑

n=۰
xn = x

سری هر که است آن باشد، کامل X نرم�دار فضای آن�که برای کافی و لازم شرط .١.١.١ قضیه
باشد. همگرا فضا این در همگرا مطلقاً

است. کامل (۱ ≤ p ≤ ∞) ، Lp فضای ( ٣ (ریز-فیشر .٢.١.١ قضیه

است کامل نرم�دار فضای یک ۱ ≤ p ≤ ∞ به�ازای Lp فوق، قضایای به توجه با به�این�ترتیب
است. باناخ فضای یک ۱ ≤ p ≤ ∞ به�ازای Lp پس

٣Riesz-Fischer



۵ پیش�نیازها .١ فصل

یعنی ، L۲(X) خاص حالت در

L۲(X) =

{
f |f : X → C : پذیر اندازه f,

∫
X

|f(t)|۲dt <∞
}
,

نرم با

∥f∥۲ =

{∫
X

|f(t)|۲dt
} ۱

۲

,

است. باناخ فضای یک

یک هرگاه گوییم ضرب�داخلی فضای یک را X (حقیقی) مختلط خطی فضای .١۵.١.١ تعریف
وجود�داشته�باشد می�دهیم، نشان ⟨ . , . ⟩ نماد با را آن که X × X روی (حقیقی) مختلط تابع

باشیم: داشته α ∈ C هر و x, y, z ∈ X هر برای به�طوری�که
i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ ,

ii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

iii) ⟨αx, y⟩ = α ⟨x, y⟩ ,

iv) ⟨x, x⟩ = ۰ ⇔ x = ۰, ⟨x, x⟩ ≥ ۰.

می�شود. نامیده y و x ضرب�داخلی ⟨x, y⟩ آن�گاه

نمایش ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ به�وسیله که می�کند تعریف نرم یک X روی ضرب�داخلی یک
می�شود: تعریف زیر ضابطه با X روی متر یک به�همین�ترتیب و می�شود داده

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√

⟨x− y, x− y⟩.

داریم: x, y ∈ X هر برای آن�گاه باشد، ضرب�داخلی فضای یک X کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف
،|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ . ∥y∥ شوارتز۴ - کشی نامساوی (١

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ مثلثی نامساوی (٢
.∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲∥x∥۲ + ۲∥y∥۲ الاضلاع متوازی اتحاد (٣

⟨ . , . ⟩ ضرب�داخلی یک هرگاه گوییم هیلبرت۵ فضای یک را H باناخ فضای .١٧.١.١ تعریف

۴Cauchy-Schwartz
۵Hilbert



۶ پیش�نیازها .١ فصل

. ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ ، x ∈ H به�ازای�هر به�طوری�که باشد شده تعریف H روی

تعریف ∥x∥۲ =
{∫ b

a
|x(t)|۲dt

} ۱
۲ به�وسیله که نرمی با L۲[a, b] فضای مثال، عنوان به

تعریف ⟨x, y⟩ =
∫ b

a
x(t)y(t) dt به�وسیله آن ضرب�داخلی استکه هیلبرت یکفضای می�شود،

باشند، مختلط مقدار با توابعی y(t) و x(t) اگر و باشند حقیقی توابع y(t) و x(t) هر�گاه می�شود،
می�شود: تعریف چنین ضرب�داخلی

⟨x, y⟩ =

∫ b

a

x(t)y(t) dt.

گوییم عمود را فضا این از y عضو بر X ضرب�داخلی فضای یک از x عضو .١٨.١.١ تعریف
A بر x گوییم ، A, B ⊆ X اگر همچنین می�دهیم. نمایش x⊥y با را آن و ⟨x, y⟩ = ۰ هر�گاه
و A گوییم و x⊥a باشیم داشته a ∈ A به�ازای�هر هر�گاه ، x⊥A می�دهیم نمایش و است عمود

.a⊥b باشیم داشته b ∈ B هر و a ∈ A به�ازای�هر هر�گاه عمودند، هم بر B

مجموعه تعریف، به بنا باشد. H هیلبرت فضای زیرفضای یک F کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف
هرگاه: گوییم F متعامد مکمل را F⊥

F⊥ = {x ∈ H | x ⊥ F}.

است. H بسته زیر�فضای F⊥ آنگاه باشد، H هیلبرت فضای زیر�فضای یک F اگر .٣.١.١ قضیه

باشد، بسته F اگر باشد. H هیلبرت فضای زیر�فضای F کنیم فرض ( ۶ (ریز .۴.١.١ قضیه
.F ⊕ F⊥ = H آن�گاه

هرگاه: گوییم متعامد را A ⊂ X .٢٠.١.١ تعریف

∀x, y ∈ A, ⟨x, y⟩ =

 ۰, x ̸= y,

α > ۰, x = y.

گوییم. نرمال یا یکه متعامد را A مجموعه ، ∥x∥ = ۱ باشیم داشته x ∈ A برای�هر اگر

۶Riesz



٧ پیش�نیازها .١ فصل

و باشد X ضرب�داخلی فضای از یکه متعامد زیر�مجموعه یک A اگر .۵.١.١ قضیه
آن�گاه باشند A از متمایزی عناصر x۱, x۲, · · · , xn

∀ y ∈ X,
n∑

k=۱

|⟨y, xk⟩|۲ ≤ ∥y∥۲.

آن�گاه: ، y ∈ X و باشد X ضرب�داخلی فضای از یکه متعامد زیر�مجموعه� A اگر .۶.١.١ قضیه
است. شمارش�پذیر {x ∈ A | ⟨y, x⟩ ̸= ۰} (١
بسل٧). (نامساوی ∑

x∈A

|⟨y, x⟩|۲ ≤ ∥y∥۲ (٢

سری آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای از یکه متعامد زیر�مجموعه یک A اگر .٧.١.١ قضیه
همگراست. جملات، ترتیب از مستقل ∑

x∈A

⟨y, x⟩x ٨ فوریه

Xباشد. از یکه متعامد زیر�مجموعه A و ضرب�داخلی فضای Xیک کنیم فرض .٢١.١.١ تعریف
باشیم: داشته y ∈ X به�ازای�هر هرگاه گوییم X برای یکه متعامد پایه یک را A آن�گاه

y =
∑
x∈A

⟨y, x⟩x.

گوییم باشد. X از زیر�مجموعه�ای A و ضرب�داخلی فضای یک X کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف
هر�گاه: است کامل A

A⊥ = {y ∈ X | ⟨x, y⟩ = ۰ ∀x ∈ A} = {۰}.

زیر شرایط آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای از یکه متعامد زیر�مجموعه یک A اگر .٨.١.١ قضیه
هستند: معادل

پارسوال٩). (اتحاد ∑
x∈A

|⟨y, x⟩|۲ = ∥y∥۲ داریم، y ∈ X به�ازای�هر (١
است. کامل A (٢

است. H برای یکه متعامد پایه یک A (٣
٧Bessel
٨Fourier
٩Parseval



٨ پیش�نیازها .١ فصل

باشد، H هیلبرت فضای از کامل یکه متعامد زیرمجموعه یک A اگر قبل قضیه به توجه با
سری که داد بسط y =

∑
x∈A

⟨y, x⟩x فوریه سری به�صورت می�توان را y ∈ H عنصر هر آن�گاه
است. y به همگرا مذکور فوریه

هرگاه: گوییم وزن تابع یک [a, b] بر را w تابع .٢٣.١.١ تعریف
باشد، نامنفی (a, b) بر w (١

باشد، انتگرال�پذیر [a, b] بر w (٢
نباشد. صفر با متحد (a, b) بدیهی غیر بازه زیر هیچ بر w (٣

را w وزن تابع به نسبت ضرب�داخلی اینک کردیم، تعریف را ضرب�داخلی L۲[a, b] در قبلاً
می�کنیم: تعریف زیر صورت به

⟨x, y⟩ =

∫ b

a

w(t)x(t)y(t) dt.

هیچ هرگاه گوییم کامل نرمال متعامد دستگاه یک را {fi} نرمال متعامد دستگاه .٢۴.١.١ تعریف
به�عبارت�دیگر: باشد. نداشته وجود آن از وسیع�تر نرمال متعامد دستگاه

∃ f, ∀ i, ⟨f, fi⟩ = ۰ → f = ۰.

و باشند L۲(a, b) در (یکه) نرمال متعامد توابع از دنباله�ای fn, ..., f۲, f۱اگر .٩.١.١ قضیه
و است مینیمم

∥∥∥∥f −
n∑

i=۱
αifi

∥∥∥∥ که هست ,αnی ..., α۲, α۱ آن�گاه ، f ∈ L۲(a, b) همچنین

گوییم. f مربعات کمترین تقریب
n∑

i=۱
αifi به

هستند. خطی مستقل متعامد توابع دنباله ضرب�داخلی، فضای هر در .١٠.١.١ لم

انتگرال معادلات ٢.١

. [٢٨] می�دهیم ارائه را انتگرال معادلات از اولیه تعاریف بخش این در


