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چൊیده
بارزترین م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را BCK-جبرها و BCI-جبرها بین تفاوت�های از ͳبعض نامه پایان این در

تش΋یل را p-نیمساده زیرجبرهای BCI-جبرها، در عناصر این که است مینیمال عناصر تعداد و وجود روی آن�ها، تفاوت

در و هستند زیرجبر ایده�آل�ها تمام BCK-جبر در که است ایده�آل�هایشان بودن زیرجبر در آن�ها، دیΎر تفاوت م�ͳدهند.

BCI-جبرها در پوچتوان عناصر مفهوم وجود م�ͳگردد. تعریف بسته ایده�آل مفهوم BCI-جبر در آن با متناظر مقابل

و ͳمعرف را ͳالحاق گروهوارهای تفاوت�ها، این به توجه با سپس م�ͳکند. ایجاد را k-پوچ رادی΋ال و پوچ رادی΋ال

م�ͳکنیم. ͳبررس را آن خواص

S شرط با BCI-جبرهای پوچتوان، عنصر بسته، ایده�آل مینیمال، عنصر کليدی: کلمات

ب
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مقدمه

دو ٢ ͳایمای و ١ ͳایزاک �توسط ١٩۶۶ سال در مͳگویند، ��مختصرB-جبـر طور به که را �BCI-جبـر �و �BCK-جبـر

گرفت. ش΋ل ͳژاپن ریاض�����ͳدان

نظریه در است. مجموعه�ها نظریه پایه بر منشأ اولین است، گرفته سرچشمه متفاوت منشأ دو از B-جبرها ساختار

منت; عمل سه این از ͳبول جبرهای که طوری به دارد وجود تفاضل و اشتراک اجتماع، بنیادی عمل سه مجموعه�ها

یا اجتماع عمل�های از ͳ΋ی فقط ͳبررس با و م�ͳکنند ایجاد را توزی΄�پذیر مشب΋ه�های اشتراک، و اجتماع عمل شده�اند.

طور به ͳایزاک از قبل تا نیز مجموعه�ها تفاضل م�ͳشویم. هدایت ͳپایین نیم�مشب΋ه�های یا ͳبالای نیم�مشب΋ه�های به اشتراک

بود. نΎرفته قرار مبسوط ͳبررس مورد جبری

داریم: شـمول، رابطه گرفتن نظر در با مجموعه�ها نظریه در

(A−B)− (A− C) ⊆ (C −B)

A− (A−B) ⊆ B

در گزاره�ها جبر از برگرفته BCI-جبـرها، ایجاد منشأ دومین است. شده BCK-جبرها تعریف منشأ رابطه�ها این و

داریم: گزاره�ها، جبر در مثال عنوان به است. Έکلاسی منطق

(p→ q) → ((q → r) → (p→ r))

p→ ((p→ q) → q)

١K.Iseki

٢Y.Imai

ه�



درست همیشه گزاره�ی و ͳته مجموعه هم�چنین و کنیم تعریف را p→ q = q ∗ p و A−B = A ∗B رابطه�های اگر

م�ͳکند: صدق زیر اصول در فوق رابطه�های آن�گاه دهیم، نمایش ”۰” با را

((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ x) = ۰

(x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = ۰

هستند: زیر قرار از که م�ͳآید، بدست K و I و C و B ͳمنطق گزاره�های ترکیب از BCK و BCI نام دو

B (z → x) → ((y → z) → (y → x))

C (y → (z → x)) → (z → (y → x))

K x→ (y → x)

I x→ x

ͳتعمیم عنوان به سپسBCI-جبرها نمود. ͳمعرف BCK-جبر عنوان با را جدیدی ساختار ͳایزاک رابطه�ها، این به توجه با

شدند. ارائه آن�ها از

مفاهیم بیان به اول فصل در م���ͳباشد. BCK-جبر و BCI-جبر بین تفاوت�های ͳبعض مطالعه پایان�نامه، این از هدف

عنصر دارای BCK-جبر که درم�ͳیابیم تعریف�ها، به توجه با م�ͳپردازیم. BCK-جبر و BCI-جبر و مشب΋ه از ͳمقدمات

زیرجبر تش΋یل که دارد وجود نیز دیΎری غیرصفر مینیمال عنصرهای BCI-جبر در ͳول است صفر فرد به منحصر مینیمال

خواص و تعریف�ها با دوم فصل در هستند. ͳآبل گروه�های با Έی به Έی تناظر در زیرجبرها این م�ͳدهند. p-نیمساده

م�ͳشویم. آشنا p-نیمساده BCI-جبرهای و مینیمال عناصر

روی را بسته ایده�آل تعریف تمایز، این و نیست زیرجبر ͳایده�آل هر BCI-جبر در که م�ͳبینیم ایده�آل�ها، ͳبررس در

جم΄�ها خواص ͳبررس در بسته، ایده�آل�های ندارد. بحث جای BCK-جبرها در تعریف این م�ͳکند. ایجاد BCI-جبرها

تعریف BCI-جبر روی که دیΎری ایده�آل م�ͳکنند. ایفا ͳبسزای نقش ͳخارج�قسمت جبرهای و مستقیم ضرب�های و

و



و ͳبالای نیم�مشب΋ه�های روی اول ایده�آل مثبت�اند. BCK-جبر در ایده�آل�ها تمام که هستند مثبت ایده�آل�های م�ͳشود،

ͳبررس را ایده�آل�ها این سوم فصل در م�ͳشود. تعریف BCK-جبر روی فقط اول ایده�آل بنابراین م�ͳشود تعریف ͳپایین

م�ͳکنیم.

تعریف موجب مطلب این BCI-جبرهاست. از ͳبعض در ۰ ∗ x = ۰ رابطه برقراری عدم دیΎر، توجه قابل ن΋ته

زیرجبرهای پوچتوان، عناصر هستند. k-پوچ رادی΋ال�های از زیرمجموعه�ای عناصر این م�ͳگردد. پوچتوان عنصر

زیرا نیستند، اهمیت حائز BCK-جبر روی زیرجبرها این م�ͳشوند. موجب را پوچ رادی΋ال و شرکت�پذیر نیم�شرکت�پذیر،

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را مباحث این چهارم فصل در هستند. پوچتوان آن عناصر همه

شرط با BCI-جبرهای ͳول نم�ͳباشند وارون عنصر دارای زیرا دارند گروهواری ساختار S شرط با BCK-جبرهای

تفاوت�های به توجه با و مرتب ͳجزئ گروهوارهای روی ͳاشتΎن تعریف با م�ͳدهند. مرتب ͳجزئ گروهوارهای تش΋یل S

مورد نیم�شرکت�پذیر، و p-نیمساده BCI-جبرهای روی را آمده به�دست ͳالحاق گروهوار قبل، فصل�های در شده ͳبررس

فصل در م�ͳکنیم. ͳمعرف دقیق دنباله BCI-جبرها، ͳنیم�گروه همریخت�ͳهای از استفاده با آخر در و م�ͳدهیم قرار مطالعه

م�ͳپردازیم. آن�ها ͳبررس به پنجم

ز



١ فصل

ͳتعاریفمقدمات

در که را ͳقضیه�های و لم�ها تعریف�ها، از دسته آن و پرداخته BCK-جبر و BCI-جبر و مشب΋ه ͳمعرف به فصل این در

است. شده استفاده [۴ ،٢ ،١] مراج΄ از فصل این در م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد داریم، نیاز پایان�نامه این

مشب΋ه ١.١

م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم ͳدوتای رابطه Έی را θ ⊆ A× A باشد، ͳناته زیرمجموعه A کنید فرض تعریف١.١.١.

a ∼ b (θ) ⇐⇒ (a, b) ∈ θ

هستند. مرتب ͳجزئ رابطه و هم�ارزی رابطه دارند، ریاضیات در ͳفراوان کاربردهای که ͳدوتای رابطه�های مهم�ترین

a, b, c ∈ A هر برای اگر م�ͳنامیم، هم�ارزی رابطه Έی را A ͳناته مجموعه روی θ ͳدوتای رابطه .٢.١.١ تعریف

باشد برقرار زیر رابطه�های

١



٢ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

a ∼ a (θ) ͳبازتاب (۱)

a ∼ b (θ) ⇒ b ∼ a (θ) ͳتقارن (۲)

a ∼ b (θ) و b ∼ c (θ) ⇒ a ∼ c (θ) ͳترایای (۳)

و باشد A عناصر تمام اجتماع شامل اگر م�ͳنامیم، A ͳناته مجموعه برای افراز Έی را π مجموعه .٣.١.١ تعریف

باشند. مجزا هم از π اعضای

هم�ارزی رابطه Έی θ اگر واق΄ در م�ͳکند. افراز ͳناته زیرمجموعه�های به را آن مجموعه�ای، هر روی هم�ارزی رابطه

شامل a مجموعه که م�ͳکند، مشخص A روی افراز Έی A/θ = {a | a ∈ A} ͳخارج�قسمت مجموعه باشد، A روی

م�ͳنامیم. a عنصر هم�ارزی کلاس را آن و م�ͳباشد {x ∈ A | x ∼ a (θ)} عناصر

اگر است A روی هم�ارزی رابطه θ آن�گاه باشد، A ͳناته مجموعه روی افراز Έی π کنید فرض تعریف١.١.۴.

a ∼ b (θ) ⇐⇒ ∃C ∈ π و a, b ∈ C

a, b, c ∈ A هر برای اگر م�ͳنامیم، ͳجزئ ترتیب Έی را A ͳناته مجوعه روی ⩽ ͳدوتای رابطه .۵.١.١ تعریف

باشد برقرار زیر رابطه�های

a ⩽ a ͳبازتاب (۱)

a ⩽ b و b ⩽ a ⇒ a = b ͳپادتقارن (۲)

a ⩽ b و b ⩽ c ⇒ a ⩽ c ͳترایای (۳)

م�ͳگوییم. مرتب ͳجزئ مجموعه (A;⩽) ساختار به صورت این در

را (A;⩽) مرتب ͳجزئ مجموعه .B ⊆ A و باشد مرتب ͳجزئ مجموعه Έی (A;⩽) م�ͳکنیم فرض تعریف١.١.۶.

Έی را A از B ͳناته زیرمجموعه باشد. b ⩽ a یا a ⩽ b ،a, b ∈ A هر برای گاه هر م�ͳنامیم مرتب ͳکل مجموعه

باشد. مرتب ͳکل مجموعه Έی (B;⩽) گاه هر م�ͳنامیم A در زنجیر



٣ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

B مینیمال عضو را y ∈ B عنصر .B ⊆ A و باشد مرتب ͳجزئ مجموعه Έی (A;⩽) کنیم فرض تعریف٧.١.١.

B پایین کران Έی را f ∈ A .b ⩽ y که طوری به باشد نداشته وجود y به�جز ،b مانند B از عضوی گاه هر م�ͳنامیم

،b مانند A از عضوی گاه هر م�ͳنامیم ماکزیمال را a ∈ A عنصر باشد. f ⩽ b ،b ∈ B هر ازای به گاه هر م�ͳنامیم

،b ∈ B هر ازای به گاه هر م�ͳنامیم B بالای کران Έی را d ∈ A .a ⩽ b که طوری به باشد نداشته وجود a به�جز

باشد. b ⩽ b

این در باشد. داشته A در ͳبالای کران آن زنجیر هر و باشد مرتب ͳجزئ ͳناته مجموعه Έی A کنیم فرض زرن: لم

دارد. ماکزیمال عنصر A صورت

a, b ∈ L عنصر دو برای پایین کران بزرگترین u ∈ L عنصر (L;⩽) مرتب ͳجزئ مجموعه در .٨.١.١ تعریف

اگر م�ͳباشد،

؛ u ⩽ b و u ⩽ a ͳیعن باشد، a, b پایین کران u .١

.v ⩽ u آن�گاه باشد، داشته وجود a, b برای v مانند دیΎری بالای کران اگر .٢

a, b ∈ L عنصر دو برای بالا کران کوچ΋ترین u ∈ L عنصر (L;⩽) مرتب ͳجزئ مجموعه در .٩.١.١ تعریف

اگر م�ͳباشد،

؛ b ⩽ u و a ⩽ u ͳیعن باشد، a, b بالا کران u .١

.u ⩽ v آن�گاه باشد، داشته وجود a, b برای v مانند دیΎری بالای کران اگر .٢

م�ͳدهیم. نمایش ۱ با را مجموعه آن عنصر بزرگترین و ۰ با را (L;⩽) مرتب ͳجزئ مجموعه Έی عنصر کوچ΋ترین



۴ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

بزرگترین دارای L در آن عنصر دو هر اگر م�ͳگوییم ͳپایین نیم�مشب΋ه را (L;⩽)مرتب ͳجزئ مجموعه تعریف١٠.١.١.

اگر باشند. داشته بالا کران کوچ΋ترین L در آن عنصر دو هر اگر م�ͳگوییم ͳبالای نیم�مشب΋ه را آن و باشند پایین کران

م�ͳنامیم. مشب΋ه را آن باشد، پایین کران بزرگترین و بالا کران کوچ΋ترین دارای (L;⩽) مجموعه از عنصر دو هر

م�ͳدهیم. نمایش a∨ b نماد با را a, b ∈ L بالا کران کوچ΋ترین و a∧ b نماد با را a, b ∈ L پایین کران بزرگترین

را ٢ نوع از (L;⩽,∧) جبر و است L روی ͳدوتای رابطه Έی ∧ آن�گاه باشد ͳپایین نیم�مشب΋ه Έی (L,⩽) اگر

م�ͳکند: صدق a, b, c ∈ L هر ازای به زیر، شرط�های در که م�ͳکند القاء

a ∧ a = a خودتوان قانون (۱)

a ∧ b = b ∧ a ͳجابجای قانون (۲)

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) شرکت�پذیری قانون (۳)

مجموعه کند، صدق فوق رابطه�های در که باشد ٢ نوع از جبر Έی (L;∧) اگر ͳیعن است؛ برقرار نیز مطلب این ع΋س

که طوری به م�ͳگردد تعریف (L;⩽) مرتب ͳجزئ

a ⩽ b⇐⇒ a ∧ b = a ∀a, b ∈ L

م�ͳشود. تعریف بالا رابطه�های مشابه روش به باشد، ͳبالای نیم�مشب΋ه (L;⩽) که ͳحالت در و

داشته a, b, c ∈ L هر ازای به را زیر شرط�های اگر م�ͳنامیم مشب΋ه را (۲, ۲) نوع از (L;∧,∨) جبر تعریف١١.١.١.

باشد

a ∧ a = a و a ∨ a = a خودتوان قانون (L۱)

a ∧ b = b ∧ a و a ∨ b = b ∨ a ͳجابجای قانون (L۲)

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) و (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) شرکت�پذیری قانون (L۳)

a ∧ (a ∨ b) = a و a ∨ (a ∧ b) = a جذب قانون (L۴)



۵ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

به یا کند صدق a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) شرط در اگر م�ͳنامیم توزی΄�پذیر را L مشب΋ه تعریف١٢.١.١.

م�ͳگوییم. توزی΄�پذیری قانون را شرط این a؛ ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) معادل طور

BCI-جبر ٢.١

جبر باشد. مجموعه این روی ” ∗ ” ͳدوتای عملΎر و ”۰” ثابت عنصر با مجموعه Έی X کنید فرض تعریف١.٢.١.

باشد: برقرار x, y, z ∈ X هر ازای به زیر شرط�های گاه هر م�ͳنامیم، BCI-جبر Έی را (۲, ۰) نوع از (X; ∗, ۰)

BCI − ۱ : ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = ۰;

BCI − ۲ : (x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = ۰;

BCI − ۳ : x ∗ x = ۰;

BCI − ۴ : x ∗ y = ۰, y ∗ x = ۰ =⇒ x = y ;

باشد: برقرار x ∈ X هر برای زیر شرط اگر م�ͳنامیم، BCK-جبـر Έی را Xو

BCK − ۵ : ۰ ∗ x = ۰ .

م�ͳشود. استفاده (X, ∗, ۰) BCI-جبر جای به X نماد از اختصار به قرارداد.

جبر آن�گاه ،a ∗ b = a − b م�ͳکنیم تعریف a, b ∈ Z هر وبرای ΀صحی اعداد مجموعه Z اگر .١ .١.١ مثال

است. BCI-جبر Έی (Z; ∗, ۰)

تش΋یل BCK-جبر Έی باشد درست همیشه گزاره�ی آن صفر و باشد q ∗ p ≡ p → q اگر گزاره�ها جبر در .٢

م�ͳدهد.

یBCKΈ-جبر (P (X); ∗, ۰) ∅باشد مجموعه را آن صفر A∗Bو = A−B Xو ͳتوان مجموعه P (X) اگر .٣

. است



۶ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

م�ͳکنیم تعریف زیر جدول�های مطابق را ∗۱, ∗۲ ͳدوتای عمل�های X = {۰, a, b, c} مجموعه روی .٢.١ مثال

∗۱ ٠ a b c

٠ ٠ ٠ c b

a a ٠ c b

b b b ٠ c

c c c b ٠

∗۲ ٠ a b c

٠ ٠ ٠ ٠ ٠

a a ٠ a ٠

b b b ٠ ٠

c c b a ٠

قطر روی عناصر م�ͳشود، ملاحظه که طور همان است. یBCKΈ-جبر (X; ∗۲, ۰) و يBCIΈ-جبر (X; ∗۱, ۰) آن�گاه

تعریف در جبر دو این تفاوت بارزترین م�ͳباشد. اول ستون ت΋رار دو، هر دوم ستون و است صفر جدول دو هر ͳاصل

آن�هاست. ۰ ∗ x

x∗y = x ·y−۱ Xرا روی ∗ ͳدوتای عمل باشد. e ی΋ه عنصر با ͳآبل یΈگروه (G, ., e) فرضکنید [١] مثال٣.١.

م�ͳنامیم. (G, ., e) ͳآبل گروه ͳالحاق BCI-جبر را (G, ∗, e) است. BCI-جبر Έی X آن�گاه م�ͳکنیم، تعریف

است. BCI-جبر Έی برای معادل ͳتعریف زیر قضیه

داشته x, y, z ∈ Xهر ازای به اگر فقط و اگر است BCI-جبر Έی (۲, ۰) نوع از (X; ∗, ۰) جبر [١] .١.٢.١ قضیه

باشیم:

(i) BCI − ۱ : ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = ۰ ;

(ii) x ∗ ۰ = x ;

(iii) BCI − ۴ : x ∗ y = ۰, y ∗ x = ۰ =⇒ x = y .



٧ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

که م�ͳکنیم تعریف x, y ∈ X هر برای باشد. BCI-جبر Έی X کنید فرض تعریف٢.٢.١.

x ⩽ y ⇐⇒ x ∗ y = ۰

هستند. مرتب جبرهای از ͳبخش BCI-جبرها که م�ͳدهد نشان زیر قضیه

عنصر که است مرتب ͳجزئ مجموعه Έی (X,⩽) آن�گاه باشد BCI-جبر Έی (X; ∗, ۰) اگر [١] .٢.٢.١ قضیه

.x = ۰ آن�گاه باشد، x ⩽ ۰ اگر ،x ∈ X هر برای ͳیعن است، صفر آن مینیمال

م�ͳگویند. X روی BCI-ترتیب را ⩽ ͳجزئ ترتیب رابطه

X روی ⩽ ͳجزئ ترتیب رابطه اگر فقط و اگر است BCI-جبر Έی (۲, ۰) نوع از (X; ∗, ۰) جبر [١] .٣.٢.١ قضیه

باشد: برقرار زیر شرط�های ،x, y, z ∈ X هر برای که باشد موجود

(i) (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) ⩽ z ∗ y;

(ii) x ∗ (x ∗ y) ⩽ y;

(iii) x ∗ y = ۰ ⇔ x ⩽ y.

است: برقرار زیر ح΋م�های (i = ۱, ۲, . . . , n)x, y, z, ai ∈ X هر ازای به X BCI-جبر در [١] .۴.٢.١ گزاره

z؛ ∗ y ⩽ z ∗ x آن�گاه باشد x ⩽ y اگر .١

x؛ ∗ z ⩽ y ∗ z آن�گاه باشد x ⩽ y اگر .٢

x)؛ ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y C شرط .٣

x؛ ∗ (x ∗ (x ∗ y)) = x ∗ y ادغام قانون .۴



٨ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

۰؛ ∗ (x ∗ y) = (۰ ∗ x) ∗ (۰ ∗ y) چپ از صفر توزی΄پذیری قانون .۵

x)؛ ∗ z) ∗ (y ∗ z) ⩽ x ∗ y .۶

x؛ ∗ z ⩽ y آنگاه باشد x ∗ y ⩽ z اگر .٧

باشد ۱, ۲, . . . , n از ͳشتΎجای i۱, i۲, . . . , in اگر .٨

(. . . ((x ∗ a۱) ∗ a۲) ∗ . . .) ∗ an = (. . . ((x ∗ ai۱) ∗ ai۲) ∗ . . .) ∗ ain

x, y, z ∈ Xهر ازای به اگر فقط و اگر است BCI-جبر Έی (۲, ۰) نوع از (X; ∗, ۰) جبر [٢] .۵.٢.١ گزاره

باشد: داشته را زیر شرط�های

B : ((x ∗ y) ∗ (z ∗ y)) ∗ (x ∗ z) = ۰;

C : ((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y) = ۰;

I : x ∗ x = ۰;

BCI − ۴ : x ∗ y = ۰, y ∗ x = ۰ =⇒ x = y.

Έی (S; ∗, ۰) و ۰ ∈ S اگر م�ͳگوییم زیرجبر را (X; ∗, ۰) BCI-جبر از S ͳناته زیرمجموعه .٣.٢.١ تعریف

باشد. BCI-جبر

اگر فقط و اگر است X از زیرجبری ،Xجبر-BCI از S ͳناته زیرمجموعه [١] .۶.٢.١ قضیه

x ∗ y ∈ S ∀x, y ∈ S

هستند. X ͳبدیه زیرجبرهای و{۰} X زیرمجموعه�های .۴.١ مثال

م�ͳکنیم: تعریف و م�ͳدهیم نمایش N∗ با را ͳطبیع اعداد مجموعه و N با را ͳنامنف ΀صحی اعداد مجموعه نمادگذاری.

x ∗ y۰ = x



٩ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

x ∗ yn = (. . . ((x ∗y) ∗ y) ∗ . . .) ∗ y︸ ︷︷ ︸
nبار

م�ͳباشند. n ∈ N∗ و X BCI-جبر از دلخواه عناصری x, y ∈ X که

داریم x, y ∈ X هر برای آن�گاه باشد، ومثبت ΀صحی عددی k و BCI-جبر Έی X کنید فرض .٧.٢.١ گزاره

(i) x ∗ (x ∗ (x ∗ y))k = x ∗ yk;

(ii) ۰ ∗ (۰ ∗ xk) = ۰ ∗ (۰ ∗ x)k;

(iii) ۰ ∗ (x ∗ y)k = (۰ ∗ xk) ∗ (۰ ∗ yk).

شود. مراجعه [١] به بیشتر جزئیات مشاهده برای م�ͳکنیم. ͳبررس n روی استقرا از استفاده با را ح΋م : (i) اثبات.

م�ͳکنیم فرض است. برقرار رابطه وضوح به باشد، n = ۱ اگر م�ͳکنیم. ͳبررس n روی استقرا از استفاده با را ح΋م : (ii)

آن�گاه م�ͳکنیم. ثابت n = k + ۱ برای را ح΋م و باشد درست n = k برای فوق رابطه

۰ ∗ (۰ ∗ xk+۱) = ۰ ∗ ((۰ ∗ xk) ∗ x)

= (۰ ∗ (۰ ∗ xk)) ∗ (۰ ∗ x) چپ) از صفر (توزی΄�پذیری

= (۰ ∗ (۰ ∗ x)k) ∗ (۰ ∗ x) استقرا) (فرض

= ۰ ∗ (۰ ∗ x)k+۱

از صفر توزی΄�پذیری قانون به توجه با باشد، n = ۱ اگر م�ͳکنیم. ͳبرررس n روی استقرا از استفاده با را ح΋م : (iii)

م�ͳکنیم. ثابت n = k+ ۱ برای را ح΋م و باشد برقرار n = k برای فوق رابطه م�ͳکنیم فرض است. برقرار رابطه چپ،�

داریم آن�گاه

۰ ∗ (x ∗ y)k+۱ = (۰ ∗ (x ∗ y)k) ∗ (x ∗ y)



١٠ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

= ((۰ ∗ xk) ∗ (۰ ∗ yk)) ∗ (x ∗ y) چپ) از صفر توزی΄�پذیری و استقرا (�فرض

= ((۰ ∗ xk) ∗ (x ∗ y)) ∗ (۰ ∗ yk) (C (شرط

= ((۰ ∗ (x ∗ y)) ∗ xk) ∗ (۰ ∗ yk) (C (شرط

= ((۰ ∗ xk+۱) ∗ (۰ ∗ y)) ∗ (۰ ∗ yk) (C شرط و چپ از صفر (توزی΄�پذیری

= ((۰ ∗ (۰ ∗ yk)) ∗ xk+۱) ∗ (۰ ∗ y) (C (شرط

= ((۰ ∗ (۰ ∗ y)k) ∗ (۰ ∗ y)) ∗ xk چپ) از صفر توزی΄�پذیری و ۲ (رابطه

= (۰ ∗ (۰ ∗ yk+۱)) ∗ xk+۱ (۲ (رابطه

= (۰ ∗ xk+۱) ∗ (۰ ∗ yk+۱) کردن) اجرا بار n+ ۱ را چپ از صفر (توزی΄�پذیری

م�ͳشود. ثابت ح΋م ترتیب این به

که طوری به باشد موجود n مثبت و ΀صحی عدد اگر م�ͳنامیم، پوچتوان را X BCI-جبر در x عنصر تعریف٢.١.۴.

۰ ∗ xn = ۰

عنصر هر مرتبه صورت این در م�ͳگوییم. x مرتبه را کند صدق ۰ ∗ xk = ۰ شرط در که k ͳطبیع عدد کوچ΋ترین و

را آن مرتبه نباشد پوچتوان x ∈ X اگر م�ͳدهیم؛ نمایش o(x) با را آن و دارد وجود فرد به منحصر طور به x ∈ X

م�ͳنامیم. ͳنامتناه

گاه هر م�ͳگوییم شرکت�پذیر را X BCI-جبر تعریف٢.١.۵.

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ∀x, y, z ∈ X

گاه هر م�ͳگوییم نیم��شرکت�پذیر و

(x ∗ y) ∗ z ⩽ x ∗ (y ∗ z) ∀x, y, z ∈ X



١١ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

اگر م�ͳگوییم ایده�آل را X BCI-جبر از I ͳناته زیرمجموعه تعریف٢.١.۶.

(i) ۰ ∈ I

(ii) x ∗ y ∈ I, y ∈ I =⇒ x ∈ I

زیر ͳکیل جدول مطابق باشد، آن از ͳایده�آل I و BCI-جبر Έی X کنید فرض ن΋ته.

∗ I X − I

I

X − I X − I

م�ͳدهند. نتیجه را X − I از عناصری شوند، ضرب I در X − I عناصر اگر

X ایده�آل
∩

i∈Γ Ii آن�گاه باشند. X BCI-جبر ایده�آل�های از خانواده�ای (i ∈ Γ)Ii کنید فرض [١] .٨.٢.١ قضیه

است.

ایده�آل را است S شامل Xکه ایده�آل کوچ΋ترین Xباشد، BCI-جبر از زیرمجموعه�ای S فرضکنید تعریف٧.٢.١.

است. X از ͳایده�آل I و ⟨S⟩ =
∩

S⊆I I ͳیعن م�ͳدهیم؛ نمایش ⟨S⟩ با را آن و م�ͳنامیم S توسط X مولد

و باشد X BCI-جبر از ͳناته زیرمجموعه S کنید فرض [١] .٩.٢.١ قضیه

A = {x ∈ X | (. . . ((x ∗ a۱) ∗ a۲ ∗ . . .) ∗ an = ۰ s.t. a۱, a۲, . . . , an ∈ S}

.⟨S⟩ = A آن�گاه باشد، پوچتوان عنصری شامل یا X مثبت عنصر شامل S که ͳحالت در ⟨S⟩؛ = A ∪ {۰} آن�گاه

داد: نمایش زیر صورت به م�ͳتوان را X از ⟨a⟩ ͳاصل ایده�آل هر X BCI-جبر در .١.١ نتیجه

⟨a⟩ = {۰} ∪ {x ∈ X | x ∗ an = ۰ s.t. n ∈ N∗}



١٢ ͳمقدمات تعاریف .١ فصل

آن�گاه باشد، پوچتوان یا مثبت a اگر خاص طور به و

⟨a⟩ = {x ∈ X | x ∗ an = ۰ s.t. n ∈ N∗}

پوچتوان عنصر Έی شامل حداقل که X از زیرمجموعه�ای S و X BCI-جبر از ͳایده�آل A کنید فرض .٢.١ نتیجه

باشیم داشته s۱, s۲, . . . , sn ∈ S برای اگر فقط و اگر x ∈ ⟨A ∪ S⟩ آن�گاه باشد،

(. . . ((x ∗ s۱) ∗ s۲) ∗ . . .) ∗ sn ∈ A.

x, y, u, v ∈ X هر برای اگر م�ͳنامیم، X روی ͳهمنهشت رابطه را X BCI-جبر در θ هم�ارزی رابطه تعریف٨.٢.١.

باشیم: داشته

x ∼ y(θ) و u ∼ v(θ) =⇒ x ∗ u ∼ y ∗ v(θ)

θx با را است x عنصر شامل که x هم�ارزی کلاس باشد، X BCI-جبر روی هم�ارزی رابطه θ کنید فرض قرارداد.

θ اگر م�ͳدهیم. نمایش {θx | x ∈ X} با را X/θ ͳخارج�قسمت مجموعه و ( θx = {y ∈ X | y ∼ x(θ)} ͳیعن )

م�ͳکنیم. تعریف θx ∗ θy = θx∗y را X/θ روی ∗ عمل آن�گاه باشد، X روی ͳهمنهشت رابطه Έی

م�ͳباشد. صفر هم�ارزی کلاس θ۰ که است (۲, ۰) نوع از ͳخارج�قسمت جبر (X/θ; ∗, θ۰) ساختار [١] .١٠.٢.١ گزاره

x, y, z ∈ X هر برای زیر شرط�های آن�گاه Xباشد، رویBCI-جبر ͳهمنهشت رابطه θ فرضکنید [١] گزاره١١.٢.١.

است: برقرار

BCI − ۱ : ((θx ∗ θy) ∗ (θx ∗ θz)) ∗ (θz ∗ θy) = ۰;

BCI − ۲ : (θx ∗ (θx ∗ θy)) ∗ θy = ۰;

BCI − ۳ : θx ∗ θx = ۰.


