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چͺیده

ͷکم به ولترا و فردهلم انتگرال معادلات از رده چند حل برای مفیدی عددی روشهای پایان�نامه این در

معادله دوم، نوع خطͬ فردهلم انتگرال معادله شده، مطرح معادلات مͬ�شود. ارائه لژاندر هایبرید توابع

معادله همرشتاین، و دوم نوع خطͬ فردهلم-ولترا آمیخته انتگرال معادله دوم، نوع خطͬ ولترا انتگرال

از استفاده روش، این در اصلͬ ایده مͬ�باشند. غیر�خطͬ ولترا انتگرال معادله و غیر�خطͬ فردهلم انتگرال

مورد معادله جواب نخست منظور، بدین مͬ�باشد. لژاندر هایبرید جمله�ای�های چند عملیاتͬ ماتریس�های

مͬ�باشد) لژاندر هایبرید پایه بردار h(t) و مجهول ضرایب بردار Y آن در (که Y Th(t) صورت به را نظر

معادله ͷی به را معادله این لژاندر، هایبرید توابع عملیاتͬ ماتریس�های به�کارگیری با سپس و زده تقریب

تبدیل دارد، مطابقت لژاندر هایبرید مجهول ضرایب با جبری معادلات از دستگاه ͷی با که هم�ارز ماتریسͬ

مثال تعدادی روش این انتهای در . [٢٣] مشخصمͬ�کند را Y مجهول بردار دستگاه، این جواب مͬ�کنیم.

این�گونه حل برای موجود روش�های دیͽر از آمده دست به عددی نتایج با آن�ها نتایج و مͬ�شود ارائه عددی

مͬ�شود. مقایسه معادلات

تعدیل قابل بلاک-پالس) n(مرتبه و لژاندر) m(مرتبه مقادیر که است این هایبرید توابع ویژگͬ�های از ͬͺی

پیوسته تکه�ای صورت به متعامد توابع از مناسب دقت با تقریبی جواب بود خواهیم قادر طوری�که به هستند

نسبی خطای مͬ�توانند n mو بهین مقادیر که مͬ�کنیم تاکید همچنین آوریم. دست به انتگرال معادلات برای

دهند. کاهش را محاسبات

ماتریسضرائب، ماتریسحاصل�ضرب، معادلاتانتگرال، ولترا، فردهلم، هایبرید، توابع واژه�هایکلیدی:

ثابت. تکه�ای متعامد توابع
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پیش�گفتار

علومͬ بررسͬ در مͬ�شوند. ظاهر ͬͺفیزی پدیده�های به مربوط ریاضͬ فرمول�های در اغلب انتگرال معادلات

کنترل، ،ͷانیͺبیوم نظیر وسیعͬ کاربردی علوم و [۴] ͷفیزی ، [٢ ،٣] مهندسͬ ، [١] زیست�شناسͬ نظیر

تئوری سیالات، ͷدینامی بازی�ها، تئوری ،ͷترواستاتیͺال ،ͷترودینامیͺال ،ͷترونیͺال مهندسͬ اقتصاد،

مͬ�شویم. مواجه معادلات این�گونه با ... و [۵] نوسان

در شد. پيشنهاد معادلات از دسته اين براي ١ ريموند بويس توسط بار نخستین انتگرالͬ معادلات اصطلاح

انتگرال معادله ديفرانسيل، معادلات حل برای که بود کسͬ اولين ٢ لاپلاس ١٧٨٢ سال

F (x) =

∫ ∞

−∞
e−xtf(t)dt

نيز ۴ آبل داد. شͺل را فوريه انتگرال تئوری حرارت، مسايل حل در ١٨١١ سال در ٣ فوريه نمود. مطرح را

نمود. مطرح را آبل انتگرالͬ معادله ،ͬͺانيͺم مسايل حل در

دسته�ی حل (در ليوويل مغناطيس)، نظريه (در ۵ پواسن نظیر دانشمندانͬ ١٨٩۶ تا ١٨٢۶ سال�های طول در

لاپلاس معادله در که sرويسطح f تابع (تعيين ديريͺله مساله در ۶ نیومن ديفرانسيل)، معادلات از خاصͬ

مواجه انتگرالͬ معادلات با مشتقاتجزئͬ) با ديفرانسيل معادله ͷي با رابطه (در ٧ پوانکاره مͬ�کند)، صدق

به ايتاليايی دانشمندی ١٨٩۶ سال در شد. برداشته معادلات این�گونه توسعه راه در بزرگ قدم�هایی و شدند

رياضͬ�دان نيز ١٩٠٠ سال حدود در داد. ارائه را انتگرال معادلات عمومͬ نظريه بار اولين براي ٨ ولترا نام

١Bois Reymond
٢Laplace
٣Fourier
۴Abel
۵Poison
۶Newman
٧Poincare
٨Volterra

پ



ت پیش�گفتار

صورت به خطͬ انتگرال معادلات از کلͬ بندی دسته ͷي ٩ فردهلم نام به سوئدی

f(x) = g(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)f(t)dt, a ≤ x ≤ b

از که گرديد فردهلم قضايای ارائه به منجر وی تحقيقات است. ولترا معادلات از خاصͬ نوع که داد ارائه

رياضͬ- مسايل از بسياری تحقيقاتش در نیز ١٠ هيلبرت مͬ�آیند. شمار به انتگرال معادلات بنيادی قضايای

مشتفات با معادلات و معمولͬ ديفرانسيل معادلات وی کرد. حل انتگرالͬ معادلات ͷکم به را ͷفيزي

اين�گونه حل در نو حرکتͬ ترتيب اين به و کرد تبديل انتگرال معادلات به را مرزی و اوليه مقادير با جزئͬ

آمد. وجود به معادلات

برای ١٢ ريس و ١١ کارلمان توسط بعدها ولͬ شد، ارائه پيوسته هسته�های برای ابتدا فردهلم قضايای

به اين�که با ارتباط در زيادی تحقيقات ١٣ ويل هرمن ١٩۵٠ سال حدود در يافت. تعميم کلͬ�تر هسته�های

نمͬ�توان را انتگرال معادلات همه�ی که آنجا از داد. انجام دارد، جواب انتگرال معادله مقاديری چه ازای

گرفته کار به معادلات اين حل برای عددی و تقريبی روش�های تدريج به لذا کرد، حل تحليلͬ صورت به

جواب تقریب برای موج�ͷها و متعامد توابع مانند [١١ ،١٢] متفاوتͬ پایه�ای توابع اخیر سال�های در شد.

[١٣] داد قرار کلͬ دسته سه در توان مͬ را متعامد توابع کلͬ طور به است. شده برده کار به انتگرال معادله

از: عبارتند که

غیره و هار بلاک-پالس، والش، توابع نظیر (PCOF ثابت( تکه�ای متعامد توابع شامل اول دسته �

مͬ�باشد.

غیره و چبیشف لژاندر، لاگور، چند�جمله�ای�های نظیر متعامد جمله�ای�های چند شامل دوم دسته �

مͬ�باشد.

مͬ�باشد. فوریه سری�های در کسینوس و سینوس توابع مجموعه دارند، وسیعͬ کاربرد که سوم دسته �

دشوارتر معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل از دوم نوع ولترا و فردهلم انتگرال معادلات حل این�که به توجه با

غلبه مشͺل این بر متفاوتͬ روشهای به که کرده�اند تلاش [١١ ،١٢] محققین از بسیاری بنابراین است،

کرده جلب خود به دیفرانسیلͬ سیستم�های حل برای را محققین از بسیاری توجه هایبرید توابع اخیرا یابند.

مͬ�باشد. مفیدی ریاضͬ ابزار ͷی و است
٩Fredholm
١٠Hilbert
١١Carleman
١٢Riesz
١٣Hermann weyl



ث پیش�گفتار

بردند. کار به سیستم�ها آنالیز برای را هایبرید توابع بار اولین برای که بودند کسانͬ اولین مرزبان و رزاقͬ

برای را راه و آوردند دست به هایبرید توابع بردار انتگرال برای عملیاتͬ ماتریس ͷی ابتدا آن�ها [١۴ ،١۵]

کردند. هموار هایبرید توابع وسیله به ͬͺدینامی سیستم�های بررسͬ

مورد را هستند لژاندر جمله�ای�های چند و بلاک-پالس توابع بر مشتمل که هایبرید توابع پایان�نامه این در

ماتریس پایه�ها، حاصل�ضرب انتگرال هایبرید، توابع از مفیدی جزئیات همچنین مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

به انتگرال معادلات این�گونه حل برای که مرتبه بهترین با وابسته ضرایب ماتریس و پایه�ها حاصل�ضرب

جبری معادلات دستگاه ͷی به انتگرال معادله تبدیل روش، این در اصلͬ ایده شد. خواهد بیان مͬ�رود، کار

خواهیم محاسبات انجام سرعت افزایش و محاسبات حجم در ملاحظه�ای قابل کاهش این�رو، از است.

داشت.

که عددی آنالیز و حقیقͬ آنالیز از مقدماتͬ اول، فصل در است. شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این

معرفͬ انتگرال معادلات برخͬ تحلیلͬ حل دوم، فصل در مͬ�گردد. ارائه است بعدی فصل�های نیاز مورد

در مͬ�شوند. ارائه آن�ها هایبرید و لژاندر چند�جمله�ای�های عملیاتͬ ماتریس�های سوم، فصل در مͬ�شوند.

را روش عددی مثال�های ارائه با کرده، بیان را معادلات از دسته چند عددی حل روش�های چهارم، فصل

مͬ�نماییم. مقایسه روش�ها دیͽر با معادلات این حل از موجود نتایج با و مͬ�دهیم قرار ارزیابی مورد



١ فصل

پیش�نیازها

عددی آنالیز و [١۶ ،١٧] حقیقͬ آنالیز تابعͬ، آنالیز از مهم قضایای و تعاریف برخͬ بیان به فصل این در

مͬ�باشند. نیاز مورد بعدی فصل�های در موجود مفاهیم بهتر درک برای که مͬ�پردازیم [١٨]

حقیقͬ آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

از: است متشͺل ( برداری(خطͬ فضای ͷی .١.١.١ تعریف

بردار، نام به اشیا از V مجموعه ͷی .١

، اسͺالرها از K میدان ͷی .٢

صدق زیر موضوعه اصول در که (α,v) 7−→ αv ∈ V و (u,v) 7−→ u + v ∈ V عملͽر دو .٣

مͬ�کنند:

∀u, v ∈ V, u+ v = v + u •

∀u, v, w ∈ V, (u+ v) + w = u+ (v + w) •

∃٠,١ ∈ V ∋ ∀v ∈ V, ٠+ v = v + ٠ = v, ١v = v •

∀v ∈ V ;∃ − v ∈ V ∋ −v + v = ٠ •

∀α, β ∈ K, ∀v ∈ V, α(βv) = (αβ)v •

∀α, β ∈ K, ∀v, u ∈ V, (α+ β)v = αv + βv, α(v + u) = αv + αu •

١



٢ پیش�نیاز

فضای را V آن�گاه K = R اگر مͬ�نامیم. K میدان روی برداری فضای ͷی را V بالا تعریف به توجه با

مͬ�نامیم. مختلط برداری فضای را V صورت این در ، K = C اگر و حقیقͬ برداری

طوری�که به حقیقͬ اعداد از x١, x٢, . . . نا�متناهͬ دنباله�های تمام از مجموعه ͷی .١.١.١ مثال

مͬ�شود. داده نشان lp با که است برداری یͷفضای ،
∞∑
i=1

|xi|p <∞

زیر ͷی را V از W مجموعه زیر باشد. K میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .٢.١.١ تعریف

روی برداری فضای ͷی ، V روی شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع اعمال Wبا هر�گاه مͬ�نامیم V فضای

باشد. K

عضو n با پایه ͷی دارای اگر تنها و اگر است متناهͬ بعد دارای X برداری فضای ͷی .١.١.١ قضیه

مͬ�دهد، تشͺیل n-بعدی فضای برای پایه ͷی که x١, x٢, . . . , xn عنصر n از مجموعه هر همچنین باشد.

مͬ�شود. گفته x١, x٢, . . . , xn از (مولد) پوشش ͷی

است. n + ١ بعد از ، Pn فضای ͷی n از نا�بیشتر درجه از چند�جمله�ای�های تمام مجموعه .٢.١.١ مثال

هستند. Pn برای پایه ١, t, t٢, . . . , tn جمله�های

خصوصیات با R به V از تابع ͷی ∥.∥ نرم ͷی باشد، برداری فضای ͷی V کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مͬ�باشد: زیر

. v = ٠ اگر تنها و اگر ∥v∥ = ٠ و ∥v∥ ≥ ٠ ، v ∈ V هر برای .١

∥αv∥ = |α|∥v∥ ، α ∈ K و v ∈ V هر برای .٢

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ ، v, u ∈ V هر برای .٣

مͬ�شود. نامیده نرم�دار فضای یا نرم�دار خطͬ یͷفضای ، (V, ∥.∥) یعنͬ ∥.∥ نرم همراه به V فضای

تابع، X = (x١, . . . , xd)
T برای .٣.١.١ مثال

∥X∥٢ =

(
d∑

i=١
x٢i

) ١
٢

است. Rd فضای در معمول نرم ͷی و مͬ�شود نامیده ١ اقلیدسͬ نرم که است Rd فضای در نرم ͷی

١Euclidean norm



٣ پیش�نیاز

،x هر برای یعنͬ مͬ�شود مطلق قدر همان نرم این ،d = ١ وقتͬ

∥x∥٢ = |x|.

فرمول�های ، ١ ≤ p <∞ برای کلͬ�تر طور به

∥X∥p =

(
d∑

i=١
xp

i

) ١
p

و

∥X∥∞ = max١≤i≤d|xi|

نرم یا ماکزیمم نرم ∥X∥∞ به و مͬ�شود نامیده -نرم p ، ∥.∥p نرم مͬ�باشند. Rd فضای در نرم�هایی

که: داد نشان مͬ�توان همچنین مͬ�شود. گفته نا�متناهͬ

∥X∥∞ = limp→∞ ∥x∥p.

آن�گاه d(u, v) = ∥u− v∥ باشیم، داشته u, v ∈ V هر برای و باشد نرم�دار فضای ͷی V اگر .١.١.١ نکته

است. متری فضای ͷی نرم�دار فضای هر بنابراین گوییم. نرم وسیله به شده القا متری فضای ͷی را (V, d)

u ∈ V به همͽرا را {un}∞n=٠ دنباله باشد. ∥.∥. نرم با نرم�دار فضای ͷی V کنید فرض .۴.١.١ تعریف

هرگاه: مͬ�گوییم

limn→∞ ∥un − u∥ = ٠

نوشت: مͬ�توان و است. {un} دنباله حد u که گفت مͬ�توان همچنین

limn→∞ un = u

٢ کشͬ دنباله ͷی را {un}∞n=٠ ⊂ V دنباله باشد. دار نرم فضای ͷی V که کنید فرض .۵.١.١ تعریف

هرگاه: مͬ�نامیم

limm,n→∞ ∥um − un∥ = ٠.

همین از عضوی به فضا این در کوشͬ دنباله هر اگر مͬ�گوییم کامل را (V, d) متری فضای تعریف١.١.۶.

باشد. همͽرا فضا
٢Cauchy sequence
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(متری متعارف متر با (V, d) متری فضای هرگاه گوییم ٣ باناخ فضای را V دار نرم فضای تعریف٧.١.١.

باشد. کامل متری فضای ͷی مͬ�شود) القا نرم وسیله به که

١ ≤ p < ∞ و v ∈ C(Ω̄) هر برای باشد. کران�دار باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rd کنیم فرض .۴.١.١ مثال

p-نرم مͬ�کنیم تعریف

∥v∥p =
(∫

Ω
|v(x)|pdx

)( ١
p
)
.

نرم یا -نرم ∞ مͬ�کنیم تعریف علاوه، به . dx = dx١dx٢ . . . dxd و x = [x١, . . . , xd]
T این�جا، در

صورت به را ماکزیمم

∥v∥∞ = maxx∈c |v(x)|.

مͬ�باشد. پیوسته پیوسته، توابع یͺنواخت حد زیرا است، باناخ فضای ͷی ، ∥.∥∞ نرم با C
(
Ω̄
)
فضای

موضوع، این دادن نشان برای نیست. باناخ فضای ͷی ، ١ ≤ p < ∞ که ، ∥.∥p نرم با C
(
Ω̄
)
فضای

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را فضا این در دنباله ͷی و C [٠,١] فضای

un(x) =


٠, ٠ ≤ x < ١

٢ − ١
٢n
,

nx− ١
٢ (n− ١) , ١

٢ − ١
٢n

≤ x < ١
٢ + ١

٢n
,

١, ١
٢ + ١

٢n
≤ x ≤ ١.

مͬ�دهیم: قرار و

u(x) =


٠, ٠ ≤ x < ١

٢

١, ١
٢ < x ≤ ١.

است. همͽرا ∥.∥p نرم در u به {un} دنباله دیͽر، عبارت به . n −→ ∞ وقتͬ ∥un − u∥p −→ ٠ بنابراین

نیست. پیوسته u حد تابع و کنیم تعریف را u(١٢) چͽونه ما نیست مهم که است واضح اما

٣Banach spaces
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جبر ͷی را X مجموعه�های زیر از A خانواده باشد. غیر�تهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

هرگاه: گوییم

باشد. A در A عضو دو هر اجتماع .١

باشد. A در A عضو هر متمم .٢

ͷی را X زیر�مجموعه�های از A خانواده باشد. تهͬ غیر مجموعه ͷی X کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

هرگاه: گوییم σ−جبر

باشد.
∞∪

i=١
Ai ∈ A آن�گاه {Ai}∞i=١ ⊆ A هر برای دیͽر عبارت به باشد. بسته شمارا اجتماع تحت .١

باشد. A در A عضو هر متمم .٢

بسته خود مجزای دو به دو عناصر از شمارا اجتماع تحت هرگاه است σ−جبر ͷی A جبر .٢.١.١ نکته

باشد.

فضای ͷی را (X,A) زوج Xباشد، روی Aیσͷ−جبر و غیر�تهͬ مجموعه ͷیX اگر تعریف١٠.١.١.

گوییم. اندازه�پذیر

یافته توسعه حقیقͬ تابع ͷی f : X → R∗ و اندازه�پذیر فضای ͷی (X,A) فرضکنیم تعریف١١.١.١.

X در f−١(E) مجموعه ،R در E باز زیر�مجموعه هر ازای به هرگاه گوییم اندازه�پذیر تابعͬ را f باشد.

. f−١(E) ∈ A یعنͬ باشد اندازه�پذیر A به نسبت

که f مانند اندازه�پذیری توابع تمام مجموعه صورت این در ، ٠ < p < ∞ کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

دیͽر: عبارت به گوییم. Lp(X) فضای را
(∫

X
|f(t)|pdt <∞

)
باشند انتگرال�پذیر |f(t)|p

Lp(X) =

{
f | f : X → C,

∫
X

|f(t)|pdt <∞
}
.

است. برداری فضای ͷی Lp که داد نشان مͬ�توان آسانͬ به

، f ∈ Lp و p > ١ هر ازای به .١٣.١.١ تعریف

∥f∥p =

{∫
X

|f(t)|pdt <∞
} ١

p

مͬ�کند. صدق نرم شرایط در تابع این که داد نشان مͬ�توان آسانͬ به گوییم. f نرم −Lp را ∥f∥p عدد و
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X در
∞∑

n=٠
xn سری گوییم باشد. X نرم�دار فضای در دنباله�ای {xn}∞n=٠ کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

.
∞∑

n=٠
xn = x مͬ�نویسیم صورت این در باشد. همͽرا x به Sn =

n∑
i=٠

xi دنباله هرگاه است x به همͽرا

باشد. همͽرا
∞∑

n=٠
∥xn∥ هرگاه مͬ�گوییم همͽرا مطلقا را

∞∑
n=٠

xn سری همچنین

مطلقا سری هر که است این باشد، کامل X نرم�دار فضای آنکه برای کافͬ و لازم شرط .٢.١.١ قضیه

باشد. همͽرا فضا این در همͽرا

است. کامل (١ 6 p 6 ∞) ، Lp فضای (ریز-فیشر۴) .٣.١.١ قضیه

است، کامل نرم�دار فضای ͷی (١ 6 p 6 ∞) ازای به Lp فوق، قضایای به توجه با صورت این در

است. باناخ فضای ͷی (١ 6 p 6 ∞) ازای به Lp بنابراین

یعنͬ ، L٢(X) خاص حالت در

L٢(X) =

{
f | f : X → C,

∫
X

|f(t)|٢dt <∞
}
.

نرم با

∥f∥٢ =

{∫
X

|f(t)|٢dt <∞
} ١

٢

است. باناخ فضای ͷی

،⟨., .⟩ داخلͬ ضرب تابع ͷی باشد. K = R یا C روی خطͬ فضای ͷی V کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف

مͬ�باشد: زیر خصوصیات با K به V × V از تابع ͷی

∀v ∈ V, ⟨v, v⟩ ≥ ٠ , ⟨v, v⟩ = ٠ ⇐⇒ v = ٠ •

∀v, u ∈ V, ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ •

∀v, u, w ∈ V, ∀α, β ∈ K, ⟨αu+ βv, w⟩ = α⟨u,w⟩ + β⟨v, w⟩ •

V ، K = R وقتͬ مͬ�شود. نامیده داخلͬ حاصل�ضرب فضای ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب تابع همراه به V فضای

مͬ�باشد. مختلط ضرب فضای ͷی V ،K = Cاگر همچنین مͬ�گوییم، حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای را

مͬ�یابد: تغییر داخلͬ ضرب در تقارن به دوم ویژگͬ حقیقͬ، داخلͬ ضرب فضای حالت در

∀u, v ∈ V, ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩

۴Riesz-Fischer
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مͬ�دهد: نتیجه زیر فرمول همراه به V روی نرم ͷی ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب فضای

∥v∥ =
√
⟨v, v⟩, v ∈ V.

مͬ�شود: تعریف زیر ضابطه با V روی متر ͷی ترتیب همین به و

d(u, v) = ∥u− v∥ =
√

⟨u− v, u− v⟩.

آن�گاه: باشد، داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی V اگر :( ۵ کشͬ-شوارتز (نامساوی .۴.١.١ قضیه

∀v, u ∈ V, |⟨u, v⟩| ≤
√

⟨u, u⟩⟨v, v⟩

ببینید. را [١۶] مرجع اثبات:

اگر دیͽر، عبارت به است. پیوسته آن توسط شده القاء نرم به نسبت داخلͬ ضرب تابع ͷی .۵.١.١ قضیه

هرگاه ∥un − u∥ → ٠ و ∥vn − v∥ → ٠ از باشد، ∥v∥ =
√

⟨v, v⟩ صورت به شده تعریف نرم ͷی ∥.∥

. n→ ∞ وقتͬ (un, vn) → (u, v) مͬ�گیریم نتیجه n→ ∞

. n→ ∞ وقتͬ (un, v) → (u, v) ، v هر برای آن�گاه ، un → u اگر ویژه به

هر تعریف، این به توجه با گوییم. هیلبرت فضای را کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی .١۶.١.١ تعریف

هیلبرت فضای باشد، باناخ فضای ͷی ضرب این وسیله به شده القاء نرم توسط که داخلͬ ضرب فضای

مͬ�نامیم.

است: زیر داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای ͷی Cd دکارتͬ فضای .۵.١.١ مثال

⟨x, y⟩ =
d∑

i=١
xiyi.

مͬ�باشد: زیر داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای ͷی L٢[a, b] فضای .۶.١.١ مثال

⟨u, v⟩ =

∫ b

a

u(x)v(x)dx.

۵Cauchy-Schwarz
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عضو ͷی . (u, v) = ٠ اگر تنها و اگر مͬ�گوییم متعامد را v و u صفر غیر بردار دو .١٧.١.١ تعریف

هر�گاه: گوییم، متعامد U ⊂ V مجموعه زیر بر را v ∈ V

∀ u ∈ U, (u, v) = ٠.

سیستم ͷی A = {vi}i≥١ ⊂ V گوییم باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷی V کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

هرگاه: است متعامد

∀vi, vj ∈ A, ⟨vi, vj⟩ =


٠, i ̸= j.

α > ٠, i = j.

گوییم. نرمال یا یͺه متعامد را A مجموعه ،∥vi∥ = ١ باشیم داشته vi ∈ A هر برای اگر .٣.١.١ نکته

V برای متعامد مͺمل را U ⊆ V باشد، داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی V کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

هرگاه: گوییم

U⊥ = {v ∈ V | ⟨v, u⟩ = ٠,∀u ∈ U}

است. آن از بسته مجموعه زیر ͷی آن�گاه باشد V برای متعامد مͺمل مجموعه ͷی U اگر .۴.١.١ نکته

داشت: خواهیم آن�گاه باشد. V هیلبرت فضای در متعامد سیستم ͷی {vj}∞j=١ کنیم فرض .۶.١.١ قضیه

بسل) (نامساوی ∀v ∈ V,
∞∑

j=١
|⟨v, vj⟩|٢ ≤ ∥v∥٢ (a

است. همͽرا V در
∞∑

j=١
⟨v, vj⟩vj سری ، v ∈ V هر برای (b

. aj = ⟨v, vj⟩ آن�گاه v =
∞∑

j=١
ajvj اگر (c

.
∞∑

j=١
|aj|٢ <∞ اگر تنها و اگر است همͽرا V در

∞∑
j=١

ajvj سری (d

ببینید. را [١۶] مرجع اثبات:
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صورت این در باشد. V هیلبرت فضای در متعامد سیستم ͷی {vj}∞j=١ کنیم فرض .٧.١.١ قضیه

هستند: معادل زیر گزاره�های

است. V برای متعامد پایه ͷی {vj}∞j=١ (a

∀u, v ∈ V, ⟨u, v⟩ =
∞∑

j=١
⟨u, vj⟩⟨v, vj⟩ (b

پارسوال). (اتحاد ∀v ∈ V, ∥v∥٢ =
∞∑

j=١
|⟨u, vj⟩|٢ (c

. v = ٠ آن�گاه: ⟨v, vj⟩ = ٠, j ≥ ١ اگر ، v ∈ V هر برای (d

است. V در چͽال {vj}∞j=١ پوششͬ فضای زیر ͷی (e

ببینید. را [١۶] مرجع اثبات:

هرگاه: گوییم وزن تابع ͷی [a, b] بر را ω تابع .٢٠.١.١ تعریف

باشد. نامنفͬ (a, b) بر ω .١

باشد. انتگرال�پذیر [a, b] بر ω .٢

نباشد. صفر با متحد (a, b) غیر�بدیهͬ بازه هیچ بر ω .٣

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ω وزن تابع به نسبت داخلͬ ضرب .٢١.١.١ تعریف

⟨x, y⟩ =

∫ b

a

ω(t)x(t)y(t)dt; x(t), y(t) ∈ L٢[a, b].

ماتریسͬ و برداری های نرم ٢.١

یا ۶ هولدر نرم�های به موسوم نرم�ها از خانواده�ای ، ١ ≤ p < ∞ برای Rn فضای روی .١.٢.١ تعریف

مͬ�گردد. تعریف زیر صورت به p−�نرم�ها

∥x∥p =

(
n∑

i=١
|xi|p

) ١
p

۶Holder



١٠ پیش�نیاز

p = ٢ و p = ١ ازای به مͬ�گیرد قرار استفاده مورد بیشتر که هولدر نرم�های از خاصͬ حالت .١.٢.١ نکته

از: عبارتند که مͬ�گردد حاصل

مجموع) نرم یا l١ (نرم ∥x∥١ =
n∑

i=١
|xi| •

اقلیدسͬ) نرم یا l٢ (نرم ∥x∥٢ =

(
n∑

i=١
x٢i

) ١
٢
•

نمود: تعریف بی�نهایت، یا ماکزیمم نرم به موسوم زیر، صورت به نرمͬ مͬ�توان Rn روی همچنین

∥x∥∞ = max
١≤i≤n

|xi|.

آن�گاه: ، A ∈ Rn×n کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

(Aماتریس از سطر ماکزیمم (نرم ∥x∥∞ = max١≤i≤n

n∑
j=١

|ai,j| •

(Aماتریس از ستون ماکزیمم (نرم ∥x∥١ = max١≤j≤n

n∑
i=١

|ai,j| •

(ATAماتریس از ویژه مقدار ماکزیمم (نرم ∥x∥٢ =
√
ρ (ATA) •

مͬ�گیرد. اندازه را خطͬ مستقل سیستم ͷی حساسیت میزان ماتریس، ͷی وضعیت عدد .٣.٢.١ تعریف

معادلات دستگاه در است. معادلاتخطͬ حل ماتریسمعکوسو از حاصل نتایج صحت نشان�گر عدد این

محاسبه زیر رابطه با و مͬ�دهیم نشان cond(A, p) با را نرم −p در سیستم وضعیت عدد Ax = y خطͬ

مͬ�شود:

cond(A, p) = ∥A∥p∥A−١∥p.

باشد. مͬ Aماتریس بودن خوش�حالت نشان�دهنده باشد، ͷی به ͷنزدی عددی cond(A, p) که صورتͬ در


