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نمایم تجربه را ͳایستادگ ،ͳزندگ عرصه در چΎونه تا آموخت من به عالمانه که پدرم به و
بودنم امید و خستΎیم پناه زندگیم، اسطوره همسرم، به و

. آوا و ایلیا زندگیم گلهای به و
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تشر... و تقدیر
وصف در را خود سپاس و سازم جاری زبانم بر تشر و تقدیر از بالاتر ͳمعنای توانم ͳنم

ام. گفته کم ، سرایم و گویم چه هر که نمایم، آشار خویش استادان
بدون که چرا سپاسΎذارم بسیار ͳطرق انصاری الله دکترحبیب آقای جناب گرامیم استاد از

مینمود. مشل بسیار نامه پایان این تامین ایشان راهنماییهای
زحمت که ͳعباس احمد دکتر و ͳآتان ͳابراهیم الدین شهاب دکتر ، دلسوز و فرزانه استادان از

. دارم را ͳدان قدر و تشر کمال شدند متقبل را نامه پایان این داوری
و بوده تحمل و صبر اسوه که او باشد، ͳم زندگیم سار سایه مهربانیش سایه که همسرم از

نمود. تسهیل برایم را مسیر مشلات
گوید. سپاس را آنان زحمات از ͳبخش خردترین این که باشد

پ
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چیده:

ͳجابجای حلقه صفر �های علیه مقسوم گراف

ͳکریم صغری

ͳموضع حلقه�های صفر علیه مقسوم گراف�های ͳبرش رأس�های مطالعه و ͳبررس ͳاصل هدف نامه، پایان این در
در م�ͳپردازیم. گالوا حلقه با مرتبط گراف�های ͳبرش رأس�های ͳبررس به ما همچنین است. ͳمتناه ͳموضع غیر و
مطالب م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد بیشتر جزئیات با را

∏
(Zni

) حلقه ͳبرش مجموعه�های و ͳبرش رأس�های نهایت
. [٩]م�ͳباشد و [١١] از برگرفته پایان�نامه این

واژه: کلید
. گالوا حلقه صفر، علیه مقسوم گراف ،ͳبرش مجموعه ،ͳبرش رأس ، ͳمتناه ͳموضع حلقه ،ͳجابجای حلقه

ث



Abstract:

Zero- Divisor Graphs of Commutative Ring

Soghra Karimi

In this thesis , the main goal is to study cut vertices of graphs of local and nonlocal
finite rings . Also we study cut vertices which is dependent of graphs of Galois rings.
Finally we study the cut vertices and cut sets of graphs of rings

∏
(Zni

). The contents
of this thesis are axtracted from [11] and [9].

Key words:
commutative ring , finite local ring , cut vertice , cut set , zero - divisor graph , Galois
ring .
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١

پیشΎفتار:

Έی بعنوان ͳجابجای حلقه�های خواص ͳبررس به که است جبر گرایش�های مهم�ترین از ͳی ͳجابجای جبر

وجود نیز ͳقضیه�های دارند، وجود زمینه این در که زیادی بنیادی قضیه�های بر علاوه . م�ͳپردازد جبری مهم ساختار

پوچتوان صفر، علیه�های مقسوم ، مثال طور به م�ͳکنند. ͳبررس آنها عناصر خواص به توجه با را حلقه�ها که دارند

علیه�های مقسوم به توجه با حلقه�ها خواص ͳبررس به نامه، پایان این در ما اند. جمله این از ها وارون�پذیر و ها

دانشΎاه کامپیوتر علوم و ریاضیات دانشده از Beck ، ١٩٩٨ سال در بار اولین برای . م�ͳپردازیم آنها صفر

حلقه Έی اعضای تمام او . کرد بیان ،ͳجابجای حلقه Έی برای را صفر علیه�های مقسوم گراف مفهوم ، حیفا

م�ͳگرفت نظر در مجاور را ،x, y رأس دو او . م�ͳگرفت[٧] نظر در Rگراف رئوس را R مانند یدار و ͳجابجای

عدد بودن ͳمتناه برای ͳکاف و لازم شروط کردن پیدا ، Beck ͳاساس کار حقیقت .در xy = ۰ اگر وتنها اگر

حدس این نتوانست و برابرند هم با Rگراف ای٢ خوشه عدد و ͳΎرن عدد که زد حدس او بود. R١گراف ͳΎرن

همه جمله از داشت، زیادی ͳبدیه خواص و نبود ͳمناسب گراف کرد، تعریف او که ͳگراف کند. اثبات یا رد را

کردند. تعریف R حلقه برای جدیدی گراف ، Livingston و Anderson بودند. مجاور صفر رأس با رئوس

: م�ͳشود تعریف �صورت این به که م�ͳکرد نظیر را Γ(R) گراف ، R مانند ͳجابجای حلقه هر به Anderson

مجاورند هم با y و x رأس دو و است R حلقه صفر غیر صفر علیه�های مقسوم مجموعه ، Γ(R) رئوس مجموعه

است. Beck گراف از ͳگراف زیر Anderson گراف است ͳبدیه . xy = ۰ اگر تنها و اگر

قضایای و تعاریف به اول فصل در م�ͳباشد. فصل ۵ شامل و است [٩] و [١١] اساس بر نامه پایان این

رأس اول بخش در که است بخش دو شامل دوم فصل است. موردنیاز بعدی فصل�های در که م�ͳپردازیم ͳمقدمات

رأس دوم بخش در و م�ͳکنیم بیان آنرا ͳمقدمات قضایای و تعریف را حلقه Έی صفر علیه مقسوم گراف ͳبرش

رأس به مربوط نتای; بیان به سوم فصل در م�ͳکنیم. ͳبررس را نوتری حلقه Έی صفر علیه مقسوم گراف ͳبرش

در . است بخش دو شامل چهارم، فصل م�ͳپردازیم. ͳموضع غیر ͳمتناه حلقه صفر علیه مقسوم گراف ͳبرش

بخش در ، م�ͳکنیم بیان را ͳمتناه ͳموضع حلقه صفر علیه مقسوم گراف ͳبرش رأس�های به مربوط نتای; اول بخش

در که ͳحلقه�های ͳبرش رأس�های سپس م�ͳپردازیم، گالوا �های حلقه قضایای و تعاریف ͳاجمال بیان به ابتدا دوم

به اول، بخش در . است بخش سه شامل پنجم، فصل م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را هستند گالوا حلقه با ارتباط

١chromatic number
٢clique number



٢

ͳبرش رأس به مربوط ،قضایای دوم بخش در . م�ͳکنیم بیان آنرا از ͳمثالهای و م�ͳپردازیم ͳبرش مجموعه تعریف

حلقه ͳبرش های مجموعه قضایای و ،نتای; سوم بخش در . م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را
∏
(Zni

) ͳمتناه حلقه

. م�ͳکنیم بیان را
∏
(Zni

)

دارند. ͳمتوال شماره نتای;، و ملاحظه�ها قضایا، لم�ها، تعریف�ها، همه نامه پایان این در که است ذکر به لازم

م�ͳباشد. ۴-٢-١ شماره دارای عنوان چهارمین دوم، فصل از اول بخش در مثال، بعنوان



١ فصل
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نیاز پیش .١ ۴فصل

ͳجابجای حلقه به مربوط مفاهیم ١-١

نامه پایان این سراسر در م�ͳشود. ارائه ͳجابجای حلقه�های نظریه از نیاز مورد �های قضیه و تعاریف بخش این در

. ۱R ̸= ۰ بطوریه باشد یدار ͳجابجای حلقه Έی R م�ͳکنیم فرض

ایده�آل و ، است R ایده�آل (a) = {ar|r ∈ R} مجموعه اینصورت در ،a ∈ R کنید فرض .١-١-١ تعریف

. م�ͳشود نامیده a توسط شده تولید ͳاصل

y ∈ R چون ناصفر عضو آن، ازای به که است x ∈ R چون عضوی R صفر علیه مقسوم Έی تعریف١-١-٢.

. م�ͳشود داده نمایش Z(R) با ، R صفر علیه�های مقسوم مجموعه . xy = ۰ که باشد موجود

n اگر . xn = ۰ ، n ≥ ۱ مثبت صحی عدد ازای به هرگاه گویند پوچتوان را x ∈ R .١-١-٣ تعریف

ͳپوچتوان درجه که م�ͳشود گفته همچنین ( ann(x) ) xn = ۰ بطوریه ، باشد ͳمثبت صحی عدد کوچترین

R ایده�آل Έی وضوح به که دهند ͳم نشان Nil(R) با را R حلقه پوچتوان اعضای همه مجموعه است. n ، x

است.

. I t = ۰ که باشد داشته وجود t ∈ N اگر گوییم پوچتوان ایده�آل را R حلقه از I ایده�آل تعریف١-١-۴.

را آن و م�ͳکنند تعریف R ماکسیمال ایده�آل�های همه اشتراک را R حلقه جیبسن رادیال .۵-١-١ تعریف

. م�ͳدهند نشان Jac(R) با

صورت به (I : J) قسمت خارج باشند. R تعویض�پذیر حلقه ایده�آلهای J و I کنید فرض .۶-١-١ تعریف

حالت در . است R حلقه ایده�آل Έی (I : J) که است واض . م�ͳشود I)تعریف : J) = {a ∈ R|aJ ⊆ I}

نامیده J پوچساز (۰ : J) = {a ∈ R|aJ = ۰} = {a ∈ R|ab = ۰ ; ∀b ∈ J} ،آنΎاه I = ۰ اگر خاص

اختصار به (I : {d}) جای به ، d ∈ R ازای به . م�ͳشود داده نمایش Ann(J) یا AnnR(J) با و م�ͳشود

. م�ͳدهیم نمایش (۰ : d) اختصار به را (۰ : {d}) نحو همین وبه (I : d) م�ͳنویسیم

.ann(a) ⊈ ann(b) آنΎاه ، b ∈ R∗ \ {a} اگر گویند ماکسیمال سره بطور را a پوچساز تعریف١-١-٧.

بطوریه باشد موجود y ∈ R ناصفر عضو هرگاه ، گویند یه را R حلقه از x ناصفر عضو .١-١-٨ تعریف

ͳآبل گروه Έی ، R حلقه ضرب عمل تحت که م�ͳدهند نشان U(R) با را R یه عناصر تمام مجموعه . xy = ۱

است.

علیه مقسوم گراف باشد. R حلقه صفر های علیه مقسوم همه مجموعه Z(R) کنید فرض .١-١-٩ تعریف

y و x رأس و بوده گراف رئوس مجموعه Z(R)∗ = Z(R) \ {۰} که است ͳگراف آن واق΄ در R حلقه صفر

. xy = ۰ اگر وفقط اگر م�ͳشوند وصل هم به یال Έی توسط



نیاز پیش .١ ۵فصل

را R حلقه و باشد داشته ماکسیمال ایده�آل Έی تنها هرگاه گویند ͳموضع شبه را R حلقه .١-١-١٠ تعریف

. باشد نوتری و ͳموضع شبه هرگاه گویند ͳموضع

عبارت و م�ͳدهند نشان
√
I با را I آل ایده رادیال باشد. R حلقه ایده�آل Έی Iکنید فرض تعریف١-١-١١.

: از است
√
I = {a ∈ R|an ∈ I , ∃n ≥ ۱}

ماکسیمال R اول ایده�آل هر اینصورت در باشد. ͳآرتین ͳجابجای حلقه Έی R که کنید فرض .١-١-١٢ لم

است.

. شود مراجعه ٨٩ ص [۴] ،از گزاره١-٨ به برهان.

نتیجه٢-٨) است.([۴] برابر Jac(R) با Nil(R) ͳآرتین حلقه Έی در .١-١-١٣ نتیجه

پس
√
I =

∩
PP∈spec(R),I⊆P ، R حلقه از I ایده�آل هر ازای به که م�ͳکنیم یادآوری برهان.

Nil(R) =
∩

PP∈max(R) = Jac(R).

است. پوچتوان Nil(R) ،ͳآرتین حلقه Έی در .١۴-١-١ گزاره

شود. مراجعه ٨٩ صفحه ،[۴] ،از ۴-٨ گزاره به برهان.

، a ∈ R هر برای بطوریه باشد داشته وجود n مانند مثبت صحی عدد کوچترین اگر .١۵-١-١ تعریف

دارای R گوییم ، نباشد موجود n این اگر (charR = n) است. n مشخصه دارای R گوییم آنΎاه ، na = ۰

(charR = ۰) است. صفر مشخصه

با و >است a > دوری گروه زیر مرتبه a مرتبه . a ∈ G و بوده گروه Έی G کنیم فرض .١۶-١-١ تعریف

( ۵۴ [١]ص م�ͳشود.( داده نمایش |a|

آنΎاه باشد داشته ͳنامتناه مرتبه a هرگاه .a ∈ G و بوده گروه Έی G کنیم فرض .١-١-١٧ قضیه

؛ k = ۰ اگر فقط و اگر ak = e .١

متمایزند. همه (k ∈ Z) ak عناصر .٢

آنΎاه ، باشد داشته m > ۰ ͳمتناه مرتبه a هرگاه



نیاز پیش .١ ۶فصل

؛ am = e که است ͳمثبت صحی عدد کوچترین m .٣

؛ m | k اگر فقط و اگر ak = e .۴

؛ r ≡ s(modm) اگر وفقط اگر ar = as .۵

؛ است a, a۲, ..., am−۱, am = e متمایز عناصر از مرکب < a > .۶

. | ak |= m

k
داریم ، k | m که k هر ازای به .٧

شود. مراجعه ۵۴ صفحه ، [١] به برهان.

p−گروه Έی است p مانند ͳثابت اول عدد از ͳتوان مرتبه�اش عنصر هر آن در که گروه Έی .١-١-١٨ تعریف

م�ͳشود. نامیده

[١] باشد. p از ͳتوان |G| اگر وفقط اگر است گروه −p Έی G ͳمتناه گروه .١-١-١٩ نتیجه

شود. ١۴۶مراجعه صفحه ،٢ فصل نتیجه۵-٣ به برهان.

R

q
در صفر علیه مقسوم هر و R

q
̸= ۰ اگر اگروفقط است اولیه R حلقه Έی در q ایده�آل .١-١-٢٠ تعریف

( ۵٠ ص [۴]) است. پوچتوان

اول ایده�آل کوچترین √q دراینصورت باشد، R حلقه در اولیه ایده�ال Έی q کنید فرض .١-١-٢١ گزاره

( ۵٠ ص [۴]) است. p−اولیه ایده�آل Έی q گوییم آنΎاه ،p =
√
q اگر . است q شامل

اگر است اولیه تجزیه Έی دارای I گوییم باشد. R حلقه از سره ایده�آل Έی I کنید فرض .١-١-٢٢ تعریف

. I = q۱ ∩ q۲ ∩ ... ∩ qn که باشند موجود چنان R از q۱, q۲, ..., qn اولیه اید�ه�آلهای

تجزیه Έی را I = q۱ ∩ q۲ ∩ ... ∩ qn تجزیه . باشد R حلقه از ایده�آل Έی I کنید فرض .١-١-٢٣ تعریف

اگر گوییم مینیمال اولیه

∀۱ ≤ i ; q۱ ∩ q۲ ∩ ... ∩ qn ⊈ q۱ ∩ ... ∩ qi−۱ ∩ qi+۱ ∩ ... ∩ qn .١

باشند. متمایز دوبدو ͳΎهم √q۱ = p۱ , ... ,
√
qn = pn اول ایده�آل�های .٢

( ص٨٣ [۴]) دارد. اولیه تجزیه Έی ایده�آل هر Rنوتری حلقه Έی در .٢۴-١-١ قضیه
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و باشد مینیمال اولیه تجزیه Έی q =
∩n

i=۱ qi و باشد پذیر تجزیه ایده�آل Έی q کنید فرض .٢۵-١-١ گزاره

آنΎاه .√qi = pi
n∪
i=۱

pi = {x ∈ R|(q : x) ̸= q}

اول ایده�آل�های از ͳاجتماع R صفر علیه مقسوم از Z(R) مجموعه ، باشد پذیر تجزیه صفر ایده�آل اگر بعلاوه

( ص۵٣ است.([۴] (۰) به وابسته

دقیقاً q به وابسته اول ایده�آل�های باشد. نوتری حلقه Έی در ایده�آل Έی q ̸= (۱) کنید فرض .٢۶-١-١ گزاره

[۴] هستند. x ∈ A ازای به ، (q : x) = p که ، p مانند اول ایده�آل�های مجموعه با برابر

. شود مراجعه ٨٣ صفحه ، ١٧ -٧ گزاره به برهان.

R از ͳایده�آل J که I

J
همچنین و شد خواهد مدول −R Έی I باشد R ایده�آل Έی I اگر .١-١-٢٧ تبصره

[١۴] . است مدول −R Έی م�ͳباشد J ⊆ I و است

شود. مراجعه ١٠٣ صفحه ۶-٣ مثال به برهان.

آنΎاه ،I ⊆ Ann(K) اگر باشد. R ایده�آل Έی I و باشد مدول −R Έی K کنید فرض .١-١-٢٨ تبصره

( ص١٠٧ است.([١۴] R−مدول

I
Έی K

[١۴] باشد. R ایده�آل R ناپذیر وارون عضوهای مجموعه اگر فقط و اگر است ͳموضع شبه R .١-١-٢٩ لم

شود. مراجعه ۴١ صفحه ، ١٣-٣ لم به برهان.

ͳآرتین ͳموضع حلقه ͳمتناه تعداد مستقیم حاصلضرب با یتا طور به R ͳآرتین حلقه Έی .١-١-٣٠ قضیه

[۴] است. یریخت

شود. مراجعه ٩٠ صفحه ، ٨-٧ قضیه به برهان.

[١۴] . باشد میدان R

I
اگر فقط و اگر است ماکسیمال I باشد. R حلقه ایده�آل I کنیم فرض .١-١-٣١ لم

شود. مراجعه ٣٨ صفحه ، ٣-٣ لم به برهان.

حلقه از ͳهای ایده�آل n ≥ ۲ که P۱, P۲, ..., Pn کنید فرض ( اول آل ایده از (اجتناب .١-١-٣٢ قضیه

به نسبت که باشد R ͳجمع ͳگروه زیر S کنید فرض نباشند. اول آنها از تای دو حداکثر و باشند R تعویضپذیر

. S ⊆ Pj ، ۱ ≤ j ≤ n که ای j ازای به اینصورت در S ⊆
∪n

i=۱ Pi کنید فرض . است بسته ضرب

( ۵۴ [١۴]ص )
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گراف نظریه به مربوط مفاهیم ١-٢

ͳدلخواه تعداد شامل مجموعه�ای V که است (V,E) زوج برابر ، تعریف بر بنا G گراف .١-٢-١ تعریف

رئوس را V مجموعه است. V مجموعه عضوی دو مجموعه�های زیر از ͳدلخواه تعداد شامل E مجموعه و عضو

در نقطه تعدادی با را Gگراف گفت م�ͳتوان شهودی طور به نامند. ͳم G گراف یالهای را E مجموعه و G

{x, y} ∈ E اگر یالها ترسیم برای . داد نشان ، هستند ( V(رأس�ها اعضای با Έی به Έی تناظر در که صفحه

. نمود رسم y و x دونقطه بین ͳخط پاره است ͳکاف باشد؛ هستند، گراف رأس دو x, y که

E(G) یال�های مجموعه و V (G) رأس�های مجموعه با GیΈگراف م�ͳکنیم فرض نامه پایان این سراسر در

. باشد

طوق فاقد و باشد داشته وجود یال Έی حداکثر آن رأس دو هر بین که است ͳگراف ساده گراف تعریف١-٢-٢.

باشد.

باشد. داشته وجود دو آن بین یال Έی هرگاه ، گویند مجاور را G گراف از w و v رأس دو تعریف١-٢-٣.

واق΄ یال برآن w و v رئوس که م�ͳگویند اینصورت در باشد.) داشته wوجود v بصورت یال Έی ͳیعن )

. باشند داشته مشترک رأس Έی حداقل هرگاه ، گویند مجاور را G از متمایز یال دو ترتیب همین به هستند.

Έی . گویند کامل گراف Έی ، باشند مجاور آن متمایز رأس دو هر که ساده گراف Έی .۴-١-٢ تعریف

م�ͳدهند. نمایش Kn بصورت را رأس n با کامل گراف

سر Έی که کرد افراز چنان Y و X مجموعه زیر دو به را آن رئوس مجموعه بتوان که ͳگراف .۵-١-٢ تعریف

. م�ͳشود نامیده ͳبخش دو گراف ، باشد Y در آن دیΎر سر Έی و X در آن یالهای تمام

و م�ͳشود نامیده ستاره�ای گراف |X| = ۱ که ، Y و X بخشهای با ، G ͳبخش دو گراف .۶-١-٢ تعریف

. م�ͳشود نامیده ستاره�ای گراف مرکز x ∈ X

ͳمتناه و ناصفر دنباله Έی بصورت را x۰ , xn ناصفر و متمایز رأس دو بین مسیر١ تعریف١-٢-٧.

صحی عدد هر ازای به بطوریه م�ͳدهند نشان G متمایز های رأس از x۰ x۱ ... xi xi+۱ ... xn

. مجاورند xi , xi+۱ رأس�های ،۰ ≤ i ≤ n− ۱

[٨]. گوییم همبند گراف Έی را باشد داشته وجود مسیری آن رأس دو هر بین که گراف Έی تعریف١-٢-٨.
١path
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x۰ , xn ∈ G متمایز و ناصفر رأس دو بین مسیر از است عبارت G گراف در دور١ Έی .١-٢-٩ تعریف

. باشند مجاور نیز xn و x۰ و باشد شده تشیل ناصفر و متمایز رأس سه از حداقل مسیر این بطوریه

و دارد تعلق V (G) به آن رأس هر که است، گراف Έی خود ، Gگراف از گراف زیر Έی تعریف١-٢-١٠.

. است E(G) عضو آن یال هر

گراف ، اش مربوطه یالهای و آن حذف هرگاه گوییم ٢ͳبرش رأس Έی را Gگراف از aرأس تعریف١-٢-١١.

کند. مجزا Y و X گراف زیر دو کم دست به را G

. نباشد مجاور دیΎری رأس Ϳهی با که است ͳرأس G گراف در ایزوله٣ رأس تعریف١-٢-١٢.

است، R ناصفر های علیه مقسوم مجموعه Z(R)∗ آن در ،که A ⊆ Z(R)∗ مجموعه Έی تعریف١-٢-١٣.

بطوریه باشد داشته وجود ، c ̸= d که ، c , d ∈ Z(R)∗ \A صورتیه در شود ͳم گفته ۴ͳبرش مجموعه Έی

نداشته ͳخاصیت چنین A سره مجموعه زیر Ϳهی و کند عبور A یΈعضو از حداقل ، Γ(R) در d به c از مسیر هر

باشد. خاصیت این با مجموعه کوچترین A واق΄ در باشد.

ایزوله را ناصفر و a /∈ Aرأس Έی ، باشد Γ(R)گراف ͳبرش مجموعه Έی A کنید فرض تعریف١-٢-١۴.

. ann(a) \ {۰} ⊆ A هرگاه گویند A مجموعه در تنها یا

. است کامل گراف Έی Zn آنΎاه ، n = p۲ اگر .١۵-١-٢ تبصره

است اول n به نسبت واحد هر واحد. یا است صفر علیه مقسوم یا عضو هر پس است ͳمتناه Zn چون برهان.

علیه مقسوم که است n اول عوامل از ͳی ب.م.م آن که ١است مخالف n و صفر علیه مقسوم هر ب.م.م پس

باشند. داشته را n اول عوامل از ͳی که هستند ͳعضوهای Zn صفر �های علیه مقسوم مجموعه پس م�ͳشود. صفر

همه لذا م�ͳشود. صفر ، صفر علیه مقسوم هردو ضرب پس دارد. را p عامل Έی صفر علیه مقسوم هر Zp۲ در

م�ͳشوند. مجاور هم با رأس�ها

م�ͳباشد. p مرکز با ای ستاره گراف Έی Γ(Zn) آنΎاه ، p > ۲ که n = ۲p اگر .١۶-١-٢ تبصره

p خود دارد p عامل که صفری علیه مقسوم تنها .٢ یا دارد p عامل یا صفر علیه مقسوم هر Z۲p در برهان.

٢ مضارب رأسها بقیه م�ͳشود. ۲p مساوی بزرگتر باشد داشته p عامل که دیΎری عضو هر p از غیر چون است

مجاور هستند ۲p مساوی کمتر که ،٢ مضارب همه با p که م�ͳشود p مرکز با ای ستاره یΈگراف بنابراین هستند.

م�ͳباشد.

١cycle
٢cut vertex
٣ isolated vertex
۴ cut set
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[۶]،مفهوم ͳتحقیقات تیم Έی همراه W.Trampbachlsبه و J.Stickles M.Axtellو ، ٢٠٠٩ سال در

جبری خواص دریافتن آنها هدف کردند. تعریف را ͳجابجای حلقه Έی صفر علیه مقسوم گراف ͳبرش رأسهای

بود. شده ͳمعرف ͳبرش رأسهای ابزار از استفاده با ͳجابجای حلقه Έی

م�ͳباشند. G گراف یالهای و رأسها مجموعه ترتیب به E(G) و V (G) و گراف Έی G که کنید فرض

صفریΈحلقه علیه مقسوم گراف در ͳرأسبرش ٢-١

: اگر م�ͳشود تجزیه مجزا Y Xو گراف زیر دو به ، a رأس ،توسط G گراف گوییم تعریف٢-١-١.

; |V (X)| , |V (Y )| ≥ ۲ .١

;X ∪ Y = G .٢

;V (X) ∩ V (Y ) = {a} .٣

نیستند. مجاور y و x آنΎاه ، y ∈ V (Y )\{a} و x ∈ V (X )\{a} اگر .۴

گراف ، اش مربوطه یالهای و آن حذف هرگاه گوییم ͳبرش رأس Έی را G گراف از a رأس .٢-١-٢ تعریف

است.� ͳبرش رأس Έی ، ۱− ۱− تعریف۲ در aرأس . کند تجزیه مجزا Y و X گراف زیر دو کم دست به را G

، حلقه این صفر علیه مقسوم گراف از (۱, ۰ ) رأس بΎیرید. نظر در را R = Z۲ × Z۴ حلقه .٢-١-٣ مثال

. است ͳبرش رأس Έی

Έی {۰, a } آنΎاه شود، تجزیه Y و X گراف زیر دو به ، a ͳبرش رأس توسط Γ (R ) اگر .۴-٢-١ قضیه

است. R ایده�آل

است، ناصفر a چون ͳطرف از . a+ a ∈ Z (R ) لذا ، است R صفر علیه مقسوم Έی a آنجائیه از برهان.

که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون . باشد R ناصفر عضو Έی a + a کنید فرض اکنون . a ̸= a + a

گراف زیر Έی Y چون است. همبند ͳجابجای حلقه گراف گراف زیر که میدانیم ، a + a ∈ V (X )\{a}

که b (a+ a )= ۰ بنابراین .ab = ۰ بطوریه دارد وجود b ∈ V (Y )\{a} دراینصورت است، Γ (R ) همبند
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.r ∈ R کنید فرض حال است. R صفر عضو ناچار به a+ a است. تناقض Έی ، ۱− ۱− ۲(۴) تعریف بر بنا

فرض فوق بحث با مشابه طور به .ra /∈ {۰, a} کنید فرض است. صفر علیه مقسوم Έی ra که است واض

که b (ra )= ۰ دراینصورت .ab = ۰ بطوریه باشد موجود b ∈ V (Y )\{a} و ra ∈ V (X )\{a} کنید

است. تمام اثبات نتیجه در و ra ∈ {۰, a} لذا است. ۱− ۱− ۲(۴) تعریف با متناقض

نیست. برقرار فوق قضیه عس که م�ͳبینیم ، مثال۴-١-۶ ، فصل۴ در .۵-٢-١ تبصره

. r, s /∈ Z (R ) ،که r + s ∈ Z (R ) آنΎاه باشد، Γ (R ) ͳبرش رأس Έی a اگر .۶-٢-١ قضیه

است R آل ایده {۰, a} ، ۴-٢-١ قضیه بر بنا زیرا . ra = aاینصورت در ،r /∈ Z (R ) کنید فرض برهان.

و (r + s )a = ۰ پس . ra = −sa نتیجه در . −sa = a لذا . −s /∈ Z (R ) آنΎاه ، s /∈ Z (R ) اگر .

. r + s ∈ Z (R ) بنابراین ، است صفر نا a چون

علیه مقسوم که r, s هر برای ، Γ (Z۴ ) در مثال بطور نیست. لزوماًبرقرار بالا قضیه عس .٢-١-٧ تبصره

ندارد. ͳبرش رأس Γ (Z۴ ) ͳول . r + s ∈ Z (R ) نیست، صفر

Z (Z۴ )= {̄۰, ۲̄}

Z۴ \ Z(Z۴) = { ۱̄, ۳̄}

نیز را ۴ فصل از ، ۶-١-۴ مثال م�ͳتوانید ندارد. ͳبرش رأس Γ (Z۴ ) ͳول ۱̄ + ۳̄ ∈ Z (Z۴ ) که است واض

ببینید.

.|V (X )| ≥ ۳ و شود تجزیه ، a ͳبرش رأس توسط Y Xو گراف زیر دو به Γ (R ) فرضکنید .٢-١-٨ قضیه

( ۴-٣ [۶]قضیه ). b۲ = ۰ داریم ، b ∈ V (X ) هر برای آنΎاه باشد، Γ (R ) کامل گراف زیر Έی X اگر

.b (b− ۱ )= ۰ آنΎاه ، b۲ = b اگر . b۲ = ۰ که م�ͳدهیم نشان . b ∈ V (X )\{a} کنید فرض برهان.

چون . b − ۱ ∈ V (X ) ، ۱ − ۱ − ۲(۴) تعریف بنابر حال است. صفر علیه مقسوم Έی b − ۱ بنابراین

زیر Έی X آنجائیه از ،c = b− ۱ اگر کنیم. اختیار را c ∈ V (X )\{a, b} م�ͳتوانیم است |V (X )| ≥ ۳

.ac = ۰ آنΎاه است، کامل گراف

۰ = ac = a(b− ۱) = ab− a = −a

که ،۰ = c (b− ۱ )= cb− c = −c داریم X گراف زیر بودن ازکامل . c ̸= b− ۱ بنابراین است. تناقض که

،۱− ۱− ۲(۴) تعریف از بنابراین .cb۲ = ۰ لذا ، cb = ۰ آنجائیه از . b۲ ̸= b بنابراین است. تناقض باز

همچنین . bb۲ = ۰ ،X گراف زیر بودن کامل از بازهم . b۲ ∈ V (X )∪{۰}

c
(
b۲ + b

)
= cb۲ + cb = ۰
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.۰ = b (b۲ + b )= b۲ داریم X گراف زیر بودن کامل از . b۲ + b ∈ V (X )∪{۰} ، ۱− ۱− تعریف(۴)۲ از

. a۲ = ۰ که دهیم نشان است ͳکاف . b۲ = ۰ داریم ، b ∈ V (X )\{a} عضو هر برای بنابراین

c (a+ b )= ca+ cb = ۰

کامل از . a+ b ̸= a داریم است، ناصفر b ازآنجائیه . a+ b ∈ V (X )∪{۰} ، ۱− ۱− برتعریف(۴)۲ بنا

. ۰ = a (a+ b )= a۲ م�ͳشود نتیجه X بودن

نظر در را R = Z۲ × Z۴ حلقه مثال طور به . است لازم ، قبل قضیه در |V (X )| > ۲ شرط .٢-١-٩ مثال

بΎیرید.

و a = (۰, ۲) و V (Y )= {(۰, ۲ ), (۱, ۰ ), (۰, ۱ ), (۰, ۳ )} و V (X )= {(۰, ۲ ), (۱, ۲ )} گرفتن نظر در با

که م�ͳکنید ملاحظه |V (X)| = ۲ اما است، کامل X که م�ͳبینیم b = (۱, ۲)

V (X) \ {a, b} = ∅

و

b۲ = (۱, ۰) ∈ V (Y )

|V (X)| > ۲ و م�ͳشود تجزیه Y Xو گراف زیر دو به a ͳبرش رأس Γ(R)توسط کنید فرض .٢-١-١٠ نتیجه

. است آل ایده Έی V (X) ∪ {۰} آنΎاه باشد، کامل گراف زیر Έی X اگر است.

،V (X) از عضو هر مرب΄ قبل، قضیه از و است کامل X آنجائیه از . b ∈ V (X) \ {a} کنید فرض برهان.

داریم ،x, y ∈ V (X) ∪ {۰} هر برای لذا است، صفر

bx = by = ۰

، ۱− ۱− ۲(۴) تعریف از . b(x+ y) = ۰ بنابراین

x+ y ∈ V (X) ∪ {۰}

. rx ∈ V (X) ∪ {۰} لذا . b(rx) = ۰ داریم ، bx = ۰ آنجائیه از ، r ∈ R هر برای مشابه بطور


