
ریاضی علوم دانشکده

کاربردی ریاضی گرایش ارشد کارشناسی پایان�نامه

عنوان
حل برای بهینه هموتوپی تحلیلی رهیافت

غیرخطی دیفرانسیل معادلات

راهنما استاد
نجفی صابری جعفر دکتر

مشاور استاد
عفتی سهراب دکتر

نگارش
جعفری صابری حسین

١٣٩٠ تابستان



چکیده

در بار اولین گرفته�ایم، بهره غیرخطی دیفرانسیل معادلات حل برای آن از پایان�نامه این در که روشی
حل برای ١٩٩٢ سال در را هموتوپی تحلیلی روش اولیه شکل او شد. برده بکار لیائو توسط ١٩٩٢ سال
صفر مرتبه شکل تغییر معادله نام به معادله�ای از روش، این در برد. بکار غیرخطی دیفرانسیل معادله یک
روش است. شده تشکیل کمکی خطی عملگر یک و جواب برای اولیه حدس یک از معادله این کرد. استفاده

می�کند. فراهم پارامتر دو این انتخاب برای زیادی آزادی لیائو، هموتوپی
لذا کند، تضمین را تقریب سری�های همگرایی نمی�تواند هموتوپی تحلیلی روش که دریافت لیائو ادامه در
دو معادلات از خانواده�ای تا کرد، معرفی را غیرصفری کمکی پارامتر ١٩٩٧ در محدودیت این به غلبه برای
ترکیب با مارینکا ٢٠٠٨ سال در می�نامند. کنترل-همگرایی پارامتر را، پارامتر این کند. ایحاد پارامتری
هموتوپی روش روش، این یافت. دست جدیدی معادله به لیائو، صفر مرتبه شکل تغییر معادله از دوپارامتر

می�گیرد. قرار هموتوپی تحلیلی روش چارچوب در که گرفت نام مجانبی
می�شود. مینیمم باقیمانده خطای مربع آن در که داد توسعه را مجانبی هموتوپی بهینه روش ادامه، در مارینکا
تقریب می�شود باعث که است، رفته کار به کنترل-همگرایی پارامتر تقریب، ی مرتبه تعداد به روش، این در
شد. خواهد بر زمان بسیار روش این در باقیمانده خطاهای مربع محاسبه�ی عوض، در اما آید، بدست بهتری
روش غیرخطی، مسائل حل برای هموتوپی روش کارآمدی ارتقاء منظور نیوبه ژائو ،٢٠٠٩ سال در

کرد. معرفی را گامی تک بهینه�ی هموتوپی تحلیلی روش نام به دیگری
تحلیلی رهیافت می�کنیم، استفاده غیرخطی معادلات حل برای آن از پایان�نامه، این در که دیگری �رهیافت
او است. شده استفاده کنترل-بهینه پارامتر سه از تنها و شده ارائه لیائو توسط که می�باشد، بهینه هموتوپی
خطای متوسط نام به دیگری تعریف مانده، خطای مربع محاسبه�ی زمان کردن کم منظور به رهیافت، این در

است. کرده ارائه را مانده
گامی تک بهینه�ی هموتوپی روش سه مقایسه�ی و بیان است، آمده در تحریر رشته�ی به رساله این در آنچه

می�باشد. لیائو بهینه�ی هموتوپی و مارینکا مجانبی هموتوپی نیو، ژائو
تک بهینه�ی هموتوپی روش بهینه، مجانبی هموتوپی روش هموتوپی، تحلیلی روش کلیدی: کلمات

غیرخطی دیفرانسیل معادلات بهینه، هموتوپی تحلیلی رهیافت گامی،
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١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب بهبود برای هایی راهبرد ٣.٢.١

٢٢ گامی تک بهینه�ی هموتوپی تحلیلی روش ٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گامی تک بهینه هموتوپی تحلیلی روش ١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال چند حل ١.١.٢

٣۵ بهینه مجانبی هموتوپی روش ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه مجانبی هموتوپی روش ١.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال چند حل ١.١.٣

۶۶ غیرخطی معادلات حل برای لیائو بهینه�ی هموتوپی تحلیلی رهیافت ۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه هموتوپی تحلیلی رهیافت ١.۴
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تصاویر لیست

١٧ . . . . . . . . . . HAM جمله�ای چند تقریب از مرتبه دهمین در V ′′′
(٠) نمودار ١.١

به HAM روش چندجمله�ای تقریب از حاصل تقریبی جواب با دقیق جواب مقایسه�ی ٢.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c = −١ ازای
٢٠ . . . . . . . . . . . HAM روش نمایی تقریب از مرتبه دهمین در V ′′

(٠) نمودار ٣.١
ازای به HAM روش نمایی تقریب از حاصل تقریبی جواب با دقیق جواب مقایسه�ی ۴.١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c = −١

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . HAMروش ١۵ مرتبه�ی در ϵ = ١ ازای به c-منحنی ١.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . HAMروش ١۵ مرتبه�ی در ϵ = ٢ ازای به c-منحنی ٢.٣
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۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . ϵ = ٢ ازای به ٣ مرتبه�ی تقریبی جواب مقایسه�ی ۶.٣
۵٧ . . . . . . . ϵ = ١ ازای به بهینه مجانبی هموتوپی روش ٣ مرتبه�ی تقریبی جواب ٧.٣
۵٨ . . . . . . . ϵ = ٢ ازای به بهینه مجانبی هموتوپی روش ٣ مرتبه�ی تقریبی جواب ٨.٣
۵٨ . . . . . . . ϵ = ٣ ازای به بهینه مجانبی هموتوپی روش ٣ مرتبه�ی تقریبی جواب ٩.٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . HAMروش ٧ مرتبه�ی در ϵ = ١ ازای به c-منحنی نمودار ١٠.٣
۵٩ . . . . . . . . . . . HAMروش ٧ مرتبه�ی در ϵ = ٠.٧ ازای به c-منحنی نمودار ١١.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . HAMروش ٧ مرتبه�ی در ϵ = ٠.۵ ازای به c-منحنی نمودار ١٢.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . HAMروش ٧ مرتبه�ی در ϵ = ٢ ازای به c-منحنی نمودار ١٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . HAMروش ٧ مرتبه�ی در ϵ = ٣ ازای به c-منحنی نمودار ١۴.٣
۶٢ . . ϵ = کلاسیک،١ هموتوپی و مجانبی هموتوپی روند در ٣ مرتبه�ی تقریب مقایسه�ی ١۵.٣
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،c = ٠ پر خط ،c = ١/٢ چین خط ،c = ٣/۴ وار نقطه ، A١(q, c١) شکل تغییر تابع ١.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . c = −٣/۴ بلند چین خط ،c = −١/٢ نقطه چین خط
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ب



جداول لیست
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٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�دهد نشان ثانیه ۴.٧۵٨ در را ∆m مقادیر ١.۴
٧۵ . . . . . . . . . است شده حاصل K = ۵ ازای به و ثانیه ٠.٣٢٨ در را Em مقادیر ٢.۴
٧۵ . . . . . . . . است شده حاصل K = ١٠ ازای به و ثانیه ٠.٣٧۴ در را Em مقادیر ٣.۴
٧۵ . . . . . . . است شده حاصل K = ١۵ ازای به و ثانیه ٠.٧٨٠ در را Em مقادیر ۴.۴
٧۵ . . . . . . . . است شده حاصل K = ٢٠ ازای به و ثانیه ٠.٩۵١ در را Em مقادیر ۵.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . m = ٢ ی مرتبه در کلاسیک HAM و بهینه HAM مقایسه ۶.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . m = ٣ ی مرتبه در کلاسیک HAM و بهینه HAM مقایسه ٧.۴
٧۶ . . . . . . . . . . k = ۵, ١٠ ازای به و m = ٣ ی مرتبه در مانده خطای متوسط ٨.۴
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HV IM روند و گامی تک بهینه�ی HAM روند با بهینه HAM روند مقادیر مقایسه�ی ١٢.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول قسمت -

پ



ت جداول لیست

HV IM روند و گامی تک بهینه�ی HAM روند با بهینه HAM روند مقادیر مقایسه�ی ١٣.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم قسمت -



١ فصل

هموتوپی تحلیلی روش معرفی و نیازها پیش

پیشگفتار ١.١

بخواهیم اگر خصوص به می�شوند، حل خطی معادلات از دشوارتر غیرخطی معادلات که است داده نشان تجربه

یک رضایت�بخشی برای معیار دو اینجا در کنیم١. حل تحلیلی روش�های از استفاده با را معادلاتی چنین این

: می�کنیم معرفی غیرخطی معادلات حل برای تحلیلی روش

کند. ارائه نظر مورد غیرخطی معادلات برای را کارآمدی تقریبی جواب�های بتواند شده اتخاذ روش (الف)

�ی همه حوزه�ی در روش، اعمال از حاصل تقریبی جواب�های که کند تضمین بتواند نظر مورد روش (ب)

هستند. دقیق کافی اندازه�ی به فیزیکی، پارامتر�های

مسائل حل برای مختلف تحلیلی فنون برتری و مزیت درباره�ی می�توانیم بالا، معیار دو از استفاده با

کنیم. بحث غیرخطی

پارامترهای پایه بر اختلال فنون اکثر اند. رفته کار به مهندسی و علوم در گسترده�ای بطور اختلال٢، فنون

کمیت�های از استفاده با اختلال روش�های کلی، حالت در هستند. استوار اختلال) (کمیت�های کوچک فیزیکی

می�کنند تبدیل اوقاتغیرخطی) خطی(گاهی زیرمسأله�های شمار بی تعداد به را غیرخطی یکمسأله�ی اختلال،

ساده اختلالی روش�های می�زنند. تقریب را آن اول مسأله�ی زیر چند جواب�های مجموع وسیله�ی به سپس و

مسأله هر متأسفانه هستند، فیزیکی معانی دارای اغلب اختلالی تقریبات است. آسان نیز فهم�شان و هستند

فیزیکی پارامتر�های برای فقط اختلالی تقریبات اکثر این، از مهمتر ندارد. اختلالی کمیت چنین غیرخطی

١Analytical Method
٢Perturbation techniques

١



٢ هموتوپی تحلیلی روش معرفی و نیازها پیش .١ فصل

پارامترهای همه�ی حوزه�ی در اختلال یک نتیجه که نیست شده تضمین کلی، بطور و هستند معتبر کوچک،

نیز (ب) معیار در بلکه نمی�کنند صدق را (الف) معیار تنها نه اختلالی فنون بنابراین باشد. معتبر فیزیکی

اختلالی غیر متداول روش�های از تعدادی اختلالی، فنون محدودیت�های بر غلبه برای . نیستند[۴] برقرار

، ۴δ-بسط روش لیاپانوف٣، مصنوعی کوچک پارامتر روش روش�ها، این جمله�ی از اند، شده داده توسعه

می�باشند. غیره ۵و آدومیان تجزیه روش

سری�هایی بصورت تقریبی، جواب�های و هستند استوار مصنوعی پارامتر یک بر روش�ها این همه�ی اصولا

جواب�های می�توان که می�رود کار به اغلبطوری مصنوعی پارامتر این می�شوند. داده بسط مصنوعی پارامتر از

مزیت یک واقع در این اختلال، فنون با مقایسه در آورد. بدست غیرخطی معادله یک برای کارآمدی تقریبی

دهد، قرار مختلفی مکان�های در را مصنوعی کوچک پارامتر می�تواند کس هر حال، هر به است. روش

بتوانیم تا دهیم قرار بهتری مکان در را پارامتر این چگونه که ما راهنمایی برای فرضیه�هایی متأسفانه اما

در dk

dxk خطی عملگر از آسانی به آدومیان روش مثال برای ندارد. وجود آوریم دست به مناسبی تقریب

آوردن بدست لذا و می�باشد، مطالعه مورد معادله�ی مشتق بزرگترین مرتبه k که می�کند، استفاده موارد اکثر

عملگر چنین حال هر به می�شود. آسان تقریباً x به نسبت گیری انتگرال بار k از پس متناظر جواب�های

اغلب توانی سری�های متأسفانه اما می�کند. تولید توانی سری�های صورت به تقریبی جواب�های ساده�ای خطی

به تقریبی جواب�های سری همگرایی نمی�تواند آدومیان تجزیه روش بنابراین دارند. متناهی همگرایی شعاع

کند. تضمین را دقیق جواب

δ-بسط روش لیاپانوف، مصنوعی کوچک پارامتر مانند غیراختلالی متداول روش�های همه�ی کلی طور به

بنابراین کنند. تضمین را دقیق جواب به تقریبی جواب�های سری همگرایی نمی�توانند آدومیان تجزیه روش و

می�کنند. صدق را (الف) معیار فقط غیراختلالی رایج روش�های این

برای را باشد می توپولوژی٨ در بنیادی مفهوم یک که را هموتوپی٧ ۶ لیائو ،١٩٩٢ سال در بار اولین

روش اولیه�ی شکل لیائو برد. کار به غیرخطی دیفرانسیل معادلات تحلیلی تقریبی جواب�های آوردن بدست

زیر صورت به غیرخطی دیفرانسیل معادلات حل برای ١٩٩٢ سال در را ٩ هموتوپی تحلیلی

N [u(t)] = ٠, t ∈ Ω, (١.١)

٣ Lyapunov’s artificial small parameter method
۴δ-expansion method
۵Adomian decomposition method
۶Shijun Liao
٧Homotopy
٨Topology
٩Homotopy Analysis Method
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پارامتری یک خانواده�ی لیائو گرفت. کار به می�باشد، مجهول تابع یک u(t) غیرخطی، عملگر N آن در که

کرد. معرفی زیر صورت به صفر١٠، مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی نام (١.١)به غیرخطی معادلات از

(١− q)L[ϕ(t, q)− u٠(t)] + qN [ϕ(t, q)] = ٠, t ∈ Ω, q ∈ [٠, ١], (٢.١)

است. نشاننده١١ پارامتر q ∈ [٠, ١] و جواب برای اولیه حدس یک u٠(t) و کمکی خطی عملگر L آن در که

معادله�ی در q = ١ و q = ٠ دادن قرار با می�کند. فراهم را زیادی آزادی u٠(t) و L انتخاب برای هموتوپی

حدس و L خطی عملگر که می�کنیم فرض . ϕ(t, ١) = u(t) و ϕ(t, ٠) = u٠(t) داریم ترتیب به ،(٢.١)

زیر تیلور بسط که شوند انتخاب طوری u٠(t) یعنی اولیه

ϕ(t, q) = u٠(t) +
+∞∑
n=١

un(t)q
n (٣.١)

می�شود نامیده هموتوپی١٢ جواب�های سری که زیر سری آنگاه باشد، همگرا q = ١ در

u(t) = u٠(t) +
+∞∑
n=١

un(t) (۴.١)

کار ادامه�ی در لیائو است. شده آورده (١.٢.١) بخش در مطلب این اثبات می�کند، صدق (١.١) معادله در

این به غلبه برای کند. تضمین را (٣.١) سری همگرایی نمی�تواند هموتوپی، تحلیلی اولیه�ی روش که دریافت

از پارامتری دو خانواده�ای تا کرد معرفی را c نام به صفری غیر کمکی پارامتر ،١٩٩٧ در لیائو محدودیت،

کند معرفی زیر صورت به را صفر) مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی (یعنی (١.١) غیرخطی معادلات

(١− q)L[ϕ(t, q)− u٠(t)] = cqN [ϕ(t, q)], t ∈ Ω, q ∈ [٠, ١]. (۵.١)

پارامتر مقدار به بلکه نیست وابسته t مقدار به تنها ،ϕ(t, q) یعنی ،(۵.١) معادله�ی جواب که داریم توجه

و تنظیم را (۴.١) سری همگرایی سرعت و ناحیه تواند می c کمکی پارامتر دارد. بستگی نیز c کمکی

یک معرفی با اما ندارد بر در را فیزیکی معنای هیچ اینکه وجود با c کمکی پارامتر از استفاده کند. کنترل

پارامتر به ،c پارامتر می�بخشد. بهبود زیادی طور به را هموتوپی تحلیلی اولیه روش بیشتر، آزادی درجه

درجات است. داشته زیادی پیشرفت حقیقاً کنترل-همگرایی پارامتر کاربرد دارد. شهرت کنترل-همگرایی١٣

هموتوپی تحلیلی روش وسیله�ی به بهتری تقریب�های تا می�کند فراهم را امکان این بیشتر، مصنوعی آزادی

مصنوعی آزادی درجات زیر، صفر مرتبه شکل تغییر معادله�ی بوسیله ١٩٩٩ سال در لیائو بیاید. دست به

١٠Zero-order deformation equation
١١Embedding parameter
١٢Homotopy-series solutions
١٣Convergence-control parameter



۴ هموتوپی تحلیلی روش معرفی و نیازها پیش .١ فصل

کرد معرفی را بیشتری

[١−B(q)]L[ϕ(t, q)− u٠(t)] = cA(q)N [ϕ(t, q)], t ∈ Ω, q ∈ [٠, ١]. (۶.١)

می�کنند صدق زیر روابط در و می�شوند نامیده شکل تغییر توابع ،B(q) و A(q) آن در که

A(٠) = B(٠) = ٠, A(١) = B(١) = ١. (٧.١)

همگرا |q| ≤ ١ ازای به و می�شوند تعریف زیر صورت به B(q) و A(q) شکل تغییر توابع تیلور بسط

می�شوند) تعریف کامل طور به چهارم فصل در σm و µm (پارامترهای می�باشند.

A(q) =
+∞∑
m=١

µmq
m, B(q) =

+∞∑
m=١

σmq
m. (٨.١)

سری آوردن بدست برای مناسبی کنترل-همگرایی پارامتر می�توانیم چگونه که است مطرح سؤال این اکنون

مستقیم راه یک بخشد؟ تسریع را (۴.١) سری همگرایی سرعت که پارامتری حتی یا کنیم؟ پیدا (۴.١) جواب

(١.١) معادله�ی در سری این دادن قرار هم آن دارد، وجود (۴.١) هموتوپی جواب سری همگرایی بررسی برای

می�باشد ناحیه سرتاسر در شده گرفته انتگرال مانده�ی خطاهای مربع بررسی سپس و مرزی، و اولیه شرایط و

مرتبه�ی افزایش با می�کند). بیان را مانده خطای مربع فرمول می�شود، معرفی ادامه در که (٩.١) (رابطه�ی

به سریعتر (۴.١) هموتوپی جواب سری برسد، صفر به سریعتر (٩.١) یعنی مانده خطای مربع هرچه تقریب،

فیزیکی پارامترهای و کنترل-همگرایی پارامترهای دارای تقریبات، وقتی اما شود. می همگرا دقیق جواب

برای بود. خواهد بر زمان بالا مرتبه�ی تقریبات در ،(٩.١) یعنی مانده خطای مربع محاسبه باشند، نامعلومی

مانند (۴.١) سری با مرتبط سری�های همگرایی می�توان که کرد پیشنهاد لیائو بر، زمان محاسبه�ی از جلوگیری

نباشند. معلومی عددی مقادیر دارای سری�ها این که شرطی به گرفت نظر در را ،... ′′′uو
(t) و u′′

(t) ،u′
(t)

را همگرا سری یک جواب ،c ∈ Rc مقدار هر که دارد وجود Rc مانند ای ناحیه اغلب که دریافت لیائو

،u′
(t) یعنی مجهول کمیت�های این های منحنی رسم با توان می را ناحیه��ای چنین علاوه، به دهد. می ارائه

دیفرانسیل معادله یک برای مثال برای آورد. دست به c مختلف مقادیر مقابل در ،... و u
′′′
(t)و u

′′
(t)

منحنی این کرد. رسم c مقادیر مقابل در را u′′(٠) ،u′(٠) های منحنی توان می ،N [u(t)] = ٠ غیرخطی

آمیزی موفقیت بطور که می�شوند؛ نامیده کنترل-همگرایی” پارامتر ”منحنی�های ١۴یا ”c-منحنی�های” ها،

دارند. کاربرد غیرخطی معادلات اکثر در

بگویند ما به توانند نمی (c-منحنی�های) کنترل-همگرایی پارامتر منحنی�های که است تأسف جای اما

١۵،یک یابوشیتا ،٢٠٠٧ سال در می�دهد. ارائه بهتری همگرایی با را (۴.١) سری ،c ∈ Rc از مقداری چه که

١۴C-curves
١۵Kazuki Yabushita
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مانده�ی خطای مربع پایه بر آنها روند کرد. پیشنهاد کنترل-همگرایی پارامتر برای را ١۶ سازی بهینه روش

می�شود تعریف زیر صورت به مانده خطای مربع فرمول است. استوار N [u(t)] غیرخطی معادله�ی

∆(c) =

∫
Ω

(
N

[
M∑
k=٠

uk(t)

])٢

dΩ (٩.١)

هر کند( میل صفر سمت به وقتی ∆(c) که است بدیهی می�باشد. M مرتبه�ی تقریب ،
∑M

k=٠ uk(t) درآن که

همگرا دقیق جواب به (۴.١) جواب سری که است این نشانگر یابد) افزایش M یعنی تقریب مرتبه�ی چه

زیر غیرخطی جبری معادله�ی وسیله به c بهینه�ی مقدار تقریب، از مرتبه Mامین در می�شود.

d∆(c)

dc
= ٠

باشیم، داشته زیر صورت به غیرخطی معادله دو که حالتی در می�شود. تعیین

N١[u, v] = ٠, N٢[u, v] = ٠,

می�شود تعریف گونه این مانده خطای مربع لذا دارد. وجود c٢ و cمانند١ همگرایی کنترل پارامتر دو

∆(c١, c٢) =
٢∑

j=١

∫
Ω

(
Nj

[
M∑
k=٠

uk,
M∑
k=٠

vk

])٢

dΩ

زیر غیرخطی جبری معادله�ی دو حل بوسیله�ی سپس و
∂∆(c١, c٢)

∂c١
= ٠,

∂∆(c١, c٢)

∂c٢
= ٠,

. می�آوریم[١٩] بدست را c٢ و c١ بهینه مقدار

حتی و شده ارائه پیش سال ١٠ حدود در (۶.١) صفر مرتبه�ی شکل تغییر معادله کلی شکل اگرچه

Method HAM(مخفف کاربران بیشتر اما ، [۵] است شده گزارش بعدها نیز آن یافته�ی تعمیم شکل�های

بار اولین برای مارینکا١٧ می�برند. کار به آن سادگی خاطر به را (۵.١) معادله�ی (Homotopy Analysis

گرفت[١۴]، نظر در را زیر صفر مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی ٢٠٠٨ سال در ،[١١ ،١٢]

[١− q]L[ϕ(t, q) + g(t)] = H(q)N [ϕ(t, q)], (١٠.١)

می�شود. انتخاب نظر مورد غیرخطی مسأله�ی به بسته g(t) آن در که

به ،[١۴ ،١١] در مارینکا است. (۶.١) معادله�ی از خاصی حالت (١٠.١) معادله�ی که می�رسد نظر به

کرد. خواهیم بیان سوم فصل در را آن نیز ما و می�پردازد باره این در توضیحاتی ارائه�ی

١۶Optimization method
١٧Vasile Marinca
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می�تواند موضوع این او زعم به که است، دانسته غیرضروری را H(١) = ١ روند این در همچنین مارینکا

مقدار تعیین منظور به مارینکا کند. فراهم (۵.٣) رابطه�ی در cn پارامتر انتخاب برای را بیشتری آزادی

”روش و [١٢] داد توسعه مانده خطای مربع کردن مینیمم با را خود روش کنترل-همگرایی، پارامتر بهینه�ی

معادلات از مجموعه یک تقریب، از مرتبه Mامین در روش این در نهاد. بنا را ١٨ مجانبی” هموتوپی بهینه

آوریم. بدست را آنها بهینه�ی مقادیر بتوانیم تا می�شوند حل cM ،... ،c٢،c١ مقادیر حسب بر غیرخطی جبری

این طریق از بهتری تقریب می�شود، استفاده بیشتری کنترل-همگرایی پارامترهای از وقتی نظری، دیدگاه از

مربع محاسبه�ی زیاد، نامعلوم پارامترهای داشتن با چون است، تأسف جای اما می�آید. دست به بهینه روش

٢٠٠٩ سال در شود. می دیده وضوح به سوم فصل در مطلب این می�شود. بر زمان بسیار مانده خطاهای

برای عمل، در اغلب مارینکا بهینه�ی روند که کردند ادعا [١۶] خود مقاله�ی در وانگ٢٠، چون و نیو١٩ ژائو

به سوم و دوم فصول در را موضوع این ندارد، کارآیی و می�باشد پیچیده غیرخطی بالای مرتبه�ی با مسائل

دهیم. می شرح تفصیل

هموتوپی تحلیلی روش ٢.١

مسأله�ی حقیقت در مثال این می�کنیم[۶]. بیان مثالی ذکر با را هموتوپی روش اصلی ایده�ی بخش این در

تغییر τ زمان به نسبت که U(τ) سرعت با فضا از آزادانه که باشد می m جرم به جسم یک آزاد سقوط

مقاومت با و g گرانش نیروی تأثیر تحت و است) شده فرض صفر سقوط لحظه�ی در اولیه (سرعت می�کند

مدل نیوتن دوم قانون از استفاده با است. ثابت a مسأله این در می�کند. سقوط پایین سمت به aU ٢(τ) هوا

از است عبارت حرکت این ریاضی

m
dU(τ)

dτ
= mg − aU ٢(τ) (١١.١)

اولیه شرط با

U(٠) = ٠. (١٢.١)

می�رسد زیر نهائی سرعت به U∞ ،τ → ∞ وقتی که است واضح مسأله این فیزیکی تعبیر از

U∞ =

√
mg

a
, (١٣.١)

١٨Optimal homotopy-asymtotic method
١٩Zhao Niu
٢٠Chun Wang
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متغیر تغییر از استفاده با

U(τ) = U∞V (t), τ =
U∞

g
t, (١۴.١)

زیر بعد فاقد معادله�ی

V̇ (t) + V ٢(t) = ١ t ≥ ٠, (١۵.١)

اولیه�ی شرط همراه به

V (٠) = ٠ (١۶.١)

می�آید در زیر صورت به (١٣.١) رابطه�ی تبدیل، این تحت می�آید. دست به

lim
t→∞

V (t) = ١. (١٧.١)

دقیق جواب با تقریبات این مقایسه�ی طریق از را جواب متفاوت تقریبات بودن بخش اثر می�توانیم

V (t) = tanh(t), (١٨.١)

غیرخطی معادله�ی حل روند اکنون کنیم. مشاهده

N [u(t)] = ٠ (١٩.١)

به ١۴ صفحه�ی در سپس و می�دهیم، توضیح HAM از استفاده با را، معلوم مرزی یا اولیه شرایط تحت

می�پردازیم. مثال این حل ادامه�ی

پیوستگی مفهوم آن در که می�باشد تابعی فضای یک به [٠, ١] بازه�ی از پیوسته نگاشت یک هموتوپی

تابع به را ρ(٠) = f تابع ρ(t) هموتوپی حسی، طور به می�شود. تعریف تابعی فضای توپولوژی به نسبت

را زیر هموتوپی حال، می�کند. تغییر یک تا صفر از t پارامتر که وقتی دهد می شکل تغییر ρ(١) = g

می�سازیم

H[ϕ(t, q), u٠(t),H(t), c, q] ≡ (١− q)L[ϕ(t, q)− u٠(t)]− qcH(t)N [ϕ(t, q)] (٢٠.١)

اولیه�ی تقریب u٠(t) و نشاننده پارامتر q ∈ [٠, ١] کمکی، تابع H(t) ̸= ٠ کمکی، پارامتر c ̸= ٠ آن در که

تحلیلی روش می�باشد). هموتوپی معرف H)می�کند صدق مفروض مرزی و اولیه شرایط در که است جواب

یک به صفر از q نشاننده�ی پارامتر اگر که طوری به است، استوار ϕ(t, q) پیوسته�ی نگاشت بر هموتوپی

می�کند. تغییر مسأله دقیق جواب یعنی u(t) تا جواب، اولیه حدس یعنی u٠(t) از ϕ(t, q) کند، پیدا افزایش
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می�یابیم دست زیر مهم معادله�ی به (٢٠.١) هموتوپی دادن قرار صفر مساوی با

(١− q)L(ϕ(t, q)− u٠(t)) = qcH(t)N [ϕ(t, q)] (٢١.١)

.q = ٠ می�دهیم قرار (٢١.١) معادله در دارد. شهرت صفر مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی به ،(٢١.١) معادله�ی

شود می حاصل زیر رابطه�ی نتیجه در

L[ϕ(t, ٠)− u٠(t)] = ٠. (٢٢.١)

می�شود نتیجه نیز (٢٢.١) رابطه�ی از و

ϕ(t, ٠) = u٠(t). (٢٣.١)

داشت خواهیم (٢١.١) معادله�ی در q = ١ دادن قرار با

N [ϕ(t, ١)] = ٠, (٢۴.١)

لذا و

ϕ(t, ١) = u(t). (٢۵.١)

می�کنیم تعریف اکنون

um(t) =
١
m!

∂mϕ(t, q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q=٠

(٢۶.١)

می�آوریم دست به زیر صورت به را ϕ(t, q) بسط ،(٢۵.١) و (٢٣.١) روابط و تیلور بسط کمک به

ϕ(t, q) = ϕ(t, ٠) +
∞∑

m=١

١
m!

∂mϕ(t, q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q=٠

qm = u٠(t) +
∞∑

m=١

um(t)q
m. (٢٧.١)

معادله از نخست کار، این انجام برای است. جواب سری در um(t) جملات محاسبه�ی ما بعدی هدف

می�شود حاصل زیر عبارت نتیجه در می�گیریم. مشتق q به نسبت ،(٢١.١)

(١− q)L
(
∂ϕ(t, q)

∂q

)
− L(ϕ(t, q)− u٠(t))

= cH(t)N [ϕ(t, q)] + qcH(t)
∂N [ϕ(t, q)]

∂q
(٢٨.١)

بدست زیر رابطه�ی (٢۶.١) و (٢٣.١) معادلات از استفاده با و (٢٨.١) معادله در q = ١ دادن قرار از پس

می�آید

L[u١(t)] = cH(t)N [u٠(t)] (٢٩.١)
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می�یابیم دست زیر رابطه�ی به ،q به نسبت (٢١.١) معادله�ی از گرفتن مشتق mبار از پس که می�کنیم ادعا

(١− q)L
(
∂mϕ(t, q)

∂qm

)
−mL

(
∂m−١ϕ(t, q)

∂qm−١

)

= mcH(t)
∂m−١N [ϕ(t, q)]

∂qm−١ + qcH(t)
∂mN [ϕ(t, q)]

∂qm
, m ≥ ٢ (٣٠.١)

می�کنیم. شروع است برقرار m = ٢ برای معادله این که مطلب این دادن نشان با را (٣٠.١) معادله اثبات

می�گیریم مشتق q به نسبت (٢٨.١) معادله�ی از لذا

(١− q)L
(
∂٢ϕ(t, q)

∂q٢

)
− ٢L

(
∂ϕ(t, q)

∂q

)

= ٢cH(t)
∂N [ϕ(t, q)]

∂q
+ qcH(t)

∂٢N [ϕ(t, q)]

∂q٢
, (٣١.١)

است. برقرار m = ٢ برای (٣٠.١) معادله�ی که می�دهد نشان (٣١.١) رابطه�ی

معادله این که می�دهیم نشان گاه آن باشد برقرار m مقدار برای (٣٠.١) معادله�ی می�کنیم فرض اکنون

معادله�ی از لذا است، برقرار (٣٠.١) معادله�ی فرض به بنا چون است. درست نیز m + ١ مقدار برای

می�گیریم مشتق q به نسبت (٣٠.١)

(١− q)L
(
∂m+١ϕ(t, q)

∂qm+١

)
− (m+ ١)L

(
∂mϕ(t, q)

∂qm

)

= (m+ ١)hH(t)
∂mN [ϕ(t, q)]

∂qm
+ qcH(t)

∂m+١N [ϕ(t, q)]

∂qm+١ , (٣٢.١)

شود. می برقرار (٣٠.١) رابطه�ی کنیم جانشین m + ١ با را m اگر که می�دهد نشان (٣٢.١) معادله�ی

بر!mتقسیم را (٣٠.١) معادله�ی اکنون است. mبرقرار ≥ (٢۶.١)برای٢ معادله که می�گیریم نتیجه بنابراین

می�آوریم دست به را زیر رابطه�ی نتیجه در می�کنیم. لحاظ را q = ٠ آن در و کرده

L
[
١
m!

∂mϕ(t, q)

∂qm
− ١

(m+ ١)
∂m−١ϕ(t, q)

∂qm−١

]
q=٠

= cH(t)
١

(m− ١)!
∂m−١N [ϕ(t, q)]

∂qm−١

∣∣∣∣
q=٠

. (٣٣.١)

می�شود حاصل زیر رابطه�ی (٢۶.١) تعریف با (٣٣.١) معادله ترکیب با

L[um(t)− um−١(t)] = hH(t)
١

(m− ١)!
∂m−١N [ϕ(t, q)]

∂qm−١

∣∣∣∣
q=٠

, (٣۴.١)

می�باشد. برقرار m ≥ ٢ برای که
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می�کنیم تعریف را زیر کمکی تابع سپس،

χ(m) =

 ٠, m ≤ ١

١, غیره و
(٣۵.١)

زیر فرم به (٣۵.١) و (٣۴.١)، (٢٩.١) معادلات کمک به را m مرتبه�ی شکل تغییر معادله می�توانیم اکنون

آوریم دست به

L[um(t)− χ(m)um−١(t)] = cH(t)Rm−١(t), m ≥ ١ (٣۶.١)

آن در که

Rn =
١
n!

∂nN [ϕ(t, q)]

∂qn

∣∣∣∣
q=٠

(٣٧.١)

شود بیان زیر صورت به می�تواند um(t) یعنی (٣۶.١) m مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی جواب

um(t) = uh(t) + up
m(t) (٣٨.١)

زیر همگن معادله�ی در که است جوابی uh(t) آن در که

L[uh(t)] = ٠, (٣٩.١)

از متوالی صورت به up
m(t) جملات می�باشد. (٣۶.١) معادله�ی خصوصی جواب up

m(t) و می�کند صدق

می�آیند دست به زیر معادله�ی

up
m(t) = χ(m)um−١(t) + L−١

{
cH(t)

١
(m− ١)!

∂m−١N [ϕ(t, q)]

∂qm−١

∣∣∣∣
q=٠

}
, (۴٠.١)

می�باشد. L خطی عملگر معکوس عملگر ،L−١ آن در که

می�کنیم تعریف زیر فرم به را um(t) جملات mام مرتبه�ی جزئی مجموع اکنون

u[m](t) =
m∑
k=٠

uk(t), (۴١.١)

شود[٣] بیان زیر صورت به (١٩.١) معادله�ی جواب نهایت در

u(t) = ϕ(t, ١) =
∞∑
k=٠

uk(t) = lim
m→∞

u[m](t). (۴٢.١)

هموتوپی جواب سری همگرایی ١.٢.١

جواب به بیشتری همگرایی که است جواب�هایی تولید اختلالی، روش�های به نسبت HAM روش مزیت

،L خطی عملگر انتخاب نوع به ،HAM روش طریق از آمده دست به جواب�های دارند. مسأله دقیق

c و ،u٠(t) ،H(t)،L تغییر با دارد. بستگی ،c کمکی پارامتر مقدار و ،u٠(t) اولیه تقریب ،H کمکی تابع
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سری همگرایی سرعت نیز و است همگرا دقیق جواب به هموتوپی جواب سری آن در که ناحیه�ای می�توانیم

هموتوپی جواب سری همگرایی در که مهمی عوامل از یکی کنیم. تنظیم را دقیق جواب به هموتوپی جواب

را جواب کنیم سعی است ممکن مثال برای می�کنیم. استفاده آنها از که است اولیه�ای توابع نوع است، مؤثر

شباهت که پایه�ای توابع داریم انتظار کنیم. بیان نمایی توابع مجموع صورت به یا جمله�ای چند یک بصورت

رفتار با متفاوت رفتارشان که پایه�ای توابع به نسبت بهتری نتایج دارند، را واقعی جواب رفتار از بیشتری

باشند. نزدیک�تر واقعی جواب به یعنی دهند ارائه است واقعی جواب

با می�کنند. تعیین جواب در را پایه�ای توابع نوع اولیه، تقریب و کمکی تابع خطی، عملگر انتخاب اغلب

که جوابی دهیم. گسترش را جواب سری و کنیم حل را شکل تغییر معادلات می�توانیم عوامل این انتخاب

می�باشد، درست c از مقادیری برای جواب این است. c پارامتر دارای هنوز می�آوریم، دست به طریق این از

منحنی�ها این کنیم. رسم را جواب c-منحنی�های می�توانیم ،c مناسب مقادیر تعیین برای .Rc ناحیه�ی یعنی

بدست ،c مقادیر مقابل در ،t مشخص نقطه�ی یک در ،um(t) جزئی مجموع�های اول مشتق چند رسم با

جمع�های باشد، داشته یکتایی مفروضجواب اولیه�ی و مرزی شرایط با (١٩.١) معادله�ی که مادامی می�آیند.

ادامه�ی در مطلب این بود، خواهند همگرا درست جواب به ،c ∈ Rc همه�ی برای آنها، مشتقات و جزئی

می�شود. بیان قضیه�ای عنوان تحت بحث

یعنی تقریبی، جواب سوم مشتق منحنی یا ،u′′
(٠) یعنی تقریبی، جواب دوم مشتق منحنی وقتی مثال بطور

قابل ناحیه�ی بالای افقی خط پاره دارای منحنی این می�کنیم، رسم c مختلف مقادیر مقابل در را ،u′′′
(٠)

می�سازد. نمایان را Rc ناحیه�ی واضح بطور افقی خط پاره این بود. خواهد Rc قبول

همگرایی قضیه�ی ٢.٢.١

.١ قضیه

زیر سری اگر

u(t) = u٠(t) +
+∞∑
m=١

um(t), (۴٣.١)

روابط به توجه با و (٣۶.١) m مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی وسیله�ی به um(t) آن در که باشد، همگرا

(١۶.١) و (١۵.١) دیفرانسیل معادله�ی جواب (۴٣.١) سری آنگاه می�شود، تعیین (٣٧.١) و (٣۵.١)

بود. خواهد
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اثبات:

زیر سری اگر دانیم می
+∞∑
m=١

um(t), (۴۴.١)

بنویسیم می�توانیم آنگاه باشد، همگرا

S(t) =
+∞∑
m=١

um(t), (۴۵.١)

که می�گیریم نتیجه نیز و

lim
m→+∞

um(t) = ٠. (۴۶.١)

می�دهیم بسط زیر صورت به را
∑n

m=١[um(t)− χmum−١(t)] عبارت (٣۵.١) تعریف گرفتن نظر در با

n∑
m=١

[um(t)−χmum−١(t)] = u١+(u٢−u١)+(u٣−u٢)+ ...+(un−un−١) = un(t), (۴٧.١)

می�شود حاصل زیر نتیجه�ی (۴۶.١) رابطه�ی به بنا نتیجه در
+∞∑
m=١

[um(t)− χmum−١(t)] = lim
n→+∞

un(t) = ٠, (۴٨.١)

می�گیریم نتیجه را زیر رابطه�ی (٣۶.١) m مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی و بالا عبارت از استفاده با
+∞∑
m=١

L[um(t)− χmum−١(t)] = L

(
+∞∑
m=١

[um(t)− χmum−١(t)]

)
= ٠, (۴٩.١)

داشت خواهیم لذا
+∞∑
m=١

L[um(t)− χmum−١(t)] = hH(t)
+∞∑
m=١

Rm−١(t) = ٠. (۵٠.١)

داریم h ̸= ٠ و H(t) ̸= ٠ ازای به که می�کند بیان فوق رابطه�ی
+∞∑
m=١

Rm−١(t) = ٠, (۵١.١)

به Rm−١(t) ،(١۵.١) معادله�ی برای که می�یابیم در می�رسیم، آن به ادامه در که ،(۵٨.١) معادله�ی از اما

می�آید دست به زیر فرم

Rm−١(t) = u̇m−١(t) +
m−١∑
j=٠

uj(t)um−j−١(t)− (١− χm). (۵٢.١)
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مقادیر به تنها فوق رابطه�ی در Rm−١(t) که داریم توجه

u٠(t), u١(t), ..., um−١(t)

می�آیند. دست به (٣۶.١) m مرتبه�ی شکل تغییر معادله�ی حل با مقادیر این و است وابسته

می�دهیم بسط زیر فرم به را
∑+∞

m=١Rm−١(t) سری فوق، توضیحات و (۵٨.١) رابطه�ی از استفاده با

+∞∑
m=١

Rm−١(t) =
+∞∑
m=١

[
u̇m−١(t) +

m−١∑
r=٠

ur(t)um−r−١(t)− (١− χm)

]

=
+∞∑
m=٠

u̇m−١(t)− ١+
+∞∑
m=١

m−١∑
j=٠

uj(t)um−j−١(t)

=
+∞∑
m=٠

u̇m−١(t)− ١+
+∞∑
j=٠

+∞∑
m=j+١

uj(t)um−j−١(t)

=
+∞∑
m=٠

u̇m−١(t)− ١+
+∞∑
j=٠

uj(t)
+∞∑
i=٠

ui(t)

=Ṡ(t) + S٢(t)− ١.

داشت خواهیم (۵١.١) رابطه�ی و بالا عبارت از استفاده با نتیجه در

Ṡ(t) + S٢(t)− ١ = ٠, t ≥ ٠.

رابطه�ی دهیم نشان است کافی باشد (١۶.١) و (١۵.١) معادله�ی دقیق جواب S(t) که این برای اکنون

در که (۶٠.١) رابطه�ی نیز و (١۶.١) و (۴۵.١) روابط از استفاده با منظور این به است. برقرار S(٠) = ٠

می�شود حاصل زیر عبارت می�رسیم آن به ادامه

S(٠) =
+∞∑
m=٠

um(٠) = u(٠)٠ +
+∞∑
m=١

um(٠) = u(٠)٠ = ٠.

باشد.[۶] (١۶.١) و (١۵.١) معادله�ی دقیق جواب باید S(t) که است معنی بدین این و

جواب بهبود برای هایی راهبرد ٣.٢.١

چگونه که اینجاست سؤال اکنون می�کند. فراهم جواب بهبود برای را زیادی آزادی هموتوپی، تحلیلی روش

لیائو برگزینیم. انتخاب، بیشمار میان از را کارآمدی اولیه تقریب و کمکی تابع نیز و مناسب خطی عملگر

آنها مرور به بحث ادامه�ی در که است داده پاسخ سؤال این به راهنمایی، سه عبارتی به یا قانون سه ذکر با

می�پردازیم.
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انتخاب ،HAM روش طریق از جواب محاسبه�ی برای اول قدم جواب٢١): بیان اول(قانون قانون

با اغلب توان می را پایه�ای توابع ترین مناسب می�باشد. {em(t)|m = ٠, ١, ٢...} پایه�ای توابع مجموع

نظر در با یا می�کنند، صدق مسأله اولیه�ی یا مرزی شرایط در تر راحت توابعی چه اینکه، کردن مشخص

صورت به را جواب می�توانیم آنگاه کرد، تعیین جواب انتظار مورد مجانبی رفتار و فیزیکی تعابیر گرفتن

تعیین مسأله حل روند در و هستند ثابت amها مقادیر رابطه این در بنویسیم، u(t) =
∑∞

m=٠ amem(t)

می�شوند.

توابع مجموعه�ی در ،en(t) پایه�ی هر که می�کند بیان قانون این ضرایب٢٢): سویی همه دوم(قانون قانون

حیطه�ی همچنین قانون این شود. بیان ،m → که∞ وقتی
∑m

n=٠ un(t) سری صورت به باید پایه�ای،

تابع اوقات بعضی می�تواند می�شود، ترکیب قبل قانون با وقتی و می�کند محدود را H(t)کمکی تابع انتخاب

�کند. تعیین یکتا بصورت را H(t)کمکی

به (٣۶.١) شکل تغییر معادله�ی که است این نیازمند قانون این جواب٢٣): وجود سوم(قانون قانون

بر متفاوت، پایه�ای توابع وسیله�ی به را هموتوپی تحلیلی روش اکنون باشد[٣]. حل قابل تحلیلی صورت

می�گیریم. کار به (١۵.١) معادله�ی روی

می�شوند بیان چندجمله�ای توسط که جواب�هایی

N خطی عملگر لذا ندارد. می�گیریم بکار که پایه�ای تابع نوع با ارتباطی هیچ N غیرخطی عملگر انتخاب

می�گیریم نظر در زیر صورت به را

N [ϕ(t, q)] =
∂ϕ(t, q)

∂t
+ ϕ(t, q)٢ − ١ (۵٣.١)

پایه�ای توابع مجموعه تقریبات، از نوع این برای هستند. تقریبات نوع ترین ساده چندجمله�ای تقریبات

اولیه شرط و یادشده قوانین بنابر نتیجه در می�کنیم. انتخاب را {tan+b; a > ٠, b > ٠, n = ٠, ١, ٢, ...}

می�شود پیشنهاد زیر صورت به اولیه تقریب (١۶.١)

V٠(t) = t, (۵۴.١)

می�گیریم نظر در زیر صورت به را L خطی عملگر همچنین

L[ϕ(t, q)] = ∂ϕ(t, q)

∂t
, (۵۵.١)

٢١Rule of solution expression
٢٢Rule of coefficient ergodicity
٢٣Rule of solution existence


