
کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده

ارشد کارشناسͬ نامه پایان

محض(جبر) ریاضͬ

مͺالͬ - کوهن مدول�های و موضعͬ کوهمولوژی
تعمیم�یافته

تدوین

اඟ໊مධ෱౵ریدو॥ت
راهنما استاد

دන඿رذاඟ໊ی
١٣٩٠ اسفند



ଘم৤قدৎ
඼ෙय़بانماభموฬز಻ඓن৮درم



৔وਹग़ࣤودمਠീ঒ی.زما਩ی ম࡜واৣمభحاॻیૢهૼنঃ࣒مو੩ईوراঃیدمرااز৔و੪ऩع঍࣒مభحاॻیૢه اୃ ଡوردگارا!چࢉو୏
଒روی৔ଘوਖ৶ی�آورمبازباકधلورॐࢡࢵتଘૼنࠝطاਗی�ਣ঍یাس౶ࣂࡣتऒభ଒وا॥ت঍࣒مଘૼنࠝطاਗی�঍ند؟

৅࡜واৣمبازحاপ࣎مراୀآوریাس౶ࣂࡣتଽ଒گاهম࡜واৣمحاপ࣎مرارواਗی�سازد؟ اୃ ଽگاه
චاری঍࣒م.৔وऒودبࢉو اਯࣨونزباৣمඪ༚را॥تหازاଌنૡঙه੪ॸفو඼ෙय़با਩یଘ଒ૼنارزا਩یداਠতیণپاس໋�
نੀढبان،৮دروماభم඼້اردادیൕঙหࣂ૙هوૡঙهجاحاਗیૼنباতند ੩ईوراز඼ෙय़واࣹساس੆ज़ࣩوਠඇ౱یభ଒وओوددو૛ত඼່ه
චاری঍࣒مభ଒راه୑و঒ش૛൏࣌ঘ඼່هସ୍،دන඿ر಻ඌࣹنذاඟ໊یراراঘ࣒مایૼن दدردا਩ی঍࣒م؟یاچࢉوଡاز৔وণپاس໋�
ऒୀودਗی�باॿمدوБЗ୍ସرদوار، چࢉوଡشࢁদඟوభగحاॻیૢه ඼້اردادیหراهراୀایૼنروଃنඟ໋دا৯د؟ਹग़ࣤودا!

دන඿ر೺ख़مدਏৎیدশباਪیودන඿رکاජ໑اند৘وا਩یآమداوریاଌن୑و঒شراୀ࠱ھده௅ඟ໋؟



چͺیده

است. شده� تشͺیل اصلͬ قسمت دو از پایان��نامه این

متناهͬ تولید با مدول -R ͷی M و جابه�جایی نوتری حلقه ͷی R که است این بر فرض اول قسمت در

با i < t هر برای a ایده��������آل به نسبت H i
a(M) موضعͬ کوهمولوژی مدول اگر ،t صحیح عدد برای است.

رابطه�ی که مͬ�شود ثابت آنگاه باشد، متناهͬ تولید

H i
a(M/xM) ∼= H i

a(M)⊕H i+١
a (M)

است. برقرار i < t− ١ هر و a از بزرگ کافͬ اندازه به توان ͷی در واقع x منظم فیلتر -a عضو هر برای

باشد. تعمیم�یافته مͺالͬ - کوهن نوتری موضعͬ حلقه ͷی (R,m) که است این بر فرض دوم قسمت در

دومین و ١ روگرس توسط سوال اولین که است شده مطرح سوال دو به کامل پاسخͬ یافتن هدف مرحله این در

پارامتری ایده�آل هر برای آیا که مͬ�شوند مطرح گونه این به سوال�ها است. ٣ ساکورای و ٢ گوتو به مربوط سوال

مͬ�باشند؟ برقرار زیر های گزاره m ایده�آل از بزرگ کافͬ اندازه به توان ͷی در واقع q

و است qانتخاب از مستقل NR(q;M) تحویل�پذیری اندیس (١

.I = q :R m آن در که I٢ = qI (٢

تعمیم�یافته، مͺالͬ - کوهن مدول شده، شͺافته دقیق دنباله موضعͬ، کوهمولوژی مدول کلیدی: های واژه
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. است شده تدوین

کوهن-مͺالͬ مدول�های رفتارهای از برخͬ و موضعͬ کوهمولوژی مدول�های از خواصͬ پایان�نامه این در

مفاهیم اول بخش در �است. گردیده تنظیم بخش چهار در و �است گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد تعمیم�یافته

�است. شده آورده بخش�ها سایر نیاز مورد قضایای و

مͬ�شود: مطرح زیر قضیه دوم بخش در

هم�چنین و Rباشد از ایده��������������آل ͷی a Rو نوتری حلقه روی متناهͬ تولید با مدول ͷیM فرضکنید :A قضیه

برای صورت این در .an٠H i
a(M) = ٠ ،i < t هر برای که باشند مثبتͬ صحیح اعداد n٠ و t کنید فرض

یͺریختͬ i < t− ١ هر برای و an٠ در واقع x Mمانند از منظم فیلتر -a عضو هر

H i
a(M/xM) ∼= H i

a(M)⊕H i+١
a (M) (∀i < t− ١)

هم�چنین است. برقرار

٠ :Ht−١
a (M/xM)a

n٠ ∼= H t−١
a (M)⊕ ٠ :Ht

a(M)a
n٠ .

است. زیر صورت به قضیه این برهان در اصلͬ نکته

کوتاه دقیق دنباله از کنند. صدق A قضیه مفروضات در t و x مͬ�کنیم فرض

٠ −→M/H٠
a (M)

x−→M −→M/xM −→ ٠

ت



کوتاه دقیق دنباله

(∗) ٠ −→ H i
a(M) −→ H i

a(M/xM) −→ H i+١
a (M) −→ ٠

به را (∗) کوتاه دقیق دنباله توان مͬ ،i < t − ١ هر برای بنابراین مͬ�شود. نتیجه i = ٠, ..., t− ٢ برای

مدولͬ -R ساختار بررسͬ با گرفت. نظر در Ext١R(H i+١
a (M), H i

a(M)) توسیع گروه از عضو ͷی عنوان

است. شده� آورده A قضیه برهان بخش این انتهای در بالاخره گروه این

خارج�قسمتͬ میدان و m ماکسیمال ایده�آل با جابه�جایی نوتری موضعͬ حلقه ͷی R سوم بخش در

است. dimM = d با متناهͬ تولید با مدول -RͷیM و k = R/m

تحویل�ناپذیر زیرمدول�های از غیرزاید اشتراک صورت به مͬ�توان را M از N زیرمدول هر که مͬ�دانیم

ایده�آل برای است. وابسته N به تنها عبارتͬ چنین در شده ظاهر تحویل�ناپذیر زیرمدول�های تعداد که نوشت

ظاهر qM از غیرزاید تحویل�ناپذیر تجزیه در Mکه از تحویل�ناپذیر زیرمدول�های تعداد ،M از q پارامتری

N کنید فرض مͬ�دهند. نشان NR(q,M) علامت با و Mمͬ�نامند روی q تحویل�پذیری اندیس را شده�اند

چون مͬ�دهیم. نشان Soc(N) با را N سوکل باشد، دلخواه مدول -Rͷی

Soc(N) ∼= ٠ :Nm ∼= Hom(k, N)

.NR(q;M) = S(M/qM) لذا . S(N) = dimk Soc(N) مͬ�دهیم قرار است، برداری -k فضای ͷی

در پارامتری ایده�آل هر تحویل�پذیری اندیس که کرد ثابت [21, Theorem 3] در ۵ نرثکات ،١٩۵٧ در

اولین ندارد. بستگͬ پارامتری ایده�آل انتخاب به و است وابسته حلقه به تنها مͺالͬ - کوهن موضعͬ حلقه ͷی

ثابت آن پارامتری ایده�آل�های از تحویل�پذیری اندیس که مͺالͬ - کوهن غیر نوتری موضعͬ حلقه ͷی از مثال

پارامتری ایده�آل�های از تحویل�پذیری اندیس�های تمام سوپریموم شد. ارائه [9] در ٧ ناریتا و اندو۶ توسط است،

اگر که کردند ثابت [11] در سوزوک٩ͬ و ٨ گوتو ١٩٨۴ سال در مͬ�دهیم. نشان r(M) علامت با Mرا از

که کردند ثابت آن�ها علاوه، به است. متناهͬ r(M) آنگاه باشد، تعمیم�یافته مͺالͬ - کوهن مدول ͷیM

۵D.G. Northcott
۶S. Endo
٧M. Narita
٨S. Goto
٩N. Suzuki
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که دادند نشان [10, Corollary 3.13] در ١٠ ساکورای و گوتو بعدها، .r(M) ≥
∑d

i=٠
(
d
i

)
S(H i

m(R))

تمام که دارد mوجود ماکسیمال ایده�آل از توان ͷی آنگاه باشد، مثبت بعد Buchsbaumبا حلقه ͷیR اگر

مطلب این [16] در ١٢ روگرس و ١١ لیو دارند. یͺسان تحویل�پذیری اندیس آن، در واقع پارامتری ایده�آل�های

است. پارامتری ایده�آل�های تحویل�پذیری مورد در نهایی ثابت اندیس Rدارای که کردند بیان صورت این به را

طبیعͬ سوال ͷی است، شده مطرح [22, Question 1.2] در روگرس توسط بار اولین که زیر سوال بنابراین

است.

ایده�آل�های تحویل�پذیری مورد در نهایی ثابت اندیس دارای تعمیم�یافته، مͺالͬ - کوهن حلقه ͷی آیا سوال:

است؟ پارامتری

در روگرس دقیق�تر، بیان به کردند. ارائه بالا سوال به مثبت جواب خاصͬ حالات در روگرس و لیو

دو از نابیشتر بعد با تعمیم�یافته مͺالͬ - کوهن مدول�های برای را بالا مطلب برقراری [22, Theorem 1.3]

مͺالͬ - کوهن مدول ͷیM اگر که دادند نشان [16, Theorem 1.4] در روگرس و لیو همچنین کرد. ثابت

فوق سوال جواب آنگاه کند، صدق i ∈ {٠, t, d} هر برای ٠ ̸= H i
m(M) شرط در که باشد تعمیم�یافته

است. مثبت

داد. سوال این به کاملͬ جواب توان مͬ است، بخش این اصلͬ قضیه اولین که زیر قضیه به توجه با

(R,m) نوتری موضعͬ حلقه روی d بعد از تعمیم�یافته مͺالͬ - کوهن مدول ͷیM کنید فرض :B قضیه

در Mواقع از q پارامتری ایده�آل هر برای که دارد وجود n مانند مثبت و صحیح عددی صورت این در باشد.

و است qانتخاب از مستقل N(q;M) تحویل�پذیری اندیس ،mn

N(q;M) =
d∑
i=٠

(
d

i

)
S(H i

m(M)).

چه که بفهمند تا کردند مطالعه پارامتری ایده�آل�های تحویل�پذیری اندیس روی ساکورای و گوتو [10] در

توجه با است. برقرار ،I = q : m آن در که I٢ = qI تساوی ،R از q پارامتری ایده�آل هر ازای به موقع

برای تساوی این آورده�اند، [6-8] در ١۶ وسͺونسلوس و ١۵ پاولین ، ١۴ ͬͺهونی ، ١٣ کرسو که مطالبی به
١٠H. Sakurai
١١J.C. Liu
١٢M.Rogers
١٣A. Corso
١۴C. Huneke
١۵C. Polini
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e(R) > ١ و ٢ حداقل آن بعد یا نامنظم که R مͺالͬ - کوهن موضعͬ حلقه ͷی در پارامتری ایده�آل هر

این ساکورای و گوتو mاست. ماکسیمال ایده�آل به نسبت R چندگانگͬ e(R) آن در که مͬ�باشد برقرار است،

که باشد Buchsbaum حلقه ͷی R اگر که کردند ثابت [10, Theorem 3.11] در و دادند تعمیم را مطلب

در واقع q پارامتری ایده�آل هر برای I٢ = qI تساوی آنگاه ،e(R) > ١ و dimR = ١ یا dimM ≥ ٢

زیر سوال که است طبیعͬ نظر نقطه این با است. برقرار m ماکسیمال ایده�آل از بزرگ کافͬ اندازه به توان ͷی

گردیده�است. بیان [10, P. 34] در ساکورای و گوتو توسط سوال این شود. مطرح

صحیح عددی آیا باشد. e(R) > ١ شرط با یافته تعمیم مͺالͬ - کوهن حلقه ͷی R کنید فرض سوال:

I٢؟ = qI ،mn در واقع q پارامتری ایده�آل هر برای که �طوری به است موجود n مانند

مͬ�توان قضیه این به توجه با که مͬ�کنیم مطرح را بخش این اصلͬ قضیه دومین ،B قضیه از ای نتیجه عنوان به

داد. فوق شده مطرح سوال به کاملͬ جواب

e(R) > ١ و dimR = ١ یا dimR ≥ ٢ با تعمیم�یافته مͺالͬ - کوهن حلقه ͷی R فرضکنید :C قضیه

در واقع q پارامتری ایده�آل هر برای که است موجود چنان n مانند مثبت صحیح عددی صورت این در باشد.

.I = q : m که I٢ = qI ،mn

رابطه در لم چندین ١.٣ بخش در آن از قبل که مͬ�کنیم اثبات dimM = d روی استقرا با را B قضیه

قضیه لم�ها این شده�است. آورده M یافته تعمیم مͺالͬ - کوهن مدول ͷی در پارامتری ایده�آل�های رفتار با

تعمیم مͺالͬ - کوهن مدول -RͷیM کنید فرض مͬ�دهند:( نتیجه را ( ۵.٢.٣ قضیه ) ٢.٣ بخش کلیدی

پارامتری ایده�آل هر برای که دارد وجود k مانند بزرگ کافͬ اندازه به صحیح عددی صورت این در باشد، یافته

تساوی ،٠ ≤ i+ j ≤ d− ١ هر و q = (x١, ..., xd) ⊆ mk

S(H i
m(M/qj+١M)) = S(H i

m(M/qjM)) + S(H i+١
m (M/qjM))

آن نتیجه و C قضیه اثبات به سوم بخش انتهای در بالاخره، ( .qj = (x١, ..., xd) آن در که است، برقرار

�است. یافته اختصاص

پاسخͬ ١.۴ نتیجه در شده�است آورده A قضیه از نتایجͬ دارد. نام کاربرد�ها بخش که چهارم بخش در

مͬ�شود. داده زیر پرسش به کامل

١۶W.V. Vasconcelos
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موجود n مانند مثبت صحیح عددی آیا باشد. یافته تعمیم مͺالͬ - کوهن مدول ͷیM کنید فرض سوال:

رابطه�ی mn در Mواقع از x پارامتری عضو هر برای طوری�که به است،

H i
m(M/xM) ∼= H i

m(M)⊕H i+١
m (M)

است؟ برقرار i < d− ١ هر برای

�است. داده B قضیه به تعمیمͬ A قضیه از استفاده با که است ٣.۴ نتیجه بخش این جالب نکته

ح
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٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A قضیه برهان ٢.٢

٣٩ تحویل�پذیری اندیس ٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد لم�های ١.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ کوهمولوژی مدول�های از socle بعد ٢.٣

خ



۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ قضایای برهان ٣.٣

۶۴ کاربردها ۴

۶٨ کتاب�نامه

٧٠ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٧٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧۶ نمایه

د



اولیه مفاهیم و تعاریف ١

موضعͬ کوهمولوژی ١.١

و R از ایده�آل ͷی a نوتری، و جابه�جایی حلقه ͷی R کنید فرض [4, Definition 1.1.1] .١.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف چنین Γa(M) باشد. دلخواه مدول -RͷیM

Γa(M) = {m ∈M |∃n ∈ N s.t anm = ٠}

.Γa(M) =
∪
n∈N (٠ :M an) دیͽر عبارت به

است: زیر شرح به Γa(M)خواص جمله از

Mاست. از مدول زیر ͷی Γa(M) (١

نگاشت ،f(Γa(M)) ⊆ Γa(N) چون باشد. مدول�ها -R از همریختͬ ͷی f :M −→ N فرضکنیم (٢

است. Γa(M) به f تحدید واقع در Γa(f) : Γa(M) −→ Γa(N)

این در باشند. R-مدول�ها از دیͽر همریختͬ دو h : N −→ L ،g : M −→ N و r ∈ R کنیم فرض (٣

صورت:

a)Γa(hof) = Γa(h)oΓa(f)

b)Γa(f + g) = Γa(f) + Γa(g)

c)Γa(rf) = rΓa(f)

d)Γa(IdM) = IdΓa(M)

(فانکتور است. خودش به C (R) از همورد و خطͬ -R فانکتور ͷی Γa که مͬ�شود نتیجه فوق توضیحات از

هر و r ∈ R هر ازای به (ب) و باشد جمعͬ (آ) اگر مͬ�شود نامیده خطͬ -R ، T : C (R) −→ C (R)

( .T (rf) = rT (f) مدول�ها، -R از f همریختͬ

است. چپ دقیق فانکتور ͷی Γa (۴

و مͬ�نامند ١٧ تاب -a Mرا مدول -R آنگاه ،Γa(M) = M اگر [4, Definitions 1.2.1] .٢.١.١ تعریف

مͬ�نامند. ١٨ آزاد تاب -a Mرا مدول -R آنگاه Γa(M) = ٠ اگر

امین -i را آن و مͬ�دهیم نشان H i
a با را Γa از راست مشتق فانکتور امین -i ،i ∈ N٠ برای .٣.١.١ تعریف

مͬ��نامیم. a به نسبت موضعͬ کوهمولوژی فانکتور

١٧a-torsion
١٨a-torsion ee

١



[4, 1.2.2] موضعͬ کوهمولوژی مدول�های ویژگͬ�های

مͬ�گیریم نظر در زیر Mمانند از انژکتیو تحلیل ͷی : H i
a(M) محاسبه روش (١

I∗ : ٠ d−١
−→ I٠

d٠−→ I١ −→ ... −→ I i
di−→ I i+١ −→ ...

است دقیق زیر دنباله طوری�که به است موجود x :M −→ I٠ مانند همریختͬ -Rͷی بنابراین

٠ −→M
x−→ I٠

d٠−→ I١ −→ ... −→ I i
di−→ I i+١ −→ ...

مͬ�دهیم اثر I∗ همبافت روی را Γa فانکتور حال

٠ Γa(d−١)−→ Γa(I
٠)

Γa(d٠)−→ Γa(I
١) −→ ... −→ Γa(I

i Γa(di)−→ Γa(I
i+١) −→ ...

تحلیل انتخاب از مستقل H i
a(M) محاسبه که شود توجه .H i

a(M) =
ker(Γa(d

i))

Im(Γa(di−١))
دهیم: مͬ قرار

Mاست. برای انژکتیو

همورد و خطͬ -R فانکتور ͷی (i ∈ N٠) ،H i
a فانکتور است، همورد و خطͬ -R فانکتور ͷی Γa چون (٢

است.

باشد، همریختͬ�ها -R و مدول�ها -R از دقیق دنباله ͷی ٠ −→ L
f−→M

g−→ N −→ ٠ فرضکنیم (٣

همریختͬ�های این و دارد وجود H i
a(N) −→ H i+١

a (L) پیوند همریختͬ ،i ∈ N٠ هر برای صورت این در

باشد. دقیق زیر دنباله که هستند طوری پیوند

٠ −→ H٠
a (L)

H٠
a (f)−→ H٠

a (M)
H٠

a (g)−→ H٠
a (N) −→ H١

a (L)
H١

a (f)−→ H١
a (M)

H١
a (g)−→ H١

a (N) −→

... −→ H i
a(L)

Hi
a(f)−→ H i

a(M)
Hi

a(g)−→ H i
a(N) −→ H i+١

a (L) −→ ...

√
a =

√
b طوری�که به باشد R از دیͽری ایده�آل ͷی b کنید فرض [4, Remark 1.2.3] .۴.١.١ ملاحظه

،i ∈ N٠ هر Mو مدول -R هر برای بنابراین .H i
a = H i

b ،i ∈ N٠ هر برای صورت این در

H i
a(M) = H i

b(M).

[4, Corollary 2.1.7] .۵.١.١ نتیجه

.H i
a(M) = ٠ ،i > ٠ هر برای آنگاه باشد، تاب -a مدول -RͷیM اگر ( الف

.H i
a(Γa(N)) = ٠ ،i > ٠ هر ازای به ،N مدول -R هر )برای ب

یͺریختͬ π : N −→ N/Γa(N) طبیعͬ همریختͬ ،N مدول -R هر ازای به ( پ

H i
a(π) : H

i
a(N) −→ H i

a(N/Γa(N))

مͬ�دهد. نتیجه i > ٠ هر برای را

تاب -b مدول -R ͷی M و R از دیͽر ایده�آل ͷی b کنید فرض [4, Exercise 2.1.9] .۶.١.١ ملاحظه

.H i
a+b(M) = H i

a(M) ،i ∈ N٠ هر برای صورت این در باشد.

٢



تولید با مدول -R ͷی M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض [4, Theorem 7.1.3] .٧.١.١ قضیه

است. آرتینͬ H i
m(M) مدول -R ،i ∈ N٠ هر برای صورت این در باشد متناهͬ

این در باشد متناهͬ تولید با مدول -RͷیM و t ∈ N کنید فرض [4, Proposition 9.1.2] .٨.١.١ گزاره

معادلند: زیر های ه گزار صورت

است. متناهͬ تولید با H i
a(M) ،i < t هر ازای به ( الف

.a ⊆
√
(٠ : H i

a(M)) ،i < t هر ازای به ( ب

کزول همبافت ٢.١

تعریف زیر صورت به I(l, n) .١ ≤ l ≤ n و l ∈ N کنید فرض [4, Notation 5.1.4] .١.٢.١ تعریف

مͬ�شود:

I(l, n) := {(i(١), ...i(l)) ∈ Nl | ١ ≤ i(١) < i(٢) < ... < i(l) ≤ n}

{١, ..., n} طبیعͬ اعداد از l طول به اکید افزایشͬ دنباله�های همه�ی مجموعه�ی مجموعه، این واقع در

بنابراین دهیم، مͬ نشان i(j) با را i مولفه امین -j ،١ ≤ j ≤ l برای و i ∈ I(l, n) برای است.

.i = i(i(١), ..., i(l))

x = (x١, ..., xn) به نسبت R از کزول همبافت .n > ٠ که x١, ..., xn ∈ R کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

i = ١, ..., n هر برای و F با را Rn آزاد مدول -R اگر مͬ�دهند. نشان K(x١, ..., xn)∗ یا K(x)∗ با را

K(x)∗ آنگاه دهیم، نشان ei با را است صفر بقیه و ͷی آن مولفه امین -i که (٠, ...,٠,١,٠, ...,٠) عضو

است: زیر شͺل به

٠ −→ Kn −→ ... −→ Kl
dl−→ Kl−١ −→ ... −→ K١ −→ K٠ −→ ٠

i ∈ I(l, n) و l = ١, ..., n برای K٠و = R بنابراین .Kl = ∧lF = ∧l(Rn) ،l = ٠, ..., n برای که

dl(ei(١) ∧ ... ∧ ei(l)) =
l∑

h=١

(−١)h−١xi(h)ei(١) ∧ ... ∧ ˆei(h) ∧ ... ∧ ei(l)

شده�است. حذف ei(h) مولفه که است آن دهنده�ی نشان ˆei(h) که

K(x)∗ ⊗RM همبافت باشد دلخواه مدول -RͷیM کنید فرض

٠ −→ Kn ⊗M
dn⊗idM−→ Kn−١ ⊗M −→ ... −→ K١ ⊗M −→ K٠ ⊗M −→ ٠

امین -i مͬ�دهند. ∗K(x,M)نشان علامت با و مͬ�نامند x = (x١, ..., xn) به Mنسبت کزول همبافت را

علامتHi(x,M)نشان با ∗K(x,M)را مدول همولوژی امین -i Hi(x)و با ∗K(x)را مدول همولوژی

٣



مͬ�دهند.

Hi(x,M) = Hi(K(x)∗ ⊗RM)

یعنͬ HomR(K(x)∗,M)همبافت

٠ −→ HomR(K٠,M) −→ HomR(K١,M) −→ ... −→ HomR(Kn,M) −→ ٠

K(x,M)∗ علامت با و مͬ�نامند x = (x١, ..., xn) به نسبت M کزول همبافت دوگان همبافت را

مدول همولوژی امین -i مͬ�دهند. نشان K(x)∗ علامت با را K(x,R)∗ خاص حالت در مͬ�دهند، نشان

دیͽر عبارت به مͬ�دهند. نشان H i(x,M)علامت با ∗K(x,M)را

H i(x,M) = H i(Hom(K(x)∗,M))

-RͷیM و R حلقه در دنباله ͷی x = x١, ..., xn کنید فرض [5, Proposition 1.6.10] .٣.٢.١ قضیه

.Hi(x,M) ∼= Hn−i(x,M) ،i = ٠, ..., n هر برای صورت این در باشد دلخواه مدول

فانکتورهای از (T i)i∈N٠ دنباله باشد. جابه�جایی یͷحلقه Ŕ فرضکنید [4, Definition 1.3.1] تعریف٢.١.۴.

کند صدق زیر شرایط در اگر مͬ�شود، نامیده منفͬ پیوسته دنباله ͷی C (Ŕ) به C (R) از همورد

-Ŕ ،i ∈ N٠ هر برای باشد، C (R) در دقیق دنباله ͷی ٠ −→ L
f−→ M

g−→ N −→ ٠ اگر ( الف

بلند دنباله طوری�که به است موجود T i(N) −→ T i+١(L) همریختͬ

٠ −→ T ٠(L)
T ٠(f)−→ T ٠(M)

T ٠(g)−→ T ٠(N) −→ T ١(L)
T ١(f)−→ ...

است. دقیق

اگر ب)

٠ // L //

λ
��

M //

µ

��

N //

ν
��

٠

٠ // Ĺ // Ḿ // Ń // ٠

القایی همریختͬ�های آنگاه باشد، دقیق سطرهای با همریختͬ�ها -R و ها مدول -R از جابه�جایی دیاگرام ͷی

چنان بالایی سطر برای �است شده ذکر (الف) در که بلند همبافت از زنجیری همریختͬ�های و ν و µ ،λ از

باشد. پایین سطر از بلند همبافت با ͷبه�ی�ͷی تناظر در که باشد موجود

C (Ŕ)کاتگوری از Γa(.⌈R) و ΓaŔ(.)⌈R فانکتورهای [4, Independence Theorem 4.2.1] .۵.٢.١ قضیه

یͺتا یͺریختͬ و هستند، یͺسان C (R) به

Λ = (λi)i∈N٠ : (H
i
aŔ
(.)⌈R)i∈N٠

∼=−→ (H i
a(.⌈R))i∈N٠

هر برای ویژه، به دارد. وجود C (R) به C (Ŕ) از همورد فانکتورهای از منفͬ اکید پیوسته دنباله�های از

هم�ارزند. طبیعͬ طور به H i
a(.⌈R) و H i

aŔ
(.)⌈R فانکتورهای i ∈ N٠

۴



مͬ�دهیم. نشان au با را (au١, ..., aun) ایده�آل باشد. R از ایده�آل ͷی a = (a١, ..., an) کنید ض فر

دهنده�ی ∗K(au,M)نشان کنید فرض ،u ∈ N هر برای [4, Exercise 5.2.8] .۶.٢.١ ملاحظه

یͷهمریختͬ x :M −→ N فرضکنید و باشد au١, ..., aun به Mنسبت از کزول همبافت ،M⊗K(au)∗

زنجیری نگاشت�های و همبافت�ها از زیر جابه�جایی دیاگرام ،v ≤ w که v, w ∈ Nبرای باشد. مدول�ها -R از

است. موجود

M ⊗K(av)∗
x⊗K(av)∗//

M⊗(ψw
v )∗

��

N ⊗K(av)∗

N⊗(ψw
v )∗

��
M ⊗K(aw)∗

x⊗K(aw)∗// N ⊗K(aw)∗

یͷدستگاه (Hj(K(au,M)∗))u∈N خانواده ،j ∈ Z هر برای که داد نشان توان مͬ دیاگرام این از استفاده با

علاوه به خودشاست. Cبه (R) از خطͬ -R همورد، فانکتور ͷی lim−→u∈N
Hj(K(au, .)∗) و است مستقیم

از فانکتورها از منفͬ پیوسته اکید طور به دنباله ͷی lim−→u∈N
Hn−i(K(au, .)∗)i∈N٠ که داد نشان توان مͬ

است. خودش به C (R)

مانند فانکتورها از طبیعͬ ارزی هم ͷی ،۶.٢.١ ملاحظه مفروضات با [4, Theorem 5.2.9] .٧.٢.١ قضیه

δ٠ : lim−−→
u∈N

Hn(K(au, .)∗)
∼=−→ Γa

مانند یͺتا یͺریختͬ ͷی علاوه، به دارد؛ وجود خودش به C (R) از

(δi)i∈N٠ : (lim−−→
u∈N

Hn−i(K(au, .)∗))i∈N٠

∼=−→ H i
a

توسیع�یافته که دارد وجود C (R) به C (R) از همورد فانکتورهای از منفͬ پیوسته اکید طور به دنباله�های از

.H i
a(M) ∼= lim−→u∈N

Hn−i(K(au,M)∗) ،M مدول -R هر و i ∈ N٠ هر برای نتیجه در است. δ٠

کسرها مدول و حلقه ٣.١

نسبت R× S در باشد. ضربی بسته مجموعه�ی زیر ͷی S ⊆ R و حلقه ͷی R فرضکنید .١.٣.١ تعریف

کنند: مͬ تعریف چنین را ∼

(a١, s١) ∼ (a٢, s٢) ⇐⇒ ∃t ∈ s : t(s٢a١ − s١a٢) = ٠

R×Sنسبت در هم�ارزی کلاس�های تمام گردایه را S−١R هم�چنین و R×Sاست در هم�ارزی رابطه ͷی∼

است. یͺدار و جابه�جایی حلقه ͷی زیر صورت به ضرب و جمع عمل دو با S−١R کنند. مͬ تعریف ∼ به

a١
s١

+
a٢
s٢

:=
s٢a١ + s١a٢

s١s٢
a١
s١
.
a٢
s٢

:=
a١a٢
s١s٢

گویند. S به نسبت R کسرهای حلقه�ی را S−١R

۵



مͬ�دهند. نشان Rp با را S−١Rصورت این در .p ∈ spec(R) که S = R− p کنید فرض .٢.٣.١ گزاره

است: زیر صورت به آن ماکسیمال ایده�آل که است موضعͬ حلقه ͷی Rp

m := {λ ∈ Rp|s ∈ S و a ∈ p آن در که نوشت λ =
a

s
صورت به را λ توان مͬ {که

رابطه�ی ،M ×S مجموعه�ی در باشد. ضربی بسته S ⊆ R و مدول -RͷیM فرضکنید تعریف٣.٣.١.

کنند: مͬ تعریف چنین را ∼

(m, s) ∼ (ḿ, ś) ⇐⇒ ∃t ∈ S : t(śm− sḿ) = ٠

رابطه�ی Mبا ×S ارزی هم کلاس�های تمام گردایه�ی را S−١M و Mاست ×S در هم�ارزی رابطه�ی ͷی∼

است. مدول -S−١Rͷی S−١M زیر عمل دو با کنند. مͬ تعریف ∼

m١

s١
+
m٢

s٢
:=

s٢m١ + s١m٢

s١s٢

a

s
.
m

t
:=

am

st
(
a

s
∈ S−١R)

است. نیز مدول -Rͷی φ : R −→ S−١R طبیعͬ نگاشت توسط S−١M هم�چنین

a ١٩ انبساط باشد A از ایده�آل ͷی a و حلقه�ای همریختͬ ͷی f : A −→ B کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف چنین و مͬ�دهیم نشان ae با را f توسط

ae :=< f(a) >= f(a)B

علامت با و مͬ�نامیم f توسط b ٢٠ انقباض را f−١(b) صورت این در باشد B از ایده�آل ͷی b کنید فرض

مͬ�دهیم. نمایش bc

B و A از ایده�آل�هایی ترتیب به b و a و حلقه�ای همریختͬ ͷی f : A −→ B کنید فرض .۵.٣.١ گزاره

صورت این در باشند

،a ⊆ aec آ)

،bce ⊆ b ( ب

،aece = ae ( پ

.bcec = bc ت)

صورت این در باشد R از ه�آلͬ اید J و ضربی بسته S ⊆ R و حلقه ͷی R کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

S−١J = Je ( آ
١٩Extension
٢٠Contraction

۶



صورت به عبارت هر از آنگاه λ ∈ S−١p اگر ،p ∩ S = ∅ و p ∈ spec(R) کنید فرض ( ب

.a ∈ p که مͬ�شود نتیجه λ =
a

s
(s ∈ S, a ∈ R)

.pec = p علاوه به و S−١p ∈ spec(S−١R) آنگاه ،p ∩ S = ∅ و p ∈ spec(R) اگر ( پ

اول ایده�آل�های و ندارند اشتراک S با که R حلقه اول ایده�آل�های بین جزییت حافظ و سویی دو ی تناظر ت)

است. برقرار S−١R حلقه

p∩S = ∅ طوری�که به دارد وجود spec(R) عضو یͺتا طور به p آنگاه ،q ∈ spec(S−١R) اگر بنابراین

.S−١p = q و

مجموعه�ی دو حافظجزییتبین و سویی اینصورتتناظریدو در ،p ∈ spec(R) فرضکنید .٧.٣.١ نتیجه

دارد. وجود spec(Rp) و {q ∈ spec(R) | q ⊆ p}

ایده�آل�ها اولیه تجزیه ۴.١

q مͬ�گوییم باشد. R پذیر تعویض ی حلقه از ایده�آلͬ q کنید فرض [23, Definition 4.1] .١.۴.١ تعریف

اگر است R اولیه ایده�آل

و باشد، R سره�ی ایده�آل q یعنͬ ،q ⊂ R ( آ

.bn ∈ q که داشته�باشد وجود n ∈ N آنگاه a /∈ q ولͬ ab ∈ q و a, b ∈ R هرگاه ( ب

R تعویض�پذیر حلقه�ی اولیه ایده�آل ͷی q کنید فرض [23, Lemma and definition 4.5] .٢.۴.١ تعریف

کوچͺترین p علاوه به است اولیه -p ،q مͬ�گوییم و است R اول ایده�آل ͷی p :=
√
qصورت این در باشد.

شود. شامل نیز را p باید باشد q شامل که R اول ایده�آل هر زیرا شود، مͬ شامل را q که است R اول ایده�آل

است. q فرد به منحصر مینیمال اول ایده�آل p لذا

تجزیه باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از سره�ای ایده�آل I کنید فرض [23, Definition 4.15] .٣.۴.١ تعریف

یعنͬ باشد. I با برابر که R اولیه ایده�آل�های از متناهͬ تعدادی اشتراک از عبارتست I اولیه

I = q١ ∩ ... ∩ qn

√
qi = pi ،i = ١, ..., n ازای به که کنید فرض هستند. R از اولیه ایده�آل�های ها qi آن در که

اگر مͬ�گویند مینیمال اولیه تجزیه�ی را تجزیه این صورت این در .(pi ∈ specR)

و باشند، R متمایز اول ایده�آل n ،p١, ..., pn ( آ

.qj +
∩n
i=١i̸=j

qi �باشیم داشته j = ١, ..., n هر ازای به ( ب

�باشد. داشته اولیه تجزیه�ی اگر است R تجزیه�پذیر ایده�آل I که گوییم مͬ

دارد. مینیمال اولیه تجزیه ،R تجزیه�پذیر ایده�آل هر [23, Remark 4.16] .۴.۴.١ ملاحظه

٧



صورت به مͬ�توان را R از b واقعͬ ایده�آل هر صورت این در است. نوتری R کنید فرض .۵.۴.١ قضیه

نوشت. R از تحویل�ناپذیر ایده�آل�های از متناهͬ تعدای اشتراک

است. اولیه تحویل�ناپذیر، ایده�آل هر نوتری، حلقه هر در .۶.۴.١ قضیه

است. شدنͬ تجزیه واقعͬ ایده�آل هر نوتری، حلقه هر در .٧.۴.١ نتیجه

متناهͬ تولید با
√
I و R �پذیر تعویض حلقه�ی از ایده�آلͬ I کنید فرض [23, Lemma 8.21] .٨.۴.١ قضیه

است. رادیͺالش از توانͬ شامل I یعنͬ ،(
√
I)n ⊆ I که دارد وجود n ∈ Nصورت این در باشد،

است. رادیͺالش از توانͬ شامل نوتری تعویض�پذیر حلقه�ی ایده�آل هر نتیجه در

تجزیه�پذیری ایده�آل I فرضکنید ( اولیه تجزیه�ی یͺتایی قضیه (اولین [23, Corollary 4.18] .٩.۴.١ قضیه

تجزیه�های و باشد R تعویض�پذیر حلقه از

qi√و = pi ،i = ١, ..., n ازای به که I = q١ ∩ ... ∩ qn√
q́i = ṕi ،i = ١, ..., ń ازای به که I = q́١ ∩ ... ∩ q́ń

.{p١, ..., pn} = {ṕ١, ..., ṕn} و n = ńصورت این در باشند. I مینیمال اولیه تجزیه�ی دو

و R تعویض�پذیر حلقه�ی از تجزیه�پذیر ایده�آلͬ I کنید فرض [23, Definition 4.19] .١٠.۴.١ تعریف

باشد. I مینیمال اولیه ی تجزیه √qi = pi ،i = ١, ..., n ازای به که I = q١ ∩ ... ∩ qn تجزیه�ی

I مینیمال اولیه تجزیه�ی هر از ٩.۴.١ قضیه بر بنا که را {p١, ..., pn} عضوی n مجموعه�ی صورت این در

عضوهای دهیم. مͬ نشان assR I یا ass I با و مͬ�نامیم I به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه�ی است، مستقل

مͬ�نامیم. I به وابسته اول�های یا I به وابسته اول ایده�آل�های را ass I

وتجزیه�ی R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایده�آلͬ I کنید فرض [23, Theorem 4.17] .١١.۴.١ قضیه

کنید فرض و باشد I مینیمال اولیه تجزیه�ی √qi = pi ،i = ١, ..., n ازای به که I = q١ ∩ ... ∩ qn

معادلند: زیر های گزار صورت این در .p ∈ spec(R)

.p = pi ،١ ≤ i ≤ n که iای ازای به ( آ

باشد. اولیه -p ایده�آل (I : a) طوری�که به دارد وجود a ∈ R ( ب

.
√

(I : a) = p طوری�که به دارد وجود a ∈ R ( پ

و باشد R تعویض�پذیر حلقه�ی از تجزیه�پذیری ایده�آل I کنید فرض [23, Remark 4.20] .١٢.۴.١ ملاحظه

باشد داشته وجود a ∈ R اگر تنها و اگر p ∈ ass I که مͬ�شود نتیجه ١١.۴.١ قضیه از .p ∈ spec(R)

که باشد داشته جود و b ∈ R اگر تنها و اگر است برقرار شرط این و باشد، اولیه -p ایده�آل (I : a) که

.
√

(I : b) = p

٨



و باشد R نوتری تعویض�پذیر حلقه روی مدولͬ M کنید فرض [23, Definition 9.32] .١٣.۴.١ تعریف

که باشد داشته mوجود ∈M اگر Mگویند به وابسته اول ایده�آل را p . p ∈ spec(R)

٠ : m = Ann(m) = p.

به وابسته اول ایده�آل�های مجموعه�ی .m ̸= ٠ آنگاه (٠ : m) = p فوق مانند mو ∈M اگر که کنید توجه

مͬ�دهیم. نشان ( AssR(M) با کنیم، تاکید مربوط حلقه�ی بر بخواهیم گر ا یا ) Ass(M) با Mرا

.Ass(M) = Ass(Ḿ) آنگاه باشند یͺریخت Ḿ Mو ول�های مد -R اگر که شود توجه

در باشد. R نوتری تعویض�پذیر حلقه�ی روی Mمدولͬ کنید فرض [23, Corollary 9.35] .١۴.۴.١ نتیجه

.M ̸= ٠ اگر تنها و اگر Ass(M) ̸= صورت∅ این

این در Rباشد، نوتری تعویض�پذیر حلقه�ی از اولͬ ایده�آل p فرضکنید [23, Exrcise 9.41] .١۵.۴.١ قضیه

.AssR(R/p) = p صورت

نوتری تعویض�پذیر حلقه�ی روی ناصفر و متناهͬ تولید با Mمدولͬ اگر [23, Exrcise 9.40] .١۶.۴.١ قضیه

چون صعودی زنجیره�ای آنگاه باشد، R

M٠ ⊂M١ ⊂ ... ⊂Mn−١ ⊂Mn

چون ایده�آلͬ i = ١, ..., n هر ازای به و Mn = M ،M٠ = ٠ که دارد وجود M زیرمدول�های از

.Mi/Mi−١ ∼= R/pi که دارد وجود pi ∈ spec(R)

دنباله�ی و نوتری حلقه�ای R اگر [23, Exrcise 9.42] .١٧.۴.١ قضیه

٠ −→ L −→M −→ N −→ ٠

آنگاه باشند، همریختͬ�ها -R و مدول�ها -R از کوتاهͬ کامل دنباله�ی

Ass(L) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(L) ∪ Ass(N).

و Ass(Γa(M)) آنگاه باشد. مدول -RͷیM کنید فرض [4, Exrcise 21.12] .١٨.۴.١ قضیه

و هستند مجزا Ass(M/Γa(M))

Ass(M) = Ass(Γa(M)) ∪ Ass(M/Γa(M)).

صورت این در باشد متناهͬ تولید با مدول -R ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .١٩.۴.١ قضیه

است. متناهͬ مجموعه ͷی Ass(M)

٩


