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چیده

معادلات برایحل را شده داده شیفت تاو-لژاندر روش نامه، پایان این در
[٢٠] مرج΄ اساس بر متغیر ضرایب با ای مرتبه چند کسری دیفرانسیل
شیفت لژاندر ایهای جمله چند بر تقریبی، روش این مͳدهیم. تعمیم
مͳآوریم بدست جدیدی فرمول منظور این برای است. استوار شده داده
را دلخواه درجه از شده داده شیفت لژاندر ایهای جمله چند مشتق که
مͳدهد. نمایش شده داده شیفت لژاندر ایهای جمله چند خود حسب بر
با متغیر ضرایب با کسری دیفرانسیل معادلات برای تاو روش تعمیم

مͳگیرد. قرار ͳبررس مورد لژاندر-گاوس-لباتو ازکوادراتور استفاده
معادلات عددی حل برای ͳعملیات تاو روش از ͳتعمیم همچنین

روش، این در مͳشود. پیشنهاد [٣٨] مرج΄ اساس بر کسری دیفرانسیل
استفاده معادله ͳانتگرال عبارت تقریب برای درونیاب ای چندجمله از

مͳکنیم. ارائه مذکور روش برای کارایی خطای تحلیل ما کردیم.
گاوس- انتگرالΎیری کسری، دیفرانسیل معادلات واژههایکلیـدی:
چبیشف ایهای چندجمله شده، داده شیفت لژاندر ایهای چندجمله لباتو،

تاو. روش شده، داده شیفت
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پیشΎفتار

های رشته محققین از ͳخیل نظر کسری دیفرانسیل معادلات گذشته، های دهه در
جلب خود به را ͳاجتماع علوم ͳحت و ͳمهندس ،ͳشیم ،Έفیزی ازجمله مختلف
مانند تقریبی روشهای ͳبرخ عددی، روشهای بر علاوه .[١١،١٢] است کرده
ͳتغییرات تکرار روش ،[١۵] هموتوپی روش ،[١٣،١۴] ادومیان تجزیه روش
ͳتحلیل تقریبهای برای جدیدی روشهای نسبتا [١٧] هموتوپی آنالیز روش و [١۶]
هستند ͳمحاسبات ای رویه ،ͳطیف روشهای هستند. کسری دیفرانسیل معادلات
در جدیدی محبوبیت روشها این آمدهاند. بدست اخیر دهه چهار در عموما که
و گرما جریان در Έفیزی مسایل از ͳوسیع کلاس برای Έاتوماتی محاسبات
آنها بنابراین آنهاست. بالای دقت خاطر به آنها محبوبیت که آوردند بدست سیال
برده کار به ͳمهندس و علوم در مسایل ͳبعض عددی سازی شبیه در موفقیت با

.[٢٢-١٨] مͳشوند
را ͳمقدمات ͳمفاهیم ١ فصل در که است صورت این به نامه پایان این ساختار
تاو-لژاندر روش ٢ فصل در مͳکنیم. بیان کسری دیفرانسیل معادلات مورد در
ضرایب با ای مرتبه چند کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را شده داده شیفت
اولیه مقدار مسائل جواب یتایی و وجود ٣ فصل در مͳدهیم. تعمیم متغیر
Έی ۴ فصل در مͳکنیم. ͳبررس را ͳخط غیر کسری دیفرانسیل معادلات برای
معادلات تبدیل برای متعامد ایهای چندجمله پایه با تاو روش از ͳعملیات تعمیم

مͳشود. ارائه ͳبرداری-ماتریس نمایش به کسری دیفرانسیل
روی را روشمان سپس مͳکنیم. ثابت L2 نرم در را شده ارائه روش همΎرایی نرخ

خ



د

روش از حاصل عددی نتایج فصل هر پایان در مͳکنیم. امتحان مثال چندین
پایان این معادلات حل برای رفته کار به کامپیوتری برنامههای است. شده آورده

است. شده آورده پیوست صورت به نامه



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم

١



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ٢

هستند نیاز مورد بعدی فصلهای در که را ͳمقدمات مفاهیم ͳبرخ فصل این در
کسری دیفرانسیل معادلات مورد در نامه پایان این اینکه به توجه با مͳکنیم ارائه
کسری مشتقات مورد در ͳروابط و تعاریف مورد در فصل این مطالب بیشتر است

کنیم. ͳمعرف را گاما تابع که است لازم ابتدا منظور این برای است،

خواصآن و گاما تابع ͳمعرف ١.١

زیر صورت به و داده نشان Γ(α) نماد با را α در گاما تابع .١.١.١ تعریف
مͳکنیم:[١] تعریف

Γ(α) =
∫ ∞
◦ xα−1e−xdx

متعلق α برای و مͳباشد مشل مختلف های α ازای به بالا انتگرال محاسبه
مͳشود، ثابت زیر در که رابطهای از استفاده با و است موجود جدول [1, 2] بازه به
β ∈ [1, 2] که Γ(β) حسب بر را نباشند [1, 2] بازه به متعلق که هایی α برای Γ(α)

مͳکنیم. بیان ،

داریم: گاما تابع تعریف به توجه با

Γ(α+ 1) =
∫ ∞
◦ xαe−xdx

داریم: جز به جز روش از استفاده با

u = xα ⇒ du = αxα−1dx

dv = e−xdx⇒ v = −e−x

Γ(α+ 1) = −xαe−x|∞◦ + α
∫ ∞
◦ xα−1e−xdx

مͳدانیم و

Limx→+∞x
αe−x = ◦



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ٣

داریم نتیجه در

Γ(α+ 1) = αΓ(α) (١.١)

کنید. حساب را Γ(1) مقدار .٢.١.١ مثال

داریم: ١.١.١ تعریف در α = ١ ازای به حل.

Γ(1) =
∫ ∞
◦ e−xdx

= −e−x|∞◦ =١

کنید. حساب را Γ(4) مقدار .٣.١.١ مثال

داریم: (١.١) از مرر استفاده با حل.

Γ(4) = Γ(3 + 1) =٣Γ(3)

=٣× ٢Γ(2)

= ٣ × ٢ × ١ ×Γ(1)

= ٣!

مͳکنیم. تعریف زیر صورت به را Γ(α+ 1) تعریف١.١.۴.

Γ(α+ 1) = α!

کنید. حساب را ◦! مقدار .۵.١.١ مثال

داریم: ٣.١.١ مثال و ۴.١.١ تعریف به توجه با حل.

◦! = Γ(1) = ١

مشتقاتکسری محاسبات ٢.١

آیا که بود این شد کسری دیفرانسیل حساب مفهوم ایجاد به منجر که ͳاصل سوال
داد؟ تعمیم است کسری n که ͳحالت به را صحیح مرتبه از d

ny

dxn
مشتق مͳتوان



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ۴

کرد اویلر٢عنوان ،١٧٣٠ سال در برد. بار را d
ny

dxn
لایبنیتز١نماد بار اولین برای

جبری بطور dxn به dnpنسبت باشد x از ͳتابع p و مثبت صحیح عدد n که ͳزمان
داریم باشد p = x3 و n = 2 اگر مͳشود. بیان

d2x3

dx2
= 6x

مرتبه از دیفرانسیل عملΎرهای برای را توانها قانون ٣ لاگرانژ ،١٧٧٢ سال در
کرد: بیان صحیح

dm

dxm

dn

dxn
y =

dm+n

dxm+n
y

،١٨١٩ سال در و کرد تعریف را کسری لاپلاس۴مشتق ،١٨١٢ سال در
مشتق ͳآسان به ،m مثبت و صحیح عدد ازای به y = xm از شروع با لاکروکس۵

آورد. بدست را (n ≤ m) ام n

dny

dxn
=

m!
(m− n)!

xm−n, m ≥ n

نوشت: زیر صورت به مͳتوان [١] گاما تابع از استفاده با که
dny

dxn
=

Γ(m+ 1)
Γ(m− n+ 1)

xm−n

داریم: n = 1
2 و y = x برای مثال عنوان به

d
1
2 y

dx
1
2

=
2
√
x√
π

اما کردند. اشاره دلخواه مرتبه از مشتقات فوریه۶به و لاپلاس اویلر، لایبنیتز،
شد. انجام ،١٨٢٣ سال آبل٧در توسط کسری عملΎرهای از استفاده اولین

لیوویل٨ اینکه تا ماند. ساکن دهه چندین برای کسری دیفرانسیل حساب موضوع

١Leibniz
٢Euler
٣Lagrange
۴Laplace
۵Lacroix
۶Fourier
٧Abel
٨Liouville



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ۵

مقاله چندین و یادداشت سه و داشت زیادی مطالعات زمینه این در او شد. پدیدار
کرد. منتشر ،١٨٣٢ سال در ͳمتوال

بود: صحیح مرتبه مشتقات برای نتایج گسترش او نظریه شروع نقطه

Dmeax = ameax

مͳباشند: زیر صورت به دلخواه ی مرتبه ومشتقات

Dυeax = aυeax

زیر صورت به است یافته بسط سری فرم به که را f(x) تابع دلخواه مشتق او
کرد: تعریف

f(x) = Σ∞
n=0cne

anx, an > 0

Dυf(x) = Σ∞
n=0cna

υ
ne

anx (٢.١)

است. شده شناخته کسری مشتق برای لیوویل فرمول اولین عنوان به فوق فرمول
را باشد مختلط یا گنگ گویا، عددی υ آن در که υ دلخواه مرتبه از مشتق او

داد. تعمیم
همین به دانست فایده بی را فوق فرم به ͳتوابع روی فقط اجرا قابلیت اما

مͳدهیم: قرار ابتدا منظور این برای که کرد بیان را ͳدوم تعریف دلیل

I =
∫ ∞
0 ua−1e−xudu

داریم: xu = t متغیر تغییر با و

I = x−a
∫ ∞
0 ta−1e−tdt

I = x−aΓ(a)

x−a =
1

Γ(a)
I



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ۶

مͳآوریم: بدست بالا معادله طرف دو در Dν بردن بار با حال
Dνx−a =

(−1)ν

Γ(a)
∫ ∞
0 ua+ν−1e−xudu

=
(−1)νΓ(a+ ν)

Γ(a)
x−a−ν (٣.١)

به محدود تعریف، اولین مͳباشند. ͳخاص توابع به محدود لیوویل تعاریف اما
x−a فرم به ͳتوابع برای فقط تعریف، دومین و است Σ∞

n=0cne
anx فرم به ͳتوابع

است. مناسب (a > 0)

صفر برابر ثابت، Έی کسری مشتق که کرد مشاهده ،١٨۴٨ سال سنتر٩در ویلیام
کرد. محاسبه را x0 برای 1/2 مرتبه از کسری مشتق سنتر نمͳباشد.

d
1
2

dx
1
2

x0 =
Γ(1)

Γ(1/2)
x

−1
2 =

1√
πx

زیرا مͳشود صفر برابر کسری مشتق a = 0 دادن قرار با لیوویل سیستم طبق بر اما
کرد. مطالعه کسری گیری انتگرال زمینه در [١٠] ریمان١٠ همچنین .Γ(0) = ∞

مͳشود: تعریف زیر صورت fبه تابع αبرای ≥ 0 مرتبه از کسری انتگرال عملΎر

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s)ds, α > 0, t > 0 (۴.١)

J0f(t) = f(t)

است: برقرار زیر خاصیت γ > −1 برای

Jαtγ =
Γ(γ + 1)

Γ(α+ γ + 1)
tα+γ (۵.١)

٩William Center
١٠Riemann
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ͳریاض آنالیز از یادآوری ٣.١

باناخ ثابت نقطه قضیه ١.٣.١

قضیه این است. Έمتری فضاهای در مهم قضیه Έی باناخ١١ ثابت نقطه قضیه
دیفرانسیل معادلات برای اولیه مقدار مسائل جواب یتایی و وجود اثبات برای
اینکه دادن نشان برای باناخ ثابت نقطه قضیه دارد. کاربرد ͳخط غیر کسری
مͳگیرد. قرار استفاده مورد دارد فرد به منحصر ثابت نقطه دیفرانسیل، عملΎر

فضای Έی (Y, d) مͳکنیم فرض باناخ) ثابت نقطه (قضیه .١.٣.١ قضیه
ͳانقباض نگاشت Έی Z : Y → Y مͳکنیم فرض و بوده ͳته غیر کامل Έمتری
هر برای طوریه به دارد وجود q < 1 ͳنامنف ͳحقیق عدد Έی ͳیعن باشد Y روی

داریم y, x ∈ Y

d(Z(y), Z(x)) ≤ q.d(y, x)

.(Z(y∗) = y∗ ͳیعن) دارد Y در y∗ ثابت نقطه Έی فقط و Έی Z نگاشت آنگاه

یافت: زیر صورت به مͳتوان را ثابت نقطه این علاوه به
صورت به تکراری دنباله Έی و مͳکنیم شروع y0 ∈ Y دلخواه عنصر Έی با
است. y∗ آن حد و همΎراست دنباله این مͳکنیم. تعریف yn = Z(xn−1)

مͳدهد نشان را همΎرایی سرعت زیر نابرابری

d(y∗, yn) ≤ qn

1 − q
.d(y1, y0)

١١Banach fixed point theorem



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ٨

با است معادل که

d(y∗, yn+1) ≤
q

1 − q
.d(yn+1, yn)

و

d(y∗, yn+1) ≤ q.d(y∗, xn).

مͳشود. نامیده Z برای شیتز لیپ شرط q مقدار
نمود. مراجعه [٣-٢] مراج΄ به مͳتوان خصوص این در بیشتر توضیحات برای

ͳتحلیل تابع ٢.٣.١

است ͳحقیق خط در D باز یΈمجموعه روی ͳحقیق ͳتابع ،١٢ͳتحلیل تابع Έی
نوشت بتوان x0 ∈ D هر برای اگر

f(x) =
∑∞

n=0 an(x− x0)n

= a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + a3(x− x0)3 + . . .

x0 ͳΎهمسای در xهای برای سری و بوده ͳحقیق اعداد ... و a1 ،a0 آن در که
همΎراست.

به مͳباشد پذیر مشتق مرتبه بینهایت ͳتابع ،ͳتحلیل تابع Έی دیΎر عبارت به
صورت به دامنهاش از x0 نقطه هر در تیلور سری که طوری

T (x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

همΎراست. x0 ͳΎهمسای در x هر برای
نماد با اغلب D شده داده مجموعه روی ͳحقیق ͳتحلیل توابع همه مجموعه

١٢Analytic function
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مͳشود. داده نشان Cw(D)

باشد، n درجه از چندجملهای اگر زیرا است، ͳتحلیل تابع Έی هرچندجملهای
همΎرا سری بنابراین و هستند صفر تیلورش بسط در n از بزرگتر درجه با جملات
جزئیات است. خودش لورن Έم بسط چندجملهای هر علاوه به بود. خواهد

دید. [۴-۵] مراج΄ در مͳتوان را بیشتر

چندجملهایهایچبیشف ۴.١

زیر صورت به چبیشف دیفرانسیل معادله جواب چبیشف١٣، چندجملهایهای
مͳباشند

(1 − x2)′′ − xy′ + n2y = 0.

صدق زیر ͳبازگشت رابطه در ،Tn چبیشف چندجملهایهای داد نشان مͳتوان که
مͳکنند

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n = 1, 2, . . .

١٣Chebyshev polynomials



ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل ١٠

هستند، متعامد (−1, 1) بازه روی 1√
1 − x2

وزن تابع به نسبت چندجملهایها این
داریم ͳیعن

∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)

dx√
1 − x2

=


0 , n ̸= m,

π , n = m = 0,
π

2
, n = m ̸= 0.

f(x) دلخواه تابع تقریب برای پایهای عنوان به مͳتوان را چبیشف چندجملهایهای
نوشت زیر صورت به مͳتوان را f(x) ͳیعن گرفت، نظر در

f(x) =
∞∑

n=0

anTn(x).

کرد. مراجعه [۶-٧] مراج΄ به مͳتوان جزئیات از بیشتر اطلاع برای

لژاندر چندجملهایهای ۵.١

مͳباشند صورتزیر به لژاندر جوابمعادلاتدیفرانسیل لژاندر١۴، چندجملهایهای

d

dx

[
(1 − x2)

d

dx
Pn(x)

]
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0.

مͳکند صدق نیز زیر ͳبازگشت رابطه در ،Pn لژاندر چندجملهای داد نشان مͳتوان

P0(x) = 1

P1(x) = x

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x) − nPn−1(x), n = 1, 2, . . .

١۴Legendre polynomials


