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حلقه�ی برتر، مدول اول، تماماً مدول هم�ضربͬ، مدول ضربͬ، مدول طرفه، دو مدول کلیدی: واژگان
ͬͺزاریس توپولوژی برتر،

چͺیده
طرفه�ی دو مدول باشد. پایا کاملا́ آن زیرمدول هر اگر تنها و اگر مͬ�نامیم، طرفه دو را M R−مدول
روی ͬͺزاریس توپولوژی ͷی پایان�نامه، این در مͬ�گیریم. نظر در را R شرکت�پذیر حلقه�ی ͷی روی M
شرایطͬ ادامه در همچنین نمود. خواهیم بررسͬ هستند، اول Mتماماً در که را سره� زیرمدول�های فضای
فشرده، همبند، فرا تحویل�ناپذیر، نویتری، نظر مورد فضای شرایط، آن تحت که آورد خواهیم دست به را
نمود. خواهیم بررسͬ حلقه�ها روی را ͬͺزاریس توپولوژی کاربردهای نیز پایان� در است. T٢ یا T١ همبند،



ଘم৤قدৎ࣓مজد৯جز৅رනසند಻౱او
گا঒شاࣅ࣎مادمਗی�মࡑشد ৽଒୍م،اوସدر৮

ما඼ෙय़భباৣم،اوಪච໋ଽ଒ࣥواീি࣎مॺࡗ૗ه�ایاز඼ෙय़شراධ෈ران঍࣒م
وঙࢡඥرतداکارم،او଒وओودشما�ଢیآراज़شૼنا॥ت.



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آن�چنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

در امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

در فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت،

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴ୓وم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
با که کرد یاری مرا و ساخت جاری قلبم در را آموختن شوق و نهاد منت من بر که را خدایͬ حد بͬ ثنای

اگر که این حͺم به برسانم. پایان به را آن عنایاتش سایه�ی در و نهاده راه این در قدم بͬ�دریغش لطف بر تͺیه

راه، این در که بزرگوارانͬ تمام از تا مͬ�دانم لازم خود بر نیاورده�ایم، جای به را خالق شͺر نͺنیم، تشͺر خلق

قلم که عزیزم پدر از سپاس کنم. سپاس�گزاری و تشͺر آموخته�ام، دانش محضرشان از و کردند راهنمایͬ�ام

او حمایت بدون و نمود یاریم صمیمͬ و صبور که او است. زندگیم استوار ستون و فشرد دست�هایم در را

سراسر در مهربان فرشته�ای همچون که او مادرم، و بͬ�دریغش زحمات پاس به بود، ناممͺن مسیر این پیمودن

فردای به چشم همیشه که فداکاری است. سخاوتمندترین محبت�هایش بذل در و بود کنارم تحصیل دوران

آسمانͬ�اش مقام احترام به و بͬ�پایانش ایثار زحمات، پاس به مͬ�تپد، من آینده�ی به امیدش پر قلب و دوخته من

حضورش با ͬͽدل�تن و تنهایͬ لحظه�های و بود وجودم آرامش�بخش بودن، او کنار در که مهربانم همسر و

که محمد امیر و حسین امیر فرزندانم زندگͬ�ام، گرانقدر گوهرهای و فداکاری�اش پاس به مͬ�باخت، ͹رن

که میلاد و مهدی عزیزم، برادران و است من آرزوی نهایت روشنشان آینده�ی و دلم شادی�بخش وجودشان

محبت�هایشان. و حمایت�ها پاس به آرزومندم، منان خداوند از برایشان را سعادت از مملو و درخشان آینده�ی

ایشان از را بزرگ�اندیشͬ که کرمزاده پروفسور آقای جناب فرزانه�ام، و فرهیخته راهنمای استاد از سپاس با

آقای جناب دلسوزم، و گرانقدر استاد از داشتم. کارشناسͬ دوره�ی در را ایشان شاگردی افتخار و آموختم

استاد مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر هستم، بزرگوار این ارزشمند و بͬ�پایان زحمات مدیون من که نامداری دکتر

در اینجانب راهنمایͬ برای تلاشͬ هیچ از و داده قرار من اختیار در را خود گرانبهای وقت که فرهیخته�ای

دریغ مجموعه این رسانیدن پایان به در ͷکم نهایت در و منابع جستجوی پایان�نامه، اشͺالات رفع و بررسͬ

آقایان و علͬ شیر دکتر خانم عزیزم، و بزرگوار اساتید از سپاس با همچنین فراوانش. زحمات پاس به نͺردند،

آنان ارزشمند راهنمایͬ�های و بͬ�دریغ محبت�های وام�دار من که ͹آذرن دکتر و رضایͬ دکتر فروزانفر، دکتر

علمͬ تعهد و اخلاق از نمونه�هایͬ و گشودند رویم به را ریاضیات زیبای دنیای از تازه دری که بزرگانͬ هستم.

را بزرگوارم اساتید تمامͬ برای روزافزون توفیق و سلامتͬ آرزوی مهربان خداوند از کردند. ترسیم برایم را

دارم.

඼ෙय़ماه৤ජ໑۱۳۹۲مزশناฮی



مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

٣ اولیه مفاهیم و تعاریف ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر قضایای و تعاریف ١.١

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی ٢.١

۴٩ هم�ضربͬ و ضربͬ مدول�های ٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضربͬ مدول�های ١.٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�ضربͬ مدول�های ٢.٢

۵۶ طرفه دو حلقه�های و مدول�ها ٣

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طرفه دو مدول�های ١.٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طرفه دو حلقه�های ٢.٣

۶۴ مدول�ها برای ͬͺزاریس توپولوژی ͷی ۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ مفاهیم و تعاریف ١.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول تماماً زیرمدول�های ٢.۴

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول) (تماماً برتر مدول�های ٣.۴

٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول) (تماماً برتر حلقه�های ۴.۴

١٠٣ مراجع

١٠۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٠٩ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ج



پیشͽفتار

مͬ�کنیم. بررسͬ را مدول�ها برای ͬͺزاریس توپولوژی ͷی است، شده گرفته [١] مرجع از که پایان�نامه این در

به مدول�ها تمام و شرکت�پذیر حلقه�ها، تمام که مͬ�شود فرض پایان�نامه، این سرتاسر در که است ذکر به لازم

مͬ�باشند. یͺانͬ صفر، غیر چپ R−مدول عنوان

هر برای هرگاه مͬ�گوییم، پایا کاملا́ را M R−مدول از L زیرمدول باشد. دلخواه حلقه�ی ͷی R کنید فرض

M R−مدول باشد. زیرمدول (R,S)−دو ͷی L معادل طور به یا f(L) ⊆ L باشیم داشته f ∈ End(M)op

ویژگͬ�های و خصوصیات مشاهده�ی برای باشد. پایا کاملا́ M R−زیرمدول هر هرگاه مͬ�نامیم، طرفه دو را

مدول�های از عبارتند طرفه دو مدول�های از مثال�هایͬ کرد. رجوع [٣۵] مرجع به مͬ�توان طرفه دو مدول�های

پرداخته آن��ها از مثال�هایͬ ذکر به [۵٣] و [۴۶] ،[۴۵] ،[٣۵] ،[٩] ،[۶] مراجع در که هم�ضربͬ و ضربͬ

مͬ�شود.

واقع ماکسیمال R−زیرمدول ͷی در M از سره R−زیرمدول هر هرگاه مͬ�نامیم، اتمͬ هم را M R−مدول

قضایایͬ و مثال�ها .Rad(ML ) ̸= M
L باشیم داشته M از L سره�ی زیرمدول هر برای معادل طور به و باشد شده

کرد. مشاهده [۵۵] و [٣٨] ،[١٧] مراجع در مͬ�توان را اتمͬ هم مدول�های از

طرفه دو و اتمͬ هم تصویری، خود ،RM اگر تنها و اگر مͬ�گوییم، S−مدول − PCD ͷی را M R−مدول

در پایان�نامه ادامه�ی در کرد). رجوع [۴۵] و [۴٣] ،[٢۴] مراجع به مͬ�توان بیشتر مطالب دیدن (برای باشد

مͬ�نامیم، اول تماماً را M چپ R−مدول مͬ�پردازیم. M R−مدول از اول تماماً زیرمدول�های به چهارم فصل

(گزاره�ی باشد شده تولید K−هم ،M از K صفر غیر پایای کاملا́ زیرمدول هر برای ،RM اگر تنها و اگر

است شده گرفته [١٠] مرجع در اول مدول�های تعریف از اول تماماً مدول�های تعریف واقع در ،(٣.٢.۴

١



٢ پیشͽفتار

بیشتر خصوصیات مشاهده�ی برای شده�اند. جایͽزین پایا کاملا́ زیرمدول�های با دلخواه زیرمدول�های که

توپولوژی به مربوط مفاهیم کلیه�ی برای کرد. رجوع [۵٠] و [۴٧] مراجع به مͬ�توان مدول�هایͬ چنین از

قبلا́ حلقه ͷی اول ایدآل�های طیف روی شده تعریف ͬͺزاریس توپولوژی کرد. رجوع [١٢] مرجع به مͬ�توان

ͬͺزاریس توپولوژی معرفͬ به پایان�نامه این در ادامه در است. شده بررسͬ [۵۶] و [۴۴] ،[٢٩] مراجع در

از نتایجͬ واقع در که مͬ�پردازیم RM طرفه�ی دو مدول از اول تماماً زیرمدول�های طیف (Specfp(M)) روی

آن به [١١] و [٨] مراجع در که مͬ�باشد تعویض�پذیر حلقه�ی از اول ایدآل�های طیف روی ͬͺزاریس توپولوژی

زیرمدول�های طیف که مدول�هایͬ یعنͬ، اول)؛ (تماماً برتر مدول�های معرفͬ با همچنین است. شده پرداخته

مطالب دیدن (برای مͬ�پردازیم آن�ها از قضایایͬ ذکر به مͬ�رسند، ͬͺزاریس توپولوژی ͷی به آن�ها اول تماماً

شرایطͬ همچنین کرد). رجوع [۵٢] و [٣٢] ،[٣١] ،[٢٨] ،[٢٧] مراجع به مͬ�توان برتر مدول�های به مربوط

تحویل�ناپذیر ،(١٠.٣.۴ (قضیه�ی نویتری ،ͬͺزاریس توپولوژی در نظر مورد فضای که آورد خواهیم دست به را

،(٢٧.٣.۴ (نتیجه�ی همبند ،(٢۵.٣.۴ (قضیه�ی فشرده ،(٢٣.٣.۴ (گزاره�ی همبند فرا ،(١٨.٣.۴ (نتیجه�ی

باشد. (٣۴.٣.۴ (قضیه�ی T٢ یا (٣٣.٣.۴ (گزاره�ی T١

نیاز آن�ها به بعد فصل سه در که مقدماتͬ بیان به اول فصل در که شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این

پرداخت. خواهیم کرد، خواهیم پیدا

فصل در مͬ�پردازیم. هم�ضربͬ مدول�های و ضربͬ مدول�های از قضایایͬ بررسͬ و معرفͬ به دوم فصل در

این در ما اصلͬ هدف مͬ�پردازیم. آن�ها از قضایایͬ و مثال��ها و طرفه دو حلقه�های و مدول�ها معرفͬ به سوم

از اول تماماً زیرمدول�های طیف روی ͬͺزاریس توپولوژی پرداخت، خواهیم آن به چهارم فصل در که پایان�نامه

مدول�هایͬ چنین روی ͬͺزاریس توپولوژی و کرده معرفͬ را برتر مدول�های ادامه در مͬ�باشد. طرفه� دو مدول

در مͬ�دهیم. خاتمه برتر حلقه�های روی ͬͺزاریس توپولوژی کاربردهای با را پایان�نامه این مͬ�کنیم. بررسͬ را

حلقه�های و صفر بعد با موضعͬ نیمه تعویض�پذیر حلقه�های از جدیدی ویژگͬ�های چهارم، فصل آخر قسمت

مͬ�کنیم. بررسͬ ١١.۴.۴ نتیجه�ی در را دارند کامل ماکسیمال خاصیت واقع در که تعویض�پذیر ساده�ی نیم



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه

ذکر پایان�نامه سرتاسر که مطالبͬ بر مقدماتͬ و تعاریف بیان به است، بخش دو شامل که فصل این در

در و است شده بیان جبر نیاز مورد قضایای و تعاریف نخست، بخش در پرداخت. خواهیم شد، خواهند

است. شده ذکر توپولوژی نیاز مورد مفاهیم دوم، بخش

مͬ�باشند دسترس قابل راحتͬ به [۴٠] و [١۶] ،[۵] مراجع در جبر قضایای و تعاریف به مربوط مطالب بیشتر

[١٢] مرجع در مͬ�توان نیز را توپولوژی به مربوط مطالب بیشتر شده�اند. بیان اثبات بدون آن�ها از بعضͬ که

یافت.

جبر قضایای و تعاریف ١.١

عضو و ٠ با را جمع خنثͬ عضو همواره است، یͺدار حلقه�ای ،R حلقه�ی از منظور پایان�نامه اين تمام در

.١ ̸= ٠ همواره مͬ�دهيم، نشان ١ با را ضرب خننثͬ

را N به M از R−همریختͬ�های تمام مجموعه�ی آن�گاه باشند، R−مدول دو N و M هرگاه .١.١.١ تعریف

.HomR(M,N) = {f :M → N (R−mod)} يعنͬ، مͬ�دهيم؛ نمايش HomR(M,N) با

حلقه�ای R كه صورتͬ در ولͬ است Z−مدول بنابراين و است آبلͬ گروه ͷی HomR(M,N) .٢.١.١ تذکر

٣



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

است: زير ضرب با R−مدول ͷی HomR(M,N) آن�گاه باشد، تعويض�پذير

r · f :M → N

(r · f)(m) := rf(m) و r ∈ R , f ∈ HomR(M,N).

تمام مجموعه�ی را آن و داده نشان EndR(M) با را HomR(M,N) آن�گاه ،M = N اگر .٣.١.١ تعریف

.EndR(M) = {f :M →M (R−mod)} یعنͬ، مͬ�نامیم؛ M به M از R−درون�ريختͬ�های

همان آن در ضرب كه است حلقه ͷی S = EndR(M) آن�گاه باشد، R−مدول ͷی M هرگاه .۴.١.١ تذکر

یعنͬ، است؛ توابع ترکيب

∀ f, g ∈ S , ∀m ∈M : fg(m) = f ◦ g(m) = f(g(m)).

.HomR(R,M) ∼=M آن�گاه باشد، R−مدول ͷی M و حلقه ͷی R اگر .۵.١.١ قضیه

کنیم تعریف است کافͬ برهان.

ϕ : HomR(R,M)→M

ϕ(f) = f(١)

باشد، تعویض�پذیر R حلقه�ی که صورتͬ در مͬ�باشد. یͺریختͬ Z−مدول ͷی ϕ که دید مͬ�توان راحتͬ به

است. یͺریختͬ R−مدول

.HomZ(Z,Q)
(Z−mod)∼= Q و HomZ(Z,Zn)

(Z−mod)∼= Zn .۶.١.١ مثال

ͷی f :M → N و چپ R−مدول�های ،N ′ و N ،M ′ ،M کنید فرض (سازنده)). ١ (فاکتور ٧.١.١ قضیه

ͷی آن�گاه ،Kerg ⊆ Kerf که باشد بروریختͬ ͷی g : M → M ′ اگر صورت این در باشد. R−همریختͬ

داریم: را زیر دیاگرام و f = hg که دارد وجود h :M ′ → N مانند فردی به منحصر همریختͬ

M
g //

f

��

M ′

h}}
N

١The Factor Theorem



۵ جبر قضایای و تعاریف .١.١

شود. مراجعه [۵] مرجع از ٣.۶ قضیه�ی به برهان.

صورت به را M پوچساز صورت این در باشد، R−مدول ͷی M کنید فرض .٨.١.١ تعریف

AnnR(M) = {a ∈ R : aM = {٠}}

مͬ�دهیم. نشان نیز annR(M) با را AnnR(M) اوقات گاهͬ .aM = {am : m ∈M} که مͬ�کنیم تعریف

و ٠ ∈ AnnR(M) ̸= ∅ زیرا است، R از طرفه دو ایدآلͬ AnnR(M) که مͬ�شود دیده راحتͬ به .٩.١.١ تذکر

.ax ∈ AnnR(M) نتیجه در و axM = {٠} داریم ،xM ⊆M رابطه�ی بر بنا و aM = {٠} اگر ،x ∈ R هر برای

تعریف AnnR(m) = {a ∈ R : am = ٠} صورت به را m پوچساز ،m ∈ M هر برای .١٠.١.١ تعریف

است. R از چپͬ ایدآل AnnR(m) صورت این در مͬ�کنیم.

AnnR(M)؛ =
∩
m∈M AnnR(m) (١ .١١.١.١ تذکر

AnnR(M)؛ ⊆ AnnR(N)⇐ N ≤M (٢

.AnnR(M) = AnnR(N)⇐M ∼= N (٣

.AnnR(M) = {٠} هرگاه مͬ�نامیم، ایمان) (با وفادار را M R−مدول .١٢.١.١ تعریف

است؛ وفادار ناصفر D−مدول هر آن�گاه باشد، تقسیم حلقه�ی ͷی D اگر (١ .١٣.١.١ مثال

٣؛ ∈ AnnZ(٢Z۶) زیرا نمͬ�باشد، وفادار Z−مدول، عنوان به ٢Z۶ (٢

.Ann(RI ) = I زیرا نمͬ�باشد، وفادار R−مدول، عنوان به RI آن�گاه باشد، R از ناصفری ایدآل I اگر (٣

این در باشد. چپ R−مدول ͷی M و تعویض�پذیر صحیح دامنه�ی ͷی R کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

Mنامیده تابدار زیرمدول که Mاست از زیرمدولͬ T (M) = {x ∈M : AnnR(x) ̸= ٠} مجموعه�ی صورت

مͬ�نامیم. آزاد تابدار را M ،T (M) = ٠ اگر و تابدار را M ،T (M) =M اگر مͬ�شود.

مͬ�دهیم قرار باشد. R حلقه�ی از ایدآلͬ P و R−مدول ͷی M کنید فرض .١۵.١.١ تعریف

Tp(M) = {m ∈M : ∃ p ∈ P , (١− p)m = ٠}.
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هر برای دیͽر عبارت به است. P−تابͬ ،M گوییم آن�گاه ،Tp(M) =M اگر است، M از زیرمدولͬ Tp(M)

.m = pm که باشد داشته وجود p ∈ P ͷی m ∈M

هرگاه مͬ�شود، نامیده P−تابͬ ،M R−مدول باشد. R از ایدآلͬ P و حلقه ͷی R کنید فرض .١۶.١.١ تذکر

.Pnm = ٠ که باشد موجود n مثبت صحیح عدد ͷی M در m عنصر هر برای

لحاظ از واقع در مͬ�دهيم. نشان Rop با را R متضاد حلقه آن�گاه باشد، حلقه ͷی R هرگاه .١٧.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعريف زير صورت به Rop در ضرب ولͬ ،(Rop,+) = (R,+) مجموعه�ای

∀ a, b ∈ Rop : a · b = ba

باشد. Rop از راستͬ ایدآل I اگر تنها و اگر است، R از چپͬ ایدآل I .١٨.١.١ تذکر

.EndR(R) ∼= Rop آن�گاه باشد، حلقه ͷی R هرگاه .١٩.١.١ قضیه

كنيم تعريف است كافͬ برهان.

φ : EndR(R)→ Rop

φ(f) = f(١)

است. یͺريختͬ R−مدول ͷی φ كه ديد مͬ�توان راحتͬ به

op(Rop)؛ = R داریم R حلقه هر برای (١ .٢٠.١.١ تذکر

(Ri∏)؛
op =

∏
Ropi (٢

باشد. تقسيم حلقه Rop اگر تنها و اگر است، تقسيم حلقه R (٣

در را I ⊆ R و L ⊆ M تهͬ غير زيرمجموعه�های باشد. R−مدول ͷی M كه كنيد فرض .٢١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را I در L حادی و M در L حادی صورت این در مͬ�گیریم، نظر

(L :R M) = {r ∈ R : rM ⊆ L}

(L :M I) = {m ∈M : Im ⊆ L}.



٧ جبر قضایای و تعاریف .١.١

٠)؛ :R M) = {r ∈ R : rM = ٠} = AnnR(M) (١ .٢٢.١.١ تذکر

.(L :R M) = {r ∈ R : r(L+M) ⊆ L} = Ann
(
L+M
L

)
(٢

ماكسيمال چپ، ايدآل�های بين در I و R ̸= I هرگاه مͬ�نامیم، ماكسيمال را I چپ ايدآل .٢٣.١.١ تعریف

باشد.

،IJ ⊆ P از ،R از J و I ايدآل دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم، اول را R حلقه�ی از P سره ايدآل تعریف١.١.٢۴.

.J ⊆ P يا I ⊆ P شود نتیجه

باشد. اول ايدآل ٠ هرگاه مͬ�نامیم، اول را R حلقه�ی .٢۵.١.١ تذکر

زورن). لم بر (بنا است ماكسيمال ايدآل دارای یͺدار حلقه هر (١ .٢۶.١.١ تذکر

است. اول ماكسيمالͬ، ايدآل هر (٢

.a ∈ R\I هر ازای به ،I+ < a >= R آن�گاه باشد، R ماكسيمال چپ ايدآل ͷی I اگر (٣

معادل�اند: R حلقه�ی از P سره ايدآل برای زير شرايط .٢٧.١.١ قضیه

است.؛ اول P (١

است؛ اول حلقه R
P (٢

J؛ ⊆ P یا I ⊆ P آن�گاه ،IJ ⊆ P كه باشند R (راست) چپ ايدآل�های J و I هرگاه (٣

.b ∈ P يا a ∈ P آن�گاه ،aRb ⊆ P هرگاه ،a, b ∈ R هر برای (۴

شود. مراجعه [١۶] مرجع از ٣.١ گزاره�ی به برهان.

تمام مجموعه�ی و Max(R) با را R حلقه�ی ماكسيمال ايدآل�های تمام مجموعه�ی .٢٨.١.١ نمادگذاری

مͬ�دهیم. نشان Spec(R) با را R حلقه�ی اول ایدآل�های

.Max(Z) = Spec(Z) = {٠, pZ : است اول p} .٢٩.١.١ مثال

.Max(Zn) = Spec(Zn) = { pZnZ : p|n} .٣٠.١.١ مثال
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داده نشان V ar(I) نماد با که I واریته�ی باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی ایدآل I کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف V (I) = V ar(I) = {P ∈ Spec(R) : P ⊇ I} صورت به مͬ�شود

با برابر I رادیͺال صورت این در باشد. R ایدآل I و تعویض�پذیر حلقه�ای R کنید فرض .٣٢.١.١ تعریف

و R حلقه�ی از ایدآلͬ که مͬ�باشد
√
I = {r ∈ R : rn ∈ I که باشد داشته وجود N به متعلق {nای مجموعه

است. I شامل

.
√
I =

∩
P∈V ar(I) P =

∩
P∈Spec(R)

P⊇I
P آن�گاه باشد، R تعویض�پذیر حلقه�ی ایدآل I اگر .٣٣.١.١ لم

شود. مراجعه [۴٠] مرجع از ۴٨.٣ لم به برهان.

ایدآل را R حلقه�ی از P اول ایدآل باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی سره�ی ایدآل I کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف

مجموعه�ی باشد. نداشته وجود دیͽری اول ایدآل هیچ P و I بین و I ⊆ P هرگاه گوییم، I مینیمال اول

مجموعه�ی Min(٠) = Min(R) خاص حالت در مͬ�دهیم. نمایش Min(I) با را I مینیمال اول ایدآل�های

مͬ�باشد. R حلقه�ی مینیمال اول ایدآل�های

است. مینیمال اول ايدآل ͷی شامل اول، ايدآل هر .٣۵.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١۶] مرجع از ٣.٣ گزاره�ی به برهان.

مجموعه�ی دهنده�ی نشان Min(I) و R تعویض�پذیر حلقه�ی سره�ی ایدآل I کنید فرض .٣۶.١.١ نتیجه

.
√
I =

∩
P∈Min(I) P صورت این در باشد. I مینیمال اول ایدآل�های

است. برقرار وضوح به ،٣۵.١.١ قضیه�ی و ٣٣.١.١ لم به توجه با برهان.

باشیم داشته ،L̃ ≤R M زيرمدول هر برای هرگاه است، ͷكوچ M در L مͬ�گوییم .٣٧.١.١ تعریف

برای اگر که است این با معادل تعریف (این مͬ�دهیم نمايش L << M شͺل به را آن و L+ L̃ ̸=M

.(L̃ =M آن�گاه ،M = L+ L̃ باشیم داشته ،M از L̃ زیرمدول هر

.(Z << Q) است ͷکوچ QZ در ZZ .٣٨.١.١ مثال
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صورت به را آن که است Q
Z آبلͬ گروه از زیرگروهͬ Zp∞ باشد. اول عددی p کنید فرض .٣٩.١.١ تعریف

متناهياً Gn =< ١
pn + Z > شͺل به آن زیرگروه هر مͬ�دهیم. نشان Zp∞ = { apn + Z : a ∈ Z , n ∈ N}

داشت: خواهیم را آن زیرگروه�های از زیر صعودی زنجیر نتیجه در است، شده توليد

<
١
p
>⊂< ١

p٢
>⊂< ١

p٣
>⊂ . . .

است. ͷکوچ Zp∞ زیرمدول هر .۴٠.١.١ مثال

به و مͬ�دهیم نمایش Rad(M) نماد با را M رادیͺال باشد، چپ R−مدول ͷی M هرگاه .۴١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعريف Rad(M) =
∩
K∈Max(M)K صورت

.Rad(M) = ∩K∈Max(M)K =
∑
L<<M L آن�گاه باشد، چپ R−مدول ͷی M اگر .۴٢.١.١ قضیه

.K + L = M آن�گاه ،L ̸⊆ K و باشد M از ماکسیمال زیرمدول ͷی K اگر .L << M کنیم فرض برهان.

گرفت نتیجه مͬ�توان پس مͬ�باشد. تناقض ͷی که K =M داشت خواهیم است، ͷکوچ M در L چون اما

زیرمدول N اگر .x ∈M کنیم فرض برعͺس، است. شده واقع Rad(M) در M از ͷکوچ زیرمدول هر که

و N ≤ K که دارد وجود M از K ماکسیمال زیرمدول یا و N = M یا آن�گاه ،Rx +N = M که باشد M

،Rx << M که مͬ�دهد نتیجه x ∈ Rad(M) بنابراین نمͬ�افتد. اتفاق رابطه این x ∈ Rad(M) اگر .x ̸∈ K

مͬ�شود. ثابت حͺم پس

Rad(M) آن�گاه باشد، داشته Mقرار از ماکسیمال زیرمدول ͷی Mدر از سره زیرمدول هر اگر .۴٣.١.١ قضیه

است. M از فرد به منحصر ͷکوچ زیرمدول بزرگترین

صورت این در ،L ≤ K که باشد ماکسیمال زیرمدول ͷی K Mو از سره زیرمدول ͷی L فرضکنیم برهان.

.L+Rad(M) ≤ K ̸=M ،۴٢.١.١ قضیه�ی بر بنا

L ≤e M نماد با و است وسيع يا اساسͬ M در L مͬ�گویيم .L ≤R M كنيم فرض .۴۴.١.١ تعریف

.٠ ̸= L̃ ≤R M هر برای L ∩ L̃ ̸= ٠ هرگاه مͬ�نویسیم،
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هرگاه مͬ�نامیم، اساسͬ تͺريختͬ ͷی را f باشد، تͺريختͬ ͷی f : A → B اگر (١ .۴۵.١.١ تذکر

f(A)؛ ≤e B

باشد. اساسͬ تͺریختͬ i : N →M اگر تنها و اگر ،N ≤e M (٢

است. اساسͬ Z از Z−زيرمدول هر .۴۶.١.١ مثال

زیرا است، اساسͬ QZ از زيرمدول هر .۴٧.١.١ مثال

N١, N٢ ≤ QZ ,
a١
b١
∈ N١ ,

a٢
b٢
∈ N٢ → a١a٢ ∈ N١ ∩N٢ , N١ ∩N٢ ̸= ٠.

است. اساسͬ R در صفر غیر ایدآل هر آن�گاه باشد، صحیح دامنه�ی ͷی R اگر .۴٨.١.١ مثال

مینیمال. يا و است اساسͬ يا اول ايدآل هر .۴٩.١.١ گزاره

غیر P که آن�جایͬ از است. مینیمال اول که مͬ�دهیم نشان باشد، اساسͬ غیر اول ایدآل P کنیم فرض برهان.

Q کنیم فرض حال .IP = ٠ نتیجه در ،I ∩ P = (٠) که دارد وجود R از I ایدآل بنابراین مͬ�باشد، اساسͬ

که I ⊆ P بنابراین ،I ⊆ Q لذا است، اول Q چون و IP = (٠) ⊆ Q پس ،Q ⊆ P که باشد R از اولͬ ایدآل

.Q = P درنتیجه ،P ⊆ Q یا و مͬ�باشد تناقض ͷی

.N⊕B ≤e M آن�گاه باشد، B∩N = خاصيت٠ Mبا از زيرمدولͬ بزرگترين B و N ≤M اگر .۵٠.١.١ لم

است، مستقل مجموعه ͷی {L,N,B} نتيجه در ،L∩ (N ⊕B) = (٠) که (٠) ̸= L ≤M فرضكنيم برهان.

است. تناقض ͷی این و B ⊆ L⊕B طرفͬ از .N ∩ (L⊕B) = (٠) پس

وجود زيرمدول ͷی متمم همواره مͬ�گوییم. متمم زيرمدول ،۵٠.١.١ لم در B زيرمدول به .۵١.١.١ تعریف

دارد.

به باشند، M زيرمدول�های تنها M و {٠} هرگاه مͬ�نامیم، ساده را M ناصفر R−مدول .۵٢.١.١ تعریف

باشد. M ماكسيمال زيرمدول (٠) ديͽر عبارت

باشد. اول p−عددی اگر تنها و اگر است، ساده Z−مدول عنوان به Zp .۵٣.١.١ مثال
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اگر تنها و اگر است، M ماكسيمال زيرمدول N آن�گاه ،N ≤M و R−مدول ͷی M هرگاه .۵۴.١.١ قضیه

باشد. ساده R−مدول ͷی MN

است. بدیهͬ ساده، مدول تعریف بر بنا برهان.

است. ساده چپ D−مدول عنوان به D آن�گاه باشد، تقسيم حلقه D هرگاه .۵۵.١.١ مثال

.M ∼= R
I كه دارد وجود R از I چپ ايدآل آن�گاه باشد، دوری R−مدول ͷی M هرگاه .۵۶.١.١ لم

همریختͬ .M = Rm که دارد وجود m ∈M بنابراین است، دوری R−مدول ͷی M که آن�جایͬ از برهان.

ϕ : R→ Rm =M

ϕ(r) = rm

اول قضیه�ی بر بنا حال مͬ�باشد. بروریختͬ R−مدول ͷی ϕ که مͬ�شود دیده راحتͬ به مͬ�گیریم. نظر در را

.Kerϕ = I و R
Kerϕ

∼=M داریم مدول�ها یͺریختͬ

است. دوری M آن�گاه باشد، ساده R−مدول ͷی M هرگاه .۵٧.١.١ لم

بنابراین است، ساده M که آن�جایͬ از و ٠ ̸= Rm ≤ M صورت این در ،٠ ̸= m ∈ M کنیم فرض برهان.

.M = Rm

R از ماکسیمالͬ چپ ایدآل I که M ∼= R
I اگر تنها و اگر است، ساده M چپ R−مدول .۵٨.١.١ گزاره

است.

شود. مراجعه [۵] مرجع از ٩.١ گزاره�ی به برهان.

حلقه ͷی EndR(M) حلقه صورت اين در باشد، ساده یRͷ−مدول M كنيم فرض شور). (لم ۵٩.١.١ لم

است. تقسيم



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

ساده M که آن�جایͬ از .٠ ̸= f : M
(R−mod)−→ M بنابراین ،٠ ̸= f ∈ E = EndR(M) کنیم فرض برهان.

رو این از و دارد وجود ٠ ̸= f−١ ∈ E لذا مͬ�باشد، سویͬ دو نتیجه در و پوشا و ͷی به ͷی f پس است،

است. تقسیم حلقه�ی EndR(M)

صورت این در باشند، ساده R−مدول دو N و M كنيد فرض .۶٠.١.١ قضیه

.H٠m(M,N) ̸= ٠ اگر تنها و اگر ،M ∼= N

ساده N و M که آن�جایͬ از حال دارد. وجود ٠ ̸= f : M → N آن�گاه ،Hom(M,N) ̸= ٠ اگر برهان.

مͬ�باشد. بدیهͬ نیز قضیه این عͺس .M ∼= N نتیجه در و سویͬ دو f پس هستند،

.HomZ(Zp,Zq) ̸= ٠⇔ p = q .۶١.١.١ مثال

باشند. R و (٠) آن ایدآل�های تنها هرگاه گویيم، ساده را R حلقه�ی .۶٢.١.١ تعریف

نيست. ساده حلقه�ای Z .۶٣.١.١ مثال

است. ساده D آن�گاه باشد، تقسيم حلقه D هرگاه .۶۴.١.١ مثال

است. ساده حلقه�ای Mn(D) آن�گاه باشد، تقسيم حلقه D هرگاه .۶۵.١.١ مثال

(چپ) ساده نیم مدول ͷی را M صورت اين در باشد. R−مدول ͷی M كنيد فرض .۶۶.١.١ تعریف

ديͽر عبارت به ،M = N ⊕N ′ كه باشد داشته وجود N ′ Mزيرمدول از N زيرمدول هر برای هرگاه مͬ�نامیم،

است. M مستقيم جمعوند M از زيرمدول هر

است. ساده نیم ساده، مدول هر .۶٧.١.١ مثال

نيست. ساده نیم Z−مدول عنوان به Z .۶٨.١.١ مثال

باشد. مربع از خالͬ n اگر است ساده نیم Z−مدول عنوان به Zn .۶٩.١.١ مثال

ساده�اند. نیم MN و N آن�گاه ،N ≤R M و ساده نیم R−مدول ͷی M هرگاه .٧٠.١.١ گزاره
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مͬ�شود. ثابت حͺم مدولͬ، قانون و ساده نیم مدول تعریف بر بنا برهان.

،R = Z دادن قرار با مثال عنوان به زیرا نيست، درست كلͬ حالت در ٧٠.١.١ گزاره عͺس .٧١.١.١ تذکر

ساده�اند نیم نتیجه در و مͬ�باشند ساده و p اول عدد مرتبه�ی از N و M
N وضوح به ،N = pZp٢ و M = Zp٢

نیست. ساده نیم Zp٢ ولͬ

است. ساده زيرمدول دارای M آن�گاه باشد، ساده نیم R−مدول ͷی M هرگاه .٧٢.١.١ قضیه

ساده نیم R−مدولͬ ،٧٠.١.١ گزاره�ی بر بنا .Rm ≤ M صورت این در ،٠ ̸= m ∈ M کنیم فرض برهان.

،RmK که دارد وجود Rm از K مانند ماکسیمالͬ R−زیرمدول ،۵٨.١.١ گزاره�ی به توجه با طرفͬ از است.

ساده زیرمدولͬ S که Rm
K
∼= S نتیجه در مͬ�باشد، Rm از زیرمدولͬ S که Rm = K ⊕ S و ساده R−مدولͬ

است. M از

ارزند: هم زير شرايط آن�گاه باشد، R−مدول ͷی M هرگاه .٧٣.١.١ قضیه

ساده�اند؛ R−زيرمدول�های Miها كه M =
∑
i∈IMi (١

ساده�اند؛ R−زيرمدول�های Miها كه M = ⊕i∈IMi (٢

است. ساده نیم M (٣

شود. مراجعه [۵] مرجع از ٩.۶ قضیه�ی به برهان.

زیرفضاهای تمام زیرا است، ساده نیم K−مدول، عنوان به ،K میدان روی A برداری فضای هر .٧۴.١.١ مثال

ساده�اند. K−زیرمدول عنوان به A بعدی ͷت

باشد. ساده نیم چپ، R−مدول عنوان به R هرگاه مͬ�نامیم، چپ ساده نیم را R حلقه�ی .٧۵.١.١ تعریف

آن مینیمال چپ ایدآل است. چپ ساده نیم حلقه ͷی است تقسيم حلقه D كه Mn(D) .٧۶.١.١ مثال
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از است عبارت

Ik =




٠ a١ ٠
· · ·
· · ·
· · ·
٠ an ٠

 : ai ∈ D


است. صفر غیر k−ام ستون آن در که

نيست. ساده نیم حلقه Z .٧٧.١.١ مثال

معادل�اند: زير روابط صورت این در باشد، حلقه ͷی R كنيم فرض .٧٨.١.١ قضیه

است؛ ساده نیم راست R−مدول هر (١

است؛ ساده نیم چپ R−مدول هر (٢

است؛ ساده نیم RR (٣

است؛ ساده نیم RR (۴

هستند. تقسیم حلقه�های Diها و ni ∈ N که R ∼=Mn١(D١)× . . .×Mnk
(Dk) یا R = ٠ (۵

شود. مراجعه [١۶] مرجع از ۴.۴ قضیه�ی به برهان.

زیرمدول�های از مستقیم مجموع M هرگاه مͬ�نامیم، همͽن را M ساده�ی نیم R−مدول .٧٩.١.١ تعریف

باشد. یͺریخت ساده�ی

دیͽر عبارت به باشد. اساسͬ آن زیرمدول هر هرگاه مͬ�نامیم، یͺنواخت را M R−مدول .٨٠.١.١ تعریف

باشند. داشته ناصفر اشتراک M از زیرمدول دو هر

هستند. یͺنواخت Z−مدول عنوان به Zp∞ و ZZ ،QZ .٨١.١.١ مثال

K از R−زیرمدول هر آن�گاه باشد، R کسرهای میدان K و تعویض�پذیر دامنه�ی ͷی R اگر .٨٢.١.١ مثال

است. یͺنواخت R−مدولͬ ،K نتیجه در و اساسͬ K در

باشد. نداشته سره اساسͬ زیرمدول هیچ اگر تنها و اگر است، ساده نیم ،M R−مدول .٨٣.١.١ لم


