


رياضͬ علوم دانشͺده
محض رياضͬ گروه

ارشد کارشناسͬ پايان�نامه
جبر گرايش محض، رياضͬ رشته

عنوان

ـ جبر تشکیل آن�ها ایده�آل�های که تعویض�پذیری حلقه�های

MVمی�دهند

پژوهشͽر

چالش�تری نی�ͷزاد اعظم

راهنما استادان

حقانͬ خاکسار فرهاد دکتر و ریسمانچیان محمدرضا دکتر

مشاور استاد

نقͬ�پور علیرضا دکتر

١٣٩١ دی



ابتͺارات مطالعات، نتايج بر مترتب مادي حقوق کليه
نامه پايان اين موضوع تحقيق از ناشͬ نوآوري�هاي و

است. شهرکرد دانشͽاه به متعلق



মࡑشوओودشان،భ଒اଌنໆردଌୃنروزگارانන෤঳رଌن௵نا॥ت، ଘپاسعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃید
ඟاید، ଘپاسق࢑ࢋ୓یБЗرঝشان،඼່଒یادرسا॥توໆرඟ໋دا਩یوୃسসభنا঒شان९ଘجاࠥتਗی໋�

وଘپاساশثاروख़࡛ࢴت�୓یਟی�৒భࡂشان،඼່ච໋ଽ଒وইشਖ৶ی�঍ند،
اଌنहख़ࢤوଐرا඼ෙय़ଘباฬن৮دروماସభ୍موসناهਜวീࣺی�৤୓مঙࢡඥرସ୍مৎقد৤مਗی�঍࣒م.

آ



චاری... ণپاس໋�

از و ೴ख़ذور را ୓یدی�඄උ باید، ଒یਠ঩وड़ૼنآଘ :଒اඟ໖ت८مداকواऒࢌංඋدو ঙࢤواره ड़وࠩودی، شࢆوهଌୃنॺࡗ૗ه با ای೯دای඼ෙय़بان৔و
େوฮیাࡤتേ॑یده ণیاਘی�೰୓ذرभඟ໋ࢌ،زশباਪی�୓راభده৔ଘواندهණربඟ໊دوزਠতی�୓راୀآنඟ໊௽د.ଘૼنآड़وਠ঩یਣ൑࣊ঃหیا঍یداً
باॵم.৔وعلاक़تراభ়ساویاضلاعঃث࢑ࢍඖࢾساویالاضلاع، گਚید৘وارک૚ൎهاشঙࢤوارهଘخاජໍدا૛তه ମهکاૌࡳબୀندراঃدభرزنඵීآن
ازૡঙه ख़భࡗතرБЗرদوارتآड़و঩࣎م଒باید ৶مایا৯دی. ما ଘم੫ࣗ คඖی୓ی�਑ض࢕-nیਗࢋ৳ماॻ༚భمرا੫োوଢاوච໌ما৥༚ث࢑ࢍঃభࣥواریراਬا
ଽ଒࣎م঩وड़توآ॥باশ਼ࣹࣣࡲتز଒اඟ໖ ୀభداಶඍناࠛداد၁জگزশبا৯ୃد، آड़و঩࣎م଒اࠛدادਏ਼ࣣࣹیبا ঴دی�୓یدیࢂඟانਯ༙ࣥورभඟ໋ࢌ.
େوฮیॶଘ࢟ت ୀایඵෲ൝ৎرعلاक़تازਊ࣡ਵیർঃଘඁࢌ঻ࢋ�৩ھاশࢌ،ازໆرازୌیॶଘ࢟تاعلاوازا঍یداً ਊ੪ࠝیبا॰د. ৑ࡻ૕ه روزمانباید
اول ඵ෇زراॻ༚భࢋاࠛدادർঃඁࢌو૟নฬభه બ࠷ودی،ॶଘ࢟تർঃඁࢌਟی৩ھاশࢌ،ॶଘ࢟تآن਼ࣹࣣࡲتංඖฬناਘی.آड़و঩࣎مૡঙ଒ه ا঍یداً
و৑ࡶජت ૞ඇ౶ه بඵ෬ر৤موঙభمانحال، ෘ੣োభࢦم৷ච໊ما را پاਕیوબفا ا॥ت،ୀرਉیඅ౶࣓مواනේইرफ़م੪ॸفوേ઼࣓ࢡࢹت، ඘ඁർঃھا ঃثൎثاਦی૟নฬ଒ه

ൕঙࣂ૙هหرণໝپاسऒواকمঠࡱتඟ໖اख़భ଒ࡗතر৔وآड़و঩࣎مچࢉوଡاিسانباॵمو೯భدक़تଘدیࢂඟاناز ৔ورا . راॶଘ࢟تબࡶঃජࣱلدঘ࣓م.
ଘیિیریاਏ੪ࣚ ਵطবوروا ৔وభسز৯دਛیراॻ༚భࢋड़඼່وঀھا ඼່ا৩ୃࢯموඛඇඏభھاশࢌ࠙࡭قورزیدنࠪوକورඟ໋دم. را پا پاراනෂر୓یड़وओود
ૼنآड़وਠ঩یوජ໑اباප෉رریاિیورزیدن،مأৗوسඟ໊دی.ऒୀودلازمਗی�داৣمازૡঙهସ୍ا਩یगభ଒ࢨتໆଘرا৅جامرسا৯دناଌنहख़ࢤوජ໑ଐا
ر೶ীما൒৅یان یاری৶ࢤود৯د،दدردا਩ی৶ما৤م.ජ໑ا঺ࢋदدردا਩یوণپاسऒودرااززॐماتਟی�৒భغاণتادانБЗرদوارمপنابآ༚یدන඿ر೺ख़مدرضا
পناب ඟ໋ا৑قدر، ازاণتاد اଌنहख़ࢤوଘଐا৅جامਖ৶ی�رণید. اীشان، ঴دونراঘ࣒ماਪی�୓یارز৯ده� خاইسارࣹقا਩یاୀازਗی�৶ما৤م،੪ऩ଒عاً دන඿ر୓඼່د و
ଘی�امਗاඟ໋ଽواऒناز಻ൾফم�ক،نانرادارمංඖلا෼،د৯ودड़඼່࣫ل൉ৎراଔنرساଌا وज़شاوره� ਏ৑ی�৖ور،଒زॐ࢟تॡطاૐॹه آ༚یدන඿رعඵ෪رضا

خا୓�ਝජໍی඼່اواিش෼لพ়ࢁඟرادارم.

ষیک�زادچاॼش�ୃی ੫ࠝم ا
دی۱۳۹۱

ب



چͺيده

چͺيده
آن، ایده�آل�های مشبͺه که طوری به مͬ�کنیم معرفͬ را تعویض�پذیر حلقه�های از رده�ای ما نامه پایان این در

این MVاست. ـ جبر با یͺریخت ایده�آل�ها از نیم�حلقه این�که یعنͬ است شده تͺمیل ایده�آل�ها ضرب به�وسیله

حلقه�هایͬ جمله از هستند. یͺدار موضعͬ آرتینͬ زنجیر حلقه�های مستقیم جمع تعویض�پذیر، حلقه�های از رده

جمله از آن�ها خواص برخͬ بررسͬ به ادامه در که مͬ�باشند لوکاسوییچ حلقه�های دارند، قرار رده این در که

MV ـ جبر روی را شرایطͬ مͬ�پردازیم. و... لوکاسوییچ قسمتͬ خارج حلقه�های لوکاسوییچ، حلقه�های زیر

مربوط MV ـ جبر با مͬ�توانند آن�ها از بعضͬ که مͬ�آوریم به�دست را جدیدی MV ـ جبرهای و کرده اعمال

که طوری به باشند یͺریخت A (M) ،MV ـ جبر با همین�طور و لوکاسوییچ حلقه قسمتͬ خارج حلقه�ی به

است. لوکاسوییچ حلقه در خودتوان ایده�آل M آن در

MV ـ جبر تعویض�پذیر، حلقه�های ، لوکاسوییچ حلقه�های : کلیدی کلمات

ج



مطالب فهرست

٣ مقدمه

۴ نمادها فهرست

۶ پیش�نیازها و مقدمات ١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبرهای ١.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبͺه ٢.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبر در ایده�آل�ها ٣.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوکاسوییچ نیم�حلقه�های ۴.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبرهای و لوکاسوییچ نیم�حلقه�های ۵.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوکاسوییچ نیم�حلقه ایده�آل ۶.١

٢٣ لوکاسوییچ حلقه�های ٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sem (R) نیم�حلقه�ی ١.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبر و لوکاسوییچ حلقه ٢.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوکاسوییچ حلقه�های خواص ٣.٢

٣۵ MV ـ خواصجبرهای ٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sem (R) حلقه�ی نیم و R حلقه ایده�آل�های ١.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ MV ـ جبر ٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند لوکاسوییچ که تعویض�پذیر حلقه�های ٣.٣

۴١ لوکاسوییچ حلقه�های قسمت خارج حلقه�های و زیرحلقه�ها ۴

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوکاسوییچ حلقه در I پوچ�ساز ١.۴

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوکاسوییچ حلقه زیرحلقه�های ٢.۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبر عنوان به dps (a) ٣.۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . قسمتͬ خارج MV ـ جبر و R⧸I حلقه�ی MV ـ جبر ۴.۴



٢ مطالب فهرست

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبر عنوان به ops (a) ۵.۴

۵٠ . . . . . . . . . . . . Q شامل A (R) ایده�آل�های مجموعه و A (R⧸Q) بین رابطه ۶.۴

۵٢ لوکاسوییچ حلقه�های نمایش ۵

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R⧸I حلقه ١.۵

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دامنه شبه حلقه ٢.۵

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایش قضیه ٣.۵

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MV ـ جبر در تابعͽون�ها ۴.۵

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۵.۵

۶٣ مراجع

۶۴ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶۶ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

۶۶ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



مقدمه

لوکاسوییچ ارزشͬ چند منطق برای مͬ�شود. حاصل بولͬ جبرهای طریق از ͷکلاسی منطق جبری مطالعه

مطابق مͬ�توانند بولͬ جبرهای .( ببینید را [٨] و [٧] ) هستند MV ـ جبرهای بولͬ، جبرهای جبری نظیر

MV ـ جبرهای نطریه و حلقه�ها نظریه بین رابطه�ای چه که است این سؤال شوند. رده�بندی حلقه�ها نظریه

دارد؟ وجود

فضای ͷی تعویض�پذیر حلقه�های همانند MV ـ جبر از اول ایده�آل فضای داد نشان ١ بلوس ١٩٨۶ سال در

جبرها ـ C∗ AF و MV ـ جبرهای بین رابطه ͷی ٢ ماندیسͬ ١٩٨۶ سال در .( ببینید را [١] ) است طیفͬ

اعداد حلقه بین مستقیم�تری رابطه ۴ لوین ببینید). را [١۵]) است داده نشان K٠ ٣ ͷگروتندی گروه طریق از

است داده نشان شده�اند)، توصیف [٢] در که MV ـ (جبرهای ،C از حاصل MV ـ جبرهای گوناگونͬ و

هندسه ) باشد مفروض مشبͺه از خاصͬ نوع اگر داد نشان ۵ نیومن ون ١٩٩٨ سال در ببینید). را [١۴])

مفروض مشبͺه با یͺریخت آن اصلͬ ایده�آل�های مشبͺه که طوری به دارد وجود منظم حلقه ͷی ،( پیوسته

ببینید). را است([١٧]

آن، ایده�آل�های مشبͺه که طوری به مͬ�کنیم معرفͬ را تعویض�پذیر حلقه�های از رده�ای ما نامه پایان این در

از است. MV ـ جبر با یͺریخت ایده�آل�ها از نیم�حلقه این�که یعنͬ است شده تͺمیل ایده�آل�ها ضرب به�وسیله

خنثͬ�سازی با منطبق ایده�آل پوچ�سازی و ارزشͬ چند منطق حاصل�ضرب با منطبق ایده�آل ضرب منطق، دیدگاه

حاصل رده�ی مͬ�شود پیش�بینͬ و مͬ�باشد قوی نسبتاً داده�ایم قرار حلقه روی که شرایطͬ است. ارزشͬ چند

حلقه�های را آن�ها این�جا در که است حلقه�هایͬ چنین روی مقدماتͬ مطالعه ͷی این شود. ͷکوچ حلقه�ها از

مͬ�نامیم. لوکاسوییچ

١Belluce
٢Mundici
٣Grothendieck
۴Lewin
۵Von Neuman



نمادها فهرست

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A مجموعه به متعلق x عنصر x ∈ A

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب مجموعه ͷی در عنصر کوچͺترین ٠

٧. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب مجموعه ͷی در عنصر بزرگترین ١

٧. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S مجموعه پایین کران بزرگترین inf (S)

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S مجموعه بالا کران کوچͺترین sup (S)

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیب رابطه�ی ≤

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A مرتب مجموعه (A,≤)

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B مجموعه در مشمول A مجموعه A ⊆ B

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L مشبͺه ⟨L,∨,∧⟩

١٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .M توانͬ مجموعه P (M)

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a عنصر متمم á

١١. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .B و A مجموعه�های اجتماع A
∪

B

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A مجموعه�های اشتراک A
∩

B

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A مجموعه�های تفاضل A⧹B

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه ��رادیͺال Rad (R)

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x عنصر ��مرتبه ord (x)

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . inf{x, y} x ∧ y

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sup{x, y} x ∨ y

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه ایده�آل�های ��مجموعه Id (R)

٢٣. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه ��نیم�حلقه�ی Sem (R)

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه در I ��پوچساز I∗

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Ai)i∈I اشیاء از خانواده�ای مستقیم حاصل�ضرب ∏
iAi

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Ai)i∈I اشیاء از خانواده�ای مستقیم ��حاصل�جمع
⨿

iAi

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B مجموعه و A مجموعه �یͺریختͬ A ∼= B

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه شده تولید متناهͬ طور به ایده�آل�های ��مجموعه FG (R)

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M ⊆ R حلقه در I ��پوچساز I∗M



۵ نماد�ها فهرست

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a با شده مشخص جبر زیر شبه dps (a)

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a با شده مشخص دوگان جبر زیر شبه ops (a)

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Ai)i∈Iاشیاء از خانواده�ای ��مجموع
∑

iAi

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C رسته دوگان C٠

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ops (a) از دوگان جبر زیر ��شبه ops (b; a)



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مͬ�دهد رخ صنعت و طبیعͬ علوم در که تازه�ای کشف هر

عمل در جدید نتیجه�گیری�های بردن کار به راه از تنها

ریاضͬ شده فراموش نطریه�های کردن زنده یا و

ریاضͬ نطریه�های ترتیب این به است.

صنعت و علم پیشرفت راه قبل از

کرده�اند. بینͬ پیش را

( فلدیوم ب. )

فصل کلͬ اهداف
[الف] مرجع از استفاده با مͬ�پردازیم. MV ـ جبرهای نام به جدیدی جبری ساختار معرفͬ به فصل این در

جبرهای به مͬ�توانیم که مͬ�دهیم نشان ادامه در مͬ�کنیم بیان را آن خواص از بعضͬ و کرده معرفͬ را مشبͺه

مورد بیشتر را MV ـ جبرهای مشبͺه�ای ساختار [٧] مرجع از استفاده با بدهیم. مشبͺه�ای ساختار MV ـ

MV ـ جبرهای ایده�آل�ها، جمله از MV ـ جبرهای زیرساختارهای از بعضͬ هم�چنین مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

عمومͬ جبر دستورالعمل�های همان از MV ـ جبر�های که مͬ�کنیم ملاحظه مͬ�کنیم. معرفͬ را . . . و ساده

حلقه�های نیم MVو ـ جبرهای بین دوگان رابطه ͷی لوکاسوییچ حلقه نیم معرفͬ با ادامه در هستند. برخوردار

مͬ�آوریم. به�دست لوکاسوییچ

MV ـ جبرهای ١.١

چندارزشͬ منطق تامیت برای جبری اثبات ͷی ارایه منظور به ١ ͹چان MVتوسط ـ جبرهای ١٩۵٨ سال در

گردید. MV ـ جبرهای تشͺیل به منجر اثبات این از آمده به�دست جبری ساختار شدند. ارایه لوکاسوییچ

١C. C. Chang



٧ MV ـ جبرهای ١.١

͹چان :١.١ شͺل

مجموعه ͷی A به�طوری�که مͬ�باشد، ⟨A,⊕,⊙,∗ ,٠,١⟩ صورت به دستͽاهͬ MV ـ جبر .١.١.١ تعریف

عنصر با ضربͬ ت�ͷواره ͷی ⟨A,⊙,١⟩ ،٠ همانͬ عنصر با تعویض�پذیر ت�ͷواره ͷی ⟨A,⊕,٠⟩ غیرتهͬ،

مͬ�باشد. ٠,١ ∈ A و A عناصر روی یͺتایͬ عمل ∗ ،١ همانͬ

مͬ�کند. پیروی زیر موضوع اصول از MV ـ جبر هر

Ax.١. x⊕ y = y ⊕ x Ax.٢. x⊙ y = y ⊙ x
Ax.٣. x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z Ax.۴. x⊙ (y ⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z
Ax.۵. x⊕ x∗ = ١ Ax.۶. x⊙ x∗ = ٠
Ax.٧. x⊕ ١ = ١ Ax.٨. x⊙ ٠ = ٠
Ax.٩. x⊕ ٠ = x Ax.١٠. x⊙ ١ = x
Ax.١١. (x⊕ y)∗ = x∗ ⊙ y∗ Ax.١٢. (x⊙ y)∗ = x∗ ⊕ y∗

داریم x ∈ A هر برای A ،MV ـ جبر در هم�چنین

(x∗)∗ = x

هم�چنین و

٠∗ = ١.

اگر .٠,١ ∈ G به�طوری�که باشد، [٠,١] فاصله حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه�ای G کنیم فرض .٢.١.١ مثال

آن�گاه ،x, y ∈ G

x⊕ y = min (١, x+ y) ∈ G,

x⊙ y = max (٠, x+ y − ١) ∈ G,

x∗ = ١− x ∈ G,

دستͽاه صورت این در است. حقیقͬ اعداد معمولͬ تفریق و جمع دهنده نشان − و + به�طوری�که

مͬ�گوییم. استاندارد MV ـ جبر آن به که است. MV ـ جبر ͷی صورت به ⟨G,⊕,⊙,∗ ,٠,١⟩



٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

مشبͺه ٢.١

روی جزئͬ ترتیب رابطه ͷی را X مجموعه روی متعدی و پادمتقارن انعͺاسͬ، رابطه .١.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. X مجموعه

٢ (Poset) جزئͬ مرتب مجموعه ͷی را جزئͬ ترتیب رابطه ͷی با همراه X مجموعه .٢.٢.١ تعریف

.(X,≤) مͬ�نویسیم آن�گاه باشد، ≤ جزئͬ ترتیب رابطه با جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی X اگر مͬ�نامیم.

به هرگاه مͬ�نامیم زنجیر ͷی یا خطͬ مرتب مجموعه ͷی را (X,≤) جزئͬ مرتب مجموعه .٣.٢.١ تعریف

مجموعه ͷی زنجیر،� ͷی یا خطͬ مرتب مجموعه ͷی بنابراین .y ≤ x یا x ≤ y یا ،x, y ∈ X هر ازای

باشند. مقایسه�پذیر آن عنصر دو هر هرگاه است جزئͬ مرتب

عنصر باشد. آن از مجموعه�ای زیر {a, b} و جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (X,≤) کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

.b ≤ c و a ≤ c هرگاه مͬ�نامیم {a, b} مجموعه بالای کران ͷی را c ∈ X

هرگاه مͬ�نامیم {a, b} مجموعه بالای کران کوچͺترین را d ∈ X عنصر

باشد. {a, b} مجموعه برای بالا کران ͷی d ( الف

.d ≤ c آن�گاه باشد، {a, b} مجموعه بالای کران ͷی c ∈ S اگر ( ب

مͬ�دهیم. نشان a ∨ b با وجود صورت در ،(X,≤) در را {a, b} بالای کران کوچͺترین نمادگذاری:

عنصر باشد. آن از زیرمجموعه�ای {a, b} و جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (X,≤) کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

.c ≤ b و c ≤ a هرگاه مͬ�نامیم {a, b} مجموعه پایین کران ͷی را c ∈ X

هرگاه مͬ�نامیم {a, b} مجموعه پایین کران بزرگترین را d ∈ X عنصر

باشد. {a, b} مجموعه برای پایین کران ͷی d ( الف

.c ≤ d آن�گاه باشد، {a, b} مجموعه برای پایین کران ͷی c ∈ X اگر ( ب

مͬ�دهیم. نشان a ∧ b با وجود صورت در (X,≤) در را {a, b} مجموعه پایین کران بزرگترین نمادگذاری:

کنیم فرض است. جزئͬ مرتب مجموعه�ی نمودار جزئͬ، مرتب مجموعه�های مطالعه در مفید وسیله ͷی

آن و مͬ�پوشاند را x عنصر y مͬ�گوییم صورت این در باشد. x, y ∈ X و جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (X,≤)

،x ≤ z ≤ y به�طوری�که نباشد موجود z ∈ X هیچ و x ̸= y ،x ≤ y هرگاه مͬ�دهیم، نشان y ≻ x نماد با را

،x ≤ y هرگاه به�طوری�که مͬ�دهیم نمایش صفحه در خودشان �وسیله به را X عناصر .z ̸= y و x ̸= z

عنصر y اگر فقط و اگر مͬ�کنیم متصل هم به پاره�خط ͷی وسیله به y و x و مͬ�افتد اتفاق x بالای y آن�گاه

مرتب مجموعه نمودار در مͬ�نامیم. (X,≤) جزئͬ مرتب مجموعه نمودار را حاصل نمودار بپوشاند. را x

نشان ١ با را عنصر بالاترین هم�چنین مͬ�دهیم، نشان ٠ با وجود صورت در را عنصر پایین�ترین (X,≤) جزئͬ

مͬ�دهیم.
٢Partially ordered set



٩ مشبͺه ٢.١

و a ∨ b ،a, b ∈ L هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم مشبͺه ͷی را (L,≤) جزئͬ مرتب مجموعه .۶.٢.١ تعریف

باشند. موجود L در a ∧ b

و ٠ عنصر دو هر دارای (L,≤) مشبͺه هرگاه مͬ�نامیم کراندار مشبͺه ͷی را (L,≤) مشبͺه .٧.٢.١ تعریف

باشد. ١

L٢ و L١ مشبͺه بین همریختͬ ͷی را f : L١ −→ L٢ تابع باشند، مشبͺه دو L٢ و L١ اگر .٨.٢.١ تعریف

باشیم داشته a, b ∈ L١ هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم

f (a ∨ b) = f (a) ∨ f (b)

و

f (a ∧ b) = f (a) ∧ f (b) .

مͬ�باشد. L٢ و L١ مشبͺه بین یͺریختͬ ͷی f تابع مͬ�گوییم باشد دوسویͬ f همریختͬ اگر

برای و باشد غیرتهͬ هرگاه مͬ�نامیم مشبͺه ایده�آل ͷی را (L,≤) مشبͺه از I مجموعه زیر .٩.٢.١ تعریف

.x ∨ y ∈ I آوریم به�دست x, y ∈ I هر

L مشبͺه از اتم ͷی را ٠ < a ∈ L عنصر باشد. غیرتهͬ و متناهͬ مشبͺه�ای L اگر .١٠.٢.١ تعریف

A (L) با را L اتم�های مجموعه نباشد. موجود ٠ < x < a به�طوری�که x ∈ L چون عنصری هرگاه مͬ�نامیم

مͬ�دهیم. نشان

موجود A ⊆ A (L) مجموعه زیر ͷی x ∈ L هر برای هرگاه مͬ�نامیم اتمͬ را L مشبͺه .١١.٢.١ تعریف

.x = a١ ∨ a٢ ∨ · · · ∨ an آن�گاه ،A = {a١, . . . , an} اگر یعنͬ �شود،
∨

A با برابر x به�طوری�که باشد

گونه�ای به x ∈ L چون عنصری هرگاه مͬ�نامیم اتم - کو ͷی را L مشبͺه از a < ١ عنصر .١٢.٢.١ تعریف

نباشد. موجود ،a < x < ١ که

کوچͺترین S ⊆ L جزئͬ مرتب مجموعه هر برای هرگاه مͬ�نامیم تام را (L,≤) مشبͺه .١٣.٢.١ تعریف

باشد. داشته وجود پایین کران بزرگترین و بالا کران

زیر شرایط a, b, c ∈ L هر برای هرگاه مͬ�نامیم توزیع�پذیر مشبͺه ͷی را (L,≤) مشبͺه .١۴.٢.١ تعریف

باشند: برقرار

.a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ( الف

.a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ( ب

به مشبͺه�ها و مͬ�گیریم نظر در خاص جزئͬ مرتب مجموعه�های عنوان به را مشبͺه�ها ما چون معمولا˟

ساختار دارای L = ⟨L,∨,∧⟩ و L = ⟨L,≤⟩ این�رو از هستند. ∧ و ∨ دوتایͬ عمل دو با جبرهایͬ صورت

مͬ�باشند. یͺسانͬ



١٠ پیش�نیازها و مقدمات .١

اگر که صورت این به بدهیم مشبͺه�ای ساختار MV ـ جبرهای به مͬ�توانیم ∧ و ∨ عملͽرهای وسیله به

زیر صورت به A عناصر روی را ∧ و ∨ عملͽرهای آن�گاه باشد MV ـ جبر ͷی A = ⟨A,⊕,⊙,∗ ,٠,١⟩

مͬ�کنیم: تعریف

x ∨ y = x⊕ (x∗ ⊙ y) ,

x ∧ y = x⊙ (x∗ ⊕ y) .

توزیع�پذیر کران�دار، مشبͺه ͷی ⟨A,∨,∧,٠,١⟩ بͽوییم، مͬ�توانیم بالا صورت به ∧ و ∨ تعریف به توجه با

≤ جزئͬ ترتیب رابطه مͬ�دهیم. نشان L (A) با را آن که مͬ�باشد ١ عنصر بزرگترین و ٠ عنصر کوچͺترین با

اگر فقط و اگر x∨ y = y اگر فقط و اگر x ≤ y که مͬ�کنیم تعریف این�گونه A ،MV ـ جبر عناصر روی را

.x ∧ y = x

هستند: برقرار زیر موضوع اصول MV ـ جبر هر در

Ax.١٣. x ∨ y = y ∨ x Ax.١۴. x ∧ y = y ∧ x
Ax.١۵. x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z Ax.١۶. x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z
Ax.١٧. x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z) Ax.١٨. x⊕ (y ∧ z) = (x⊕ y) ∧ (x⊕ z)

جبر ͷی را S مجموعه�های زیر از A گردایه باشد. غیرتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

تشͺیل و A عناصر از متناهͬ اجتماع�های تشͺیل متمم�گیری، عمل�های تحت A و S ∈ A هرگاه مͬ�نامیم

باشد. بسته A عناصر از متناهͬ اشتراک�های

هم�چنین و باشد ١ و خاص٠ عنصر دو شامل هرگاه مͬ�نامیم بولͬ جبر ͷی را S مجموعه .١۶.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر موضوع اصول در و باشد
(
∁
)
متمم�گیری و (·) ضرب ،(+) جمع عمل�های دارای

تعویض�پذیری قانون

x+ y = y + x x · y = y · x

توزیع�پذیری قانون

x+ (y + z) = (x+ y) + z x · (y · z) = (x · y) · z

شرکت�پذیری قانون

x+ (y · z) = (x+ y) · (x+ z) x · (y + z) = (x · y) + (x · z)

١ و ٠ رفتار

x+ ٠ = x x · ١ = x

متمم�ها رفتار

x+ x́ = ١ x · x́ = ١

است. بولͬ جبر ͷی ⟨P (M) ,
∪
,
∩
, ∁, ∅,M⟩ آن�گاه باشد، ناتهͬ مجموعه�ای M اگر .١٧.٢.١ مثال



١١ مشبͺه ٢.١

غیرتهͬ زیرمجموعه�های از جبر ͷی B کنیم فرض است. MV ـ جبر ͷی بولͬ جبر هر .١٨.٢.١ مثال

مͬ�دهیم قرار E,F ∈ B هر برای باشد، X مجموعه

E ⊕ F = E ∪ F,

E ⊙ F = E ∩ F,

E∗ = X⧹E,

١ = X,

٠ = ∅.

است. شمول رابطه ،≤ رابطه به�طوری�که است، MV ـ جبر صورت به ⟨B,⊕,⊙,∗ ,٠,١⟩ صورت این در

کنیم تعریف زیر صورت به مͬ�توانیم را ∧ و ∨ عمل�های (٢.١.١) مثال در

x ∨ y = max (x, y) ,

x ∧ y = min (x, y) .

است. حقیقͬ اعداد معمولͬ ترتیب ،≤ رابطه هم�چنین

f : X −→ [٠,١] توابع از مجموعه�ای F ⊆ [٠,١]X و تهͬ غیر مجموعه X کنیم فرض .١٩.٢.١ مثال

به�طوری�که باشد،

.١ ∈ F و ٠ ∈ F � آن�گاه ،٠ (t) = ٠ و ١ (t) = ١ باشیم، داشته t ∈ X هر برای اگر ( الف

آن�گاه f, g∈F اگر ( ب

f ⊕ g = min (١, f + g) ∈ F ,

f ⊙ g = max (٠, f + g − ١) ∈ F ,

،t ∈ X هر برای به�طوری�که

(f + g) (t) = f (t) + g (t) .

آن�گاه f ∈ F اگر ( پ

f∗ = (١− f) ∈ F .

و ∨ عمل�های که داریم توجه است. MV ـ جبر ͷی صورت به ⟨F ,⊕,⊙,∗ ,٠,١⟩ دستͽاه صورت این در

هستند زیر صورت به F روی ∧

f ∨ g = max (f, g) ,

f ∧ g = min (f, g) .

.f (t) ≤ g (t) اگر فقط و اگر f ≤ g ،t ∈ X هر برای هم�چنین
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داریم x, y ∈ A هر برای آن�گاه باشد، MV ـ جبر ͷی A اگر .٢٠.٢.١ گزاره

.x ∨ ٠ = x = x ∧ ١ , x ∧ ٠ = ٠ , x ∨ ١ = ١ ( الف

.x ∨ x = x = x ∧ x ( ب

.(x ∨ y)∗ = x∗ ∧ y∗ , (x ∧ y)∗ = x∗ ∨ y∗ ( پ

.x ∧ (x ∨ y) = x = x ∨ (x ∧ y) ( ت

.x = y = ٠ آن�گاه ،x⊕ y = ٠ اگر ( ث

.x = y = ١ آن�گاه ،x⊙ y = ١ اگر ( ج

.x = y = ٠ آن�گاه ،x ∨ y = ٠ اگر ( چ

.x = y = ١ آن�گاه ،x ∧ y = ١ اگر ( ح

برهان.

داریم ∧ و تعریف∨ به توجه با الف)

x ∨ ٠ = (x⊕ ٠∗)⊙ ٠ = (x⊕ ١)⊙ ٠ = ١⊙ ٠ = ٠.

x ∨ ١ = (x⊙ ١∗)⊕ ١ = (x⊙ ٠)⊕ ١ = ٠⊕ ١ = ١.

x ∨ ٠ = (x⊙ ٠∗)⊕ ٠ = (x⊙ ١)⊕ ٠ = x⊕ ٠ = x.

x ∧ ١ = (x⊕ ١∗)⊙ ١ = (x⊕ ٠)⊙ ١ = x⊙ ١ = x.

هم�چنین ب)

x ∨ x = (x⊙ x∗)⊕ x = ٠⊕ x = x.

x ∧ x = (x⊕ x∗)⊙ x = ١⊙ x = x.

پ)

(x ∨ y)∗ = ((x⊙ y∗)⊕ y)∗

= (x⊙ y∗)∗ ⊙ y∗

= (x∗ ⊕ y∗∗)⊙ y∗

= (x∗ ⊕ y)⊙ y∗

= x∗ ∧ y∗.

(x ∧ y)∗ = ((x⊕ y∗)⊙ y)∗

= (x⊕ y∗)∗ ⊕ y∗

= (x∗ ⊙ y)⊕ y∗

= x∗ ∨ y∗.



١٣ مشبͺه ٢.١

ت)

x ∨ (x ∧ y) = (x ∧ y) ∨ x

= (y ∧ x) ∨ x

= ((y ⊕ x∗)⊙ x) ∨ x

= (((y ⊕ x∗)⊙ x)⊙ x∗)⊕ x

= (y ⊕ x∗ ⊙ x⊙ x∗)⊕ x

= (y ⊕ x∗ ⊙ ٠)⊕ x

= ٠⊕ x

= x.

x ∧ (x ∨ y) = (x ∨ y) ∧ x

= (y ∨ x) ∧ x

= ((y ⊙ x∗)⊕ x) ∧ x

= (((y ⊙ x∗)⊕ x)⊕ x∗)⊙ x

= (y ⊙ x∗ ⊕ x⊕ x∗)⊙ x

= (y ⊙ x∗ ⊕ ١)⊙ x

= ١⊙ x

= x.

آن�گاه ،x⊕ y = ٠ اگر ث)

٠ = x ∧ ٠

= x ∧ (x⊕ y)

= (x⊕ ٠) ∧ (x⊕ y)

= x⊕ (٠ ∧ y)

= x⊕ ٠

= x.

.y = ٠ ترتیب همین به

مͬ�آید. به�دست ث) از استفاده با ( ج
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به�دست ث) به توجه با این�رو از .(x⊙ y∗)⊕y = ٠ داریم تعریف∨ از استفاده با آن�گاه ،x∨y = ٠ اگر ( چ

هم�چنین، و y = ٠ مͬ�آوریم

٠ = x ∨ y

= x ∨ ٠

= x.

.x∗∨ y∗ = ١∗ = ٠ مͬ�آوریم به�دست ،(x ∧ y)∗ = x∗∨ y∗ به توجه با بنابراین .x∧ y = ١ �کنیم فرض ( ح

.x = ١ = y لذا، ،x∗ = ٠ = y∗ مͬ�گیریم نتیجه ( چ قسمت از استفاده با این�رو از

هستند: برقرار زیر احͺام صورت این در .x, y ∈ A و MV ـ جبر ͷی A کنیم فرض .٢١.٢.١ گزاره

.٠ ≤ x ≤ ١ الف)

.x ≤ x ب)

.x ≤ z آن�گاه ،y ≤ z و x ≤ y اگر پ)

.x = y آن�گاه ،y ≤ x و x ≤ y اگر ت)

.y∗ ≤ x∗ اگر فقط و اگر x ≤ y ث)

به شده بیان موضوع اصول و ∧ تعریف∨، ،≤ جزئͬ ترتیب رابطه از استفاده با ت) - الف) احͺام برهان.

مͬ�شوند. نتیجه �راحتͬ

لذا x ∧ y = x داشت خواهیم ≤ جزئͬ ترتیب رابطه طبق ،x ≤ y �کنیم فرض ( ث

x∗ = (x ∧ y)∗

= x∗ ∨ y∗.

.y∗∧x∗ = y∗ بنابراین .y∗ ≤ x∗ فرضکنیم برعͺس، .y∗ ≤ x∗ ،≤ ترتیبجزئͬ رابطه از استفاده با بنابراین

.x ≤ y این�رو از ،y ∨ x = y لذا ،(y ∨ x)∗ = y∗ بنابراین .y∗ ∧ x∗ = (y ∨ x)∗ طرفͬ از

و x ∨ z ≤ y ∨ z آن�گاه ،x ≤ y اگر .x, y ∈ A و باشد MV ـ جبر ͷی A کنیم فرض .٢٢.٢.١ گزاره

.x ∧ z ≤ y ∧ z هم�چنین


