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� $#�ه�ي &�ز�ـ�&� ، ز
ـ� $#ـ�ه�ي    : آ:�� واژ* ه� 
 ا&� &�ز��&� k-ا&� &�ز��&� ، B&�C ا&� &�ز��&� ، 

ا
F ر �+�4� B اDE در�� آ�ر3'�4� ار�3 ر3)� : @<��* 
 B4ا G:$ ر� � �& G1(�� ��3 و �Hارا ���
در ا
ـF  . ر

� �? �م  &�ز��&� &�اي ز
� $#�ه�ي G��3 ��9�1ه� ر�4+
 B4��3 ا J�)� . 

�? �م �Lي ��ي &� ��م  ا&� &�ز��&� را �(�
K آ�د� و 
���ن �� ده�M  ه� ز
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 �'(Nدل ه�)�  آ� هـ�  . �? �م  Mده� �0  ���ن �'� Mه
]، &(�ي از ��9�1ه� &� $#ـ�ي ه��ـTت     nز
� $#�ي  ]n2− 
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 ���F� 
ا
Z� �+�[� Fا��ن &�ر4� �Y�3 0�)� &�اي �(ـ�دل  

&�دن �?�ه�M  &�ز��&� و ا&� &�ز��&� &�اي ز
ـ�  

   Gا+-(ـ� 3ـ�� ��9�1هـ� از $#ـ�ي   $#�ه�ي �)'�ه�

),(&���خ  YXB �3�& �� . �& �+�[� F
��W+[ ا@�� ا

_�د ^Dاري و �(�
ـK هـ�ي او+�ـ� ، از $:ـG دوم     

 .7`�ز �� �3د 

 �& G1(�� د�E ر�4+� آ� F
����ع ا@�� $:G دوم ا

دو B1NL اB4 ، ارا�H �? �م &�ز��&� &ـ�اي ز
ـ�   

$#ـ�ي &��ـ�خ   �X� &��3 آـ� در 7ن  ،  )(XB�Tه�ي 

 B4ا . �(N& ه�ي�#$ �
P�4 �? �م &�ز��&� &�اي ز

),( YXB  آ� در 7ن ،X  وY  �� ح�W� ، �'(Nخ ه���&

در واL,  ����ع  ا@�� ا
F �]�+ـ� &�ر4ـ�   . �3د 

. دن ز
ـ� $#ـ�ه�ي 3ـ��G ��9�1ه�4ـB     &�ز��&� &�



���ن �� ده�M  هـ� ز
ـ� $#ـ�ي ا&ـ� &�ز�ـ�&� ،      

�W&و را B4ا �&�ز��&  �ه�ي &�ز��&T� �
اي ���ن ز

 M�'آ �� �Hارا �ه�ي &�ز��&�#$ �
 .و ز

 �
در ادا�� �? �م  &�ز��&�  را &�اي ز
� $#�ه�

از �-�
Xت WE� ارا�H آـ�د� و ا
ـF $:ـG را &ـ�     

&�اي ز
� $#�ي G��3 ��9�1ه� &ـ�  �(�
K &�ز��&� 

M���4ر �ن ��
 .$#�ي ه��Tت &� ��

$:G �4م ا
F ر�4+� &� اC-�ت c �4 �]����� &�اي 

 .���ن دادن ����ع ا@�� �]�+� اE):�ص دارد 

در $:G 4ـ�م ، ا&)ـ�ا _ـ�دي را �(�
ـK آـ�د� و      

 M�'آ �� �7ن ه� را &�ر4 �^e
 .و

�'� c را B&�C  آ�د� و &� �'�ان P�4   ـ� ايf�(�

c آ� ا^�  از Mده� �، ���ن � �ه�ي �]����M  ـ�
ز


� از ��9�1ه� داراي &(� �)'ـ�ه� &�3ـ� &ـ�    �#$

�Yري آ� G��3 ه�g ��9�1 �� @?� &� ر�-� �)'�ه� 

 .ا&� &�ز��&� ا�M  B4-��3 ، 7ن ^�� 


G:$ F ا
F ر�4+� ، &ـ� اC-ـ�ت L#ـ��   �E7   �ا@ـ�

 �
�]�+� اE):�ص دارد و ���ن �� ده�M  آ� ا^� ز


� از ��9�1ه� &ـ� &(ـ� �)'ـ�ه� ، &�ز�ـ�&�     �#$

ا&� &�ز�ـ�&� ا4ـB 4ـ�ا�hم &ـ�      M&��3 7ن ^�� 


�f�(� F ، ���ن �ـ� دهـ�M  آـ� ا^ـ�     �E7 ان�'�

)(HBM ⊂ ،n ، 7ن ^ـــــ��  &(ـــــ�ي &�3ـــــ�M ،

[ ]n2−�&ا B4ا �ز��&�&  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 $;= اول

C��D� �' و ��وري ���F� 
$:G 7`�ز
F را &ـ� &�ـ�ن �?ـ�ه�M ا4�4ـ� �ـ�رد ��ـ�ز       

Mده� V� ص�:(Eت . اi�[� �
اC-�ت L#�� ه� ا`�[ &� آ)[ 

B4ع داد� ��3 ا��راه'�1 ار .Mه��?� BNj kl او+�ـ�   در

���3 �� J�)� دوم $#�ه�ي &�داري kl و در U/� Uه��#$ .

در kl �4م �m+�W در ��رد $#ـ�ه�ي  ���ـ�ار و $#ـ�ه�ي    

_ــ�
C   kدر �4ا�4 ا
ـF ر4ـ�+�   . ه��Tت ��Wح �� 3ــ�د

 .���1p ا��اد O]�]ــ� �� &����1pR �3 ا��اد n�(o و

 $#�ه�ي �3ي  1. 1




q�� ���1p r� &��3، ه� ��&, ���'� Xه� ^��RXXd →×: 

Xzyxرا آ� &� ازاء ه� 
ـr   4وا��   ,,∋ ،�3�& �
B�@�E ز

 ���1p در /�X M���� ��: 

)K+(0) ا,( ≥yxd ، 

),(0) ب( =yxd  �^ا^� و �' � اyx =، 

),(),() ج( xydyxd =، 

),(),(),() د( zydyxdzxd +≤ 

 

 

 

 ���1pX  /� �&d    ي �/ي ����ـ�� و &ـ��#$ r
),(را  dX 

Mده� �ن ����. 

�ـ�
� هـ�ي ���ـ[     nاز nR  ���1p$#�ي �/ي   �N�1.1-1ل 

 �'���),...,,( 21 nxxxx =  ، B4��3 ا G���� �
 &� �xا� �/ ز

),,...,,(),,...,,( 2121 nn yyyyxxxx == 

22
22

2
11 )...()()(),( nn yxyxyxyxd −+−+−= 


�وQ و Pـ(�دي ، د
��1ـ�   O+�ا�� د
���1 ، د
���1 ه�ي 

 آ�ا
�ار ،د
���1 آ���

)(د�-�+�  nx  U/� از $#�ي),( dX     ه�^ـ�� M�
را 9xـ�ا ^ـ�

Xx∈  د &��3 آ����� 

0),( =
∞→

xxdLim n
n

 

x �+�-د� �O را)( nx  M�N
 ������ و �� ��

xxLim n
n

=
∞→

 

 �@XE رت�@ �& �
 

xxn → 



)(د�-�+� nx  در $#�ي �/ي),( dX    ه�^ـ�� �ـ�د B4آ�ا��ار ا

 �[�[O0>M �W[� اي ���'�   وXx∈ �(3د دا��3'� &�  و�&

 ، ∋�YNnري آ� &� ازاء ه� 

Mxxd n ≤),( 

 �[�[O �+�-د�)( nx     ه�^ـ�� M�
را از ��
0 آ�ا�ـ�ار ^ـ�

RM  ∋Nnو��د دا3)� &��3 آ� &� ازاء ه�  ∋

nxM ≤ 

 

x �&  �ـ[�[O �+�-د� ]���� 0)( nx    آ�ا�ـ�ار  iرا از &ـ�

M����RM ه�^��   ، ∋Nn&��3 آ� &� ازاي ه� ∋

.Mxn ≤ 

)(د�-�+�  nx  از $#�ي �/ي),( dX  ـ � �د�-�+ـ� آ�3ـ r
� را 

����د &�N  �3، ��د )�-Y� M����0>ε ، ه�^�� &�اي ه� 

Nnmآ� ا^�  ),(>7εن ^��  ,≤ mn xxd . 

 B4ا �د�-�+� آ�3 r

 � اB4 آ� ه� د�-�+� �9xا �&. 

 R��)(1.1- 2  ) : =�ي �3ي آ��#$( 

),($#�ي �/ي  dX   �ه� ^�� ه� د�-�+� آ�3ـ M�
�^ Gرا آ��

 .در ا
�9x �#$ Fا &��3 

  R��)(1.1- 3  ) : � �/U V� �DW( 

 M�'ض آ�$E  از $#�ي �/ي �q�� ���1p �

r زX  3ـ��& .

 ���1p �WLE  �& راEdiam     ـ�
���ن داد� ، &ـ� @ـ�رت ز


K �� �3د �)�. 

{ }EyxyxdEdiam ∈= ,:),(sup 

آ�ا��ار اB4 ا^� و �' � ا^� �ـ�د  Xدر  Eوا�z اB4 آ� 

 �'��� �[�[OM  ري آ��Y �& �3�& �(3د دا��و 

MEdiam ≤ 

  R��)(1.1- 4  ) *ي �3ي $�4د�#$( 



، Xدر   را $��د� �� ����M ه�^�� ه� د�-�+�X$#�ي �/ي 


r ز
� د�-�+� �9xا &��3 G��3 . ���1p �
را Xاز  Mز

،  �X'ـ�ان ز
ـ� $#ـ�
� از    $��د� �� ����M ه�^�� &� 


(ــ} هــ� د�-�+ــ� در . $�ــ�د� &�3ــ� M  ــ�
، 3ــ��G ز

 .اM  B4اي �9xا &��3 آ� �O 7ن �#�ي از  د�-�+�

 I1.1- 5:  Mــ�ض آ'ــ�$X  ــ�ي �ــ/ي و#$M  ��1ــ�p ــ�
ز

 .&N)� وآ�ا��ار ا7M  B4ن ^�� . &�X  �3$��د�

)(&'�&�ا
F د�-�+ـ� ���'ـ�   . ∋Mx$�ض آ'�M : ا�1Jت  nx 

xxnو��د دارد &� �Yري آ�  Mدر ��ن .  →M   Bد� ا4ـ��$


K $��د^� �)� �& �'&Mx∈ . اD+MM &N)� ا4ـM   Bو  ⊃

. 

 M�'ض آ�$M  �3�-� آ�ا��ار ) K�E ه�ن�& . ( F
&'�&�ا

Mد� G��3�+�-  �'��� آ�ان �اي &)( ny    ـ�ري آـ�Y �& B4ا

  Bـ&�C اي ه� �]�ار�&b  ،nbyd n ا
ـF د�-�+ـ� _ـ�    .  ),(<


ـ|   . اي 9xـ�ا دا3ـ)� &�3ـ�     ��ا�� ز
� د�-�+� Fـ
و ا

�3�& �� 5L�'� . اD+M B4آ�ا��ار ا. 


�x ]�W� Fار� &��Lار ��BN، ا�{� در @�ر�� آ� ��P اX 


r $#�ي �)'�ه� ا+-(� &��3 از آ�ا��اري و &N)� &ـ�دن  

���1p r
 .$��د^� �)��f �� �3د . 

 $#�ه�ي '�داري    1. 2


?� &�اي 
ـr $#ـ�ي &ـ�داري روي ��ـ�ان     �)� kl F
در ا

)( CايRF =P�4 7ورد� و    �ـ� �ـHارا �#$ �

?� &�اي ز�)�

 M�'0  �? �م  . آ'~x » �)& Mـ�  » ه#$ �
را &�اي 
r ز

 Mده� �� z����. 

 R��)(1.2- 1:   ي &ـ�داري�#$ r
روي ) 
ـ� $#ـ�ي WEـ�    ( 

 : �-�رت اB4 از  ���Fان 

1.Vq�� ���1p r
V م &�دار�� �& �
 ه�، از ا��3



2 . ����L r
 ) G1� �
&� ��م �, &�داري آ� &� ه� ) 

yx&ـ�دار  Vاز  yو  x�B? از &�داره�ي  را آـ�  Vاز +

������ �� �3د وا&N)� �� �4زد &ـ� ا
ـy   Fو  �1pxع 

 �3ط آ� 

 K+ا ( {)
 B4ا �H���� ,�xyyx +=+ 


(} ) ب ، B4ا �
D� B�3آ ,�)()( zyxzyx ++=++ 

����د اV  �& B4&� ��م @?� در   0&�دار 
�)�ي  ) پ

V  ،xxدر  xازاء ه�  �Yري آ� &� =+ 0 . 

 Vدر  −x&�دار 
�)ـ�ي   Vدر  x&� ازاء ه� &�دار ) ت

)(��0��د ا�Y �& B4ري آ�  =−+ xx 

3 . ����L r
 ) G1� �
&� ��م ��ب ا��4+�ي آ� &ـ�  ) 

را آـ� �O@ـV    Gدر xو ه� &ـ�دار  Fاز  αه� ا��4+� 

�3د وا&Nـ)� 4ـ�زد &ـ� ا
ـ� ������     F�  xدر  α��ب 

 �3ا
n آ� 

)K+ازاء ه�) ا �&xدرV ،xx =.1 

)()() ب( xx βααβ = 

yxyx) پ( ααα +=+ )( 

xxx) ث( βαβα +=+ )( 

 R��)(1.2- 2  )�#$ ز�� ( 

 M�'ض آ�$X  ي &�داري &� ���ان�#$ r
F �3�& . �

r ز

آـ� Eـ�د    Xاز  �Y-�رت اB4 از 
| ز
� X  ���1p$#�ي 


r $#ـ�ي   X&� ا��1ل �, &�داري و ��ب ا��4+�ي روي  ،

 .&�داري &��3

��#W1.2- 3 :  ي�#$ �

r ز
� q�� ���1p� ، زX  ا^ـ� B4ا

Yyyو�' � ا^� &�اي ه� دو &ـ�دار   ∈21 ، Bو ا4ـ��+�ه�ي   ,

α  ازF 21، &�دار yy βα  .&�Y�3در  +

 2 -2.1] 18[: ا�1Jت 



 �q�� ���1p �
، x ���1pـ�  Xاز $#�ي &�داري M&�اي ز

_ـ�
k �ـ�    MSpanرا &ـ�   ��Mآ�[ ه�ي WEـ� &�دارهـ�ي   

Mده� . F
 &'�&�ا









∈∈= ∑
=

MxFxMspan i

n

i
iii ,:

1

αα 


 � اB4 آ� �&Mspan   ـ�ي#$ �
در @ـ�ر�V �ـ�   .ا4ـX  Bز

MspanY =M�
�^ ،Y ���4و �&M B4��3 ا ��+��. 

 R��)(1.2- 4: �#$ ز�� �)' Zه 

 M�'ض آ�$Y  ي�#$ �
�Xx∈  �& B-NهX �3�& . ���1p Mز

Y  �& راYx ���ن داد� و &ـ� @ـ�رت ز
ـ� �(�
ـK �ـ�       +

M�'آ: 

{ }YyyxYx ∈+=+ : 


 G���� �
r $#ـ�ي  در ا
F @�رت ���1p $�ق �B دو �G1 ز

 &�داري �� ده� 

XwxYwxYwYx ∈∀++=+++ ,:)()()( 

                            YxYx +=+ αα )( 

�� ����M و X  ���4�&Yا
F $#� را $#�ي �Eرج Q1NL از 

 �&
Y
X  Mده� �ن ����. 

�)& Mرا ه �#$ F
��ـ�ن  �Ycodim� ����M و &ـ�   Y &(� ا

  F
 �� ده�M  &'�&�ا

XY
Y
X

Yco ⊂= :)(dimdim 


�م و $#�ه�ي 
�م دار     3-1 

در ا
kl F ا&)�ا ��م و $#�ه�ي ����ار را �(�J آـ�د�،  

 Mآ'ـ� �� K
��9�1هـ�ي WEـ� و   . P�4 $#�ي &���خ را �(�

در ��
�ن $#�ي . &(�ي ا
� kl F� VWE r)&���3�& ����ع 

G@�O ��ب دا�E�، $#�ي ه��Tت و و
e^ـ� هـ�ي 7ن هـ� را     

Mده� �ار ��L �4رد &�ر��. 



 M�'ض آ�$X  n�(ـo �
 �[�[O ي &�داري روي ���ان�#$ r


F �3�& . ,&��RX →:.�� V� م�� r
��M در @�ر�� آ� را 

Xyx&�اي ه�   :داαM�3�& �(3و ه� ا��4+�  ,∋

       )K+0) ا≥x 

 x=0ا^� و �' � ا^�  x=0) ب(

xx) پ( αα = 

yxyx)ت( +≤+ 

&��3 7ن ^ـ�� ^ـ�
�M     .داراي ��م X^� $#�ي &�داري ا

X   B?ـ�ر �(�1ل &� �Y �& و B4ي ��م دار ا�#$ r
).,(X 

  Mده� �ن ����. 

&��Lار �-�3ـ� 7ن  ) ب(ا^� در �(�
K  ��م، �3ط  :)�-� 

 .م �� ����Mرا 3-� ��


r $#�ي ����ار &��3 و &�اي ه� Xا^� -1 :)\آ� Xyx ∈, 
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 Rــ ��)(1.3- 5:   Mــ� ــ�ض آ' $X    ــ�ار و ــ�ي ��� #$ rــ 
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 Mده�)( mx�+�-د� �
داراي mxهـ�  . اي 9xـ�ا ا4ـB   داراي ز

B4ا �
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WE �9�1� r� &��3  آـ�   :)(→XTD را 9�1�Tـ�  .)(⊃

و�ـ�د دا3ـ)�   c≤0 آ�ا��ار �� ����M ه�^�� ��دي O]�]ـ� 
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R��)(1.3- 13:  M�'ض آ�$X  وY  دو $#�ي ����ار  &�3ـ� .

 Xدر ا
F @�رت �x ���1p ��9�1ه�ي WEـ� و آ�ا�ـ�ر از   

 �&Y  �& را),( YXB Mده� �ن  ���� : 
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 ��#W1.3- 14:  �^اY    خ &�3ـ� 7ن ^ـ�����&),( YXB  ـ�خ��&

 B4ا. 
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R��)(1.3- 15  ) ي دو��ن�#$: (   Mـ�ض آ'ـ�$X     ـ�ي#$ rـ


در ا
F @�رت  r)&�� �x ���1p ه�ي WE� و . ����ار &��3

�XـV ^ـ�
�M و &ـ�     Xرا $#�U دو^ـ�ن   Xآ�ا��ار &�  ′ 

Mده� �ن ���� .  F

�C(&'�&�اRXBX ,(=′ 

��ن CR,   اDـ)'� +ـNخ ه���&X ′   Bـ�خ ا4ـ��& .   F
&'ـ�&�ا
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 .L#��  ز
� را دار

 ��#W1.3- 16:  ي دو^�ن�#$X ، &���خ Xاز $#�ي ����ار  ′


� �-��3&���خ &�X  �3اB4 &�ون  ���� &� ا
F آ�. 

 :$#�ي ��ب دا8:� و $#�ي ه�:Hت 

M�'ض آ�$X  ي &�داري روي ���ان�#$ r
)C �
RF &�3ـ�  )=


r ��ب دا�E� روي . X  ـ�'��� B4ا �)&�� ،FXX →×>< :.., 

1NL �& �Fba� آـ� &ـ� ازاء ه ـ   Xzyxو هـ�   ,∋ دا3ـ)�   ,,∋

M�3�&: 
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><) ب( yx, ��Eرا ��ب داx  وy  M���� ��. 

 R��)(1.3- 17:  ي &�داري�#$ �&X    �ـ�Eا� &� �ـ�ب دا�x

>< ),.,.(^ـ�
�M و &ـ� @ـ�رت     
r $#�ي ��ب دا�E� �ـ� .,. ><X 

Mده� �ن ����. 


�)�K1.3- 18   : M�'ض آ�$).,.,( ><X    �ـ�Eـ�ي �ـ�ب دا#$ r


�3�& .Mده� �ار ��L: 

><= xxx , 

 7ن ^�� 

) K+�3ار�* ) ( ا Uو�N��� ( ازاء ه� �&Xyx  : دار� ,∋

yxyx ≤>< , 

Xyx&ــ� ازاء هــ�   )���Nــ�وي ����ــ�  ) ( ب( دار�  ,∋

yxyx =><+Dا .  +≥+ xxx 
r �ـ�م روي   ,X   �ـ� Kـ
�)�

آ'� آ� 7ن را ��م ��+�� ��3 &� و���4 ��ب دا�Eـ� �ـ�   
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