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١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

گ��ف��ت��ار پ��ی��ش ١.١

u ∈ A ع��ن��ص��ر ه��رگ��اه ن��ام��ی��م م��دولار را A در I چ��پ ای��د�آل ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض
ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود

au− a ∈ I.

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��دولار چ��پ ای��د�آل ی��ک I و I ب��رای م��دولار راس��ت ه��م��ان��ی ی��ک u ع��ن��ص��ر
�واص خ� از �ی �رخ� ب� G �ی �ل� آب� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �روه گ� �ک ی� �رای ب� [٧] �ع �رج� م� در ١ �ن �وی� �ی� س� ۱۹۶۲ �ال س� در
�ت راس� �ی �ان� �م� ه� دارای L۱(G)∗∗ �ه ک� �ی �ای� �ج� آن� از و �رد ک� �ی �ررس� ب� را L۱(G)∗∗ �دولار م� �ال �م� �زی� ک� �ا م� �پ چ� �ای �دآل�ه� ای�

پ��رداخ��ت. L۱(G)∗∗ ک��زی��م��ال م��ا چ��پ ای��د�آل�ه��ای ب��ررس��ی ب��ه م��ع��ادل ب��ه�ط��ور اس��ت
�ررس��ی ب� �م �ی� �م� �ع� ت� �ر �ک� ف� �ه ب� [٣٢] �و لائ� و �ان��ی �رم� �ه� ق� ۱۹۹۵ س��ال در �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� و [١٢] �لال��ی٢ �ی� ف� ۱۹۹۲ س��ال در
زم��ی��ن��ه ای��ن در ت��وج��ه��ی ج��ال��ب ن��ت��ای��ج و اف��ت��ادن��د ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای دوم دوگ��ان در م��دولار ک��زی��م��ال م��ا ای��دآل�ه��ای خ��واص
خ��اص وی��ژگ��ی�ه��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��م��چ��ن��ی��ن و گ��روه��ی ج��ب��ره��ای روی ن��ت��ای��ج ای��ن ان��ت��ق��ال ب��ا ن��ه��ای��ت در آوردن��د. ب��ه�دس��ت

١Civin
٢Filali
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ف��ش��رده�ی گ��روه ت��وپ��ول��وژی��ک س��اخ��ت��ار و م��دولار ک��زی��م��ال م��ا ای��دآل�ه��ای خ��واص ب��ا ن��زدی��ک��ی ب��س��ی��ار ارت��ب��اط ج��ب��ره��ا ای��ن
�ه ب� م��ی�ت��وان �ه ک� اس��ت �ه �ت� �رف� گ� �ام ان��ج� �ز �ی� ن� �گ��ری دی� �اره��ای ک� �ب��س��وط م� �ور ط� ب��ه �ه �ن� �ی� زم� ای��ن در آم��د. �ه�دس��ت ب� G �ع��ی م��وض�

ک��رد. اش��اره [١٣] و [١۵] ،[٩] ،[٨] م��راج��ع
ای��دآل�ه��ای خ��واص ب��رخ��ی G م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی گ��روه ب��رای ۲۰۱۱ س��ال در [٣۵] ن��ص��ر و م��ق��ص��ودی ادام��ه در

دادن��د. ق��رار ب��ررس��ی و م��ط��ال��ع��ه م��ورد را آن ک��زی��م��ال م��ا ای��دآل�ه��ای ب��خ��ص��وص L∞
۰ (G)∗ گ��روه��ی ج��ب��ر

م��ی��ن��ی��م��ال چ��پ ای��دآل�ه��ای ه��م��چ��ن��ی��ن و م��دولار ک��زی��م��ال م��ا چ��پ ای��دآل�ه��ای م��ش��خ��ص��ه�س��ازی پ��ای��ان�ن��ام��ه، ای��ن ه��دف
�ن ای� �ی �ررس� ب� �ا ب� �ت �ای� �ه� ن� در �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� �وص �ص� �خ� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� دوم �ان دوگ� در
ن��وع ای��ن م��ش��خ��ص��ه�س��ازی ب��ه M(G) و L∞

۰ (G)∗ ،LUC(G)∗ ،L۱(G)∗∗ �ن��د �ان� م� گ��روه��ی �ب��ره��ای ج� در ای��دآل�ه��ا
م��ی�ب��ری��م. پ��ی Gت��وپ��ول��وژی��ک خ��واص ب��ا �آن ارت��ب��اط و گ��روه��ی ج��ب��ره��ای در ای��دآل�ه��ا از

�ر �ن��ص� ع� �ا ی� A ⊆ M �ا ی� �اه آن�گ� ب��اش��د، A∗∗ در �ن��ظ��م م� چ��پ ای��دآل ی��ک M گ��ر ا �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان �ث��ال م� �ن��وان ع� ب��ه
.Ix ⊆M ط��وری�ک��ه ب��ه دارد وج��ود x ∈ X ی��ک��ت��ای

L∞
۰ (G)∗ گ��روه��ی �ب��ر ج� در م��دولار چ��پ ای��دآل�ه��ای اس��اس ب��ر G �ل��ی آب� گ��روه ی��ک ب��رای ک��ه م��ه��م �ت��ای��ج ن� از ی��ک��ی

L∞
۰ (G)∗در چ��پ �دآل ای� ی��ک M و �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ی �ل� آب� �روه گ� ی��ک G �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ن ای� �رد ک� �م �ی� �واه� خ� �اب��ت ث�

،Ĝ در γ �د �ن� �ان� م� �ی �ای� �ت� �ک� ی� �ر �ص� �ن� ع� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� L∞
۰ (G)∗در �م �ظ� �ن� م� �پ چ� �دآل ای� �ک ی� M �اه آن�گ� �د، �اش� ب�

در �ه ک� ،M = ker ψγ �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� ،G روی �ه �ت� �وس� �ی� پ� و �ران�دار ک� �ی �رب� ض� �ع �واب� ت� �ه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م�
�م �ی� �واه� خ� �ان ن��ش� �ز �ی� ن� �ا �ت� راس� ای��ن در �د. �اش� �ی�ب� م� γ �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� L∞

۰ (G)∗ روی �رب��ی ض� �ط��ی خ� �ع��ک �اب� ت� ی��ک ψγ �ا ای��ن�ج�
ای��دآل�ه��ای ب��رای م��ش��اب��ه�ای ن��ت��ای��ج ب��اش��د. آب��ل��ی و گ��س��س��ت��ه G گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ج��اب��ج��ای��ی L∞

۰ (G)∗ ج��ب��ر ک��ه داد
آورد. خ��واه��ی��م ب��ه�دس��ت M(G) و L∞

۰ (G)∗ ،LUC(G)∗ ،L۱(G)∗∗ م��ان��ن��د گ��روه��ی ج��ب��ره��ای م��ی��ن��ی��م��ال
پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��ط��ال��ب ت��رت��ی��ب اس��ت. ش��ده ت��ن��ظ��ی��م [٣۵] و [٧] ،[٣٢] ،[١٢] م��راج��ع ب��راس��اس پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه
�ه ارائ� �ود �ی�ش� م� �اده �ف� �ت� اس� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ه�ی ادام� در �ه ک� را �ی �ج� �ای� �ت� ن� و �ه �ی� اول� �م �ی� �اه� �ف� م� �ف، �اری� �ع� ت� �ی �رخ� ب� ،۱ �ل �ص� ف� در

م��ی�ده��ی��م.
�اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� دوم �ان دوگ� در �دولار م� �ال �م� �زی� ک� �ا م� �پ چ� �ای �دآل�ه� ای� �ه�ی �ع� �ال� �ط� م� و �ی �رف� �ع� م� �ه ب� ،۲ �ل �ص� ف� در
�م �راه� ف� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� از �ی �اص� خ� رده�ی روی �ا �دآل�ه� ای� �ن ای� �ی �ررس� ب� �رای ب� را �ط �رای� ش� و �م �ردازی� �ی�پ� م� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج�
م��رج��ع در لائ��و-ق��ه��رم��ان��ی ک��ار ب��ر م��ب��ت��ن��ی ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب ب��ی��ش��ت��ر ک��رد. خ��واه��ی��م ب��ی��ان ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م

اس��ت. [١٢] م��رج��ع در ف��ی��لال��ی و [٣٢]
و آب��ل��ی گ��روه ی��ک ب��رای س��پ��س �ن��ی��م. م��ی�ک� �ی��ان ب� را ب��ان��اخ �ب��ره��ای ج� دوم دوگ��ان از �ی��م��ی م��ف��اه� اب��ت��دا ،۳ ف��ص��ل در
�ای �دآل�ه� ای� �ود وج� �ه ادام� در �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را L۱(G)∗∗ روی �ال �م� �زی� ک� �ا م� �پ چ� �ای �دآل�ه� ای� G �ع��ی �وض� م� �رده �ش� ف�
�ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� �اص خ� �ط �رای� ش� �ت �ح� ت� را �ال �م� �زی� ک� �ا م� �پ چ�
و M ⊉ L۱(G) ی��م دار ،γ ∈ Ĝ ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود L۱(G)∗∗ در M ک��زی��م��ال م��ا چ��پ ای��دآل�ه��ای
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گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا را L۱(G)∗∗ ک��زی��م��ال م��ا چ��پ ای��دآل�ه��ای پ��ای��ان در ن��ب��اش��د. ف��ش��رده G گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر Mا ̸=Mγ

ک��رد. خ��واه��ی��م ب��ررس��ی آن�ه��ا خ��ط��ی ف��ض��ای پ��وچ�س��ازه��ای
م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی گ��روه�ه��ای روی ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای از ق��ض��ای��ای��ی و ت��ع��اری��ف م��خ��ت��ص��ر ط��ور ب��ه اب��ت��دا ،۴ ف��ص��ل در
چ��پ �ای �دآل�ه� ای� �ه ادام� در �م. �ردازی� �ی�پ� م� آن �ای �رده� ب� �ار ک� و �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ای� پ� �ع �اب� ت� �ی �ررس� ب� �ه ب� �پ��س س� �م، ی� �ی�آور م� را
روی �ی �ف� �ی� ط� �ای �ی�ه� �ژگ� وی� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� M(G) و L∞

۰ (G)∗ ،LUC(G)∗ �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� روی �دولار م� �ال �م� �زی� ک� �ا م�
و [١٢] �ع �رج� م� در �ی �لال� �ی� ف� �ار ک� �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ل �ص� ف� �ن ای� �ب �ال� �ط� م� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �م. �ردازی� �ی�پ� م� L∞

۰ (G)∗ �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج�
اس��ت. [٣۵] م��رج��ع در م��ق��ص��ودی-ن��ص��ر

�ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ه�ی ادام� در �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ه ارای� را �ی �ج� �ای� �ت� ن� و �ه �ی� اول� �م �ی� �اه� �ف� م� �ی �رخ� ب� �ل، �ص� ف� �ن ای� �دی �ع� ب� �ای �خ��ش�ه� ب� در
م��ی�ش��ود. اس��ت��ف��اده

ب��ان��اخ ف��ض��ای و ت��وپ��ول��وژی ب��ر م��ق��دم��ه�ای ٢.١

�ده �ی� �ام� ن� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک �ای��ش �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر زی� از U �واده�ی �ان� خ� �ا ب� �راه �م� ه� X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� .١.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

گ��ر ا م��ی�ش��ود

ب��اش��ن��د؛ U در ∅ و X (ال��ف)

ب��اش��د؛ داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد اش��ت��راک (ب)

ب��اش��د. داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از دل��خ��واه ت��ع��داد اج��ت��م��اع (ج)

�ه�ه��ای �م��وع� زی��رم��ج� را U اع��ض��ای �ی��م. م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� (X,U) �ف��ت ج� �ا ب� را U و X از �ت��ش��ک��ل م� �ول��وژی��ک �وپ� ت� ف��ض��ای

م��ی�ن��ام��ی��م. X ب��از

را X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

X در V و U م��ج��زای و ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای ،x ̸= y ک��ه x, y ∈ X ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ه��اس��دورف (ال��ف)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود

x ∈ U , y ∈ V.

،x /∈ C �ه ک� X از x �ه�ی �ط� �ق� ن� �ر ه� و X از C �ه�ی �ت� �س� ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �م �ظ� �ن� م� (ب)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود X در V و U م��ج��زای و ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای

x ∈ U , C ⊆ V.
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م��ج��زای و ب��از زی��رم��ج��م��وع��ه�ی دو ،X از C۲ و C۱ ب��س��ت��ه زی��رم��ج��م��وع��ه�ی دو ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ن��رم��ال (ج)

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود X در U۲ و U۱

C۱ ⊂ U۱ , C۲ ⊂ U۲.

U ک��ه ط��وری ب��ه �د �اش� ب� U �ن��د �ان� م� �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ک دارای آن از �ق��ط��ه ن� �ر ه� �ر گ� ا �م �ی� �ام� م��ی�ن� �ع��ی م��وض� �رده�ی ف��ش� (د)

اس��ت. ف��ش��رده

ب��اش��د. آن ف��ش��رده�ی ف��ض��اه��ای زی��ر از ش��م��ارای��ی ت��ع��داد اج��ت��م��اع X گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م σ-ف��ش��رده (ه)

ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

C(X) �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� C(X) �ا ب� را X روی �دار �ق� �ط-م� �ل� �ت� �خ� م� �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ف) (ال�

زی��ر ص��ورت ب��ه f م��ح��م��ل f ∈ C(X) ب��رای ب��ه�ع��لاوه اس��ت. ب��رداری ف��ض��ای ی��ک ت��واب��ع، ن��ق��ط��ه�ای اع��م��ال ب��ا ه��م��راه

م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰}.

�م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Cb(X) �ا ب� را X روی �ران�دار ک� �دار �ق� �ط-م� �ل� �ت� �خ� م� �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� (ب)

اس��ت ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ∥.∥∞ ن��رم ب��ا ه��م��راه و اس��ت C(X) زی��رف��ض��ای ی��ک Cb(X) ب��ن��اب��رای��ن

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ X} (f ∈ Cb(X)).

�ا ب� را �د �ون� �ی�ش� م� �ر �ف� ص� �ت �ای� �ه� �ی�ن� ب� در �ه ک� X روی f �دار �ق� �ط-م� �ل� �ت� �خ� م� �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� (ج)

�ه ک� �وری ط� �ه ب� دارد �ود Xوج� از Kϵ �رده�ی �ش� ف� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� ،ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �ی �ن� �ع� ی� �م؛ �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� C۰(X)

ه��م��راه ک��ه اس��ت Cb(X) ای��دآل و C(X) زی��رف��ض��ای C۰(X)ی��ک ب��ن��اب��رای��ن .x ∈ X \K ه��ر ب��رای |f(x)| < ϵ

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ∥.∥∞

Cc(X) ی��ا C۰۰(X) ب��ا را ف��ش��رده م��ح��م��ل ب��ا X روی f م��خ��ت��ل��ط-م��ق��دار پ��ی��وس��ت��ه�ی ت��واب��ع ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی (د)

�اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� �ک ی� ∥.∥∞ �راه �م� ه� �لاوه �ه�ع� ب� �ت. اس� Cb(X) �دآل ای� �ک ی� و C(X) �ای �ض� �رف� زی� �ه ک� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن�

اس��ت. چ��گ��ال ،C۰(X) در Cc(X) ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت.

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ه��اس��دورف م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی X ک��ن��ی��م ف��رض (ه)

Cc(X) ⊆ C۰(X) ⊆ Cb(X) ⊆ C(X).
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آن�گ��اه ب��اش��د، ف��ش��رده X گ��ر ا و

Cc(X) = C۰(X) = Cb(X) = C(X).

ع��ن��اص��ر ب��رای ” ≥ ” دل��خ��واه راب��ط��ه�ی ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک A �ن��ی��م ک� ف��رض .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د زی��ر ش��رای��ط دارای و ش��ود ت��ع��ری��ف آن

a؛ ≥ a ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ ب��ازت��اب��ی ” ≥ ” راب��ط��ه�ی (ال��ف)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه آن�گ��اه b ≥ c و a ≥ b گ��ر ا a, b, c ∈ A ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی، ب��اش��د؛ ت��رای��ای��ی ” ≥ ” راب��ط��ه�ی (ب)

a؛ ≥ c

.c ≥ b و c ≥ a ک��ه ط��وری ب��ه c ∈ A ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود آن�گ��اه a, b ∈ A گ��ر ا (ج)

م��ی�ن��ام��ی��م. ج��ه��ت�دار م��ج��م��وع��ه�ی را A س��اده ط��ور ب��ه ی��ا (A,≥) ص��ورت ای��ن در

�ک ی� A آن در �ه ک� f : A −→ X �د �ن� �ان� م� �ت اس� �ی �ع� �اب� ت� X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� در �ور ت� ی��ک از �ور �ظ� �ن� م� .۵.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ا ب� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� (xα)α∈A �ا ب� را f �ور ت� ،α ∈ A �ر ه� �رای ب� f(α) = xα ف��رض �ا ب� اس��ت. �ه��ت�دار ج� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش xα

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. X در ت��ور ی��ک (xα)α∈A و ج��ه��ت�دار م��ج��م��وع��ه�ه��ای B و A ک��ن��ی��م ف��رض .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د، م��وج��ود g : B −→ A م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی گ��ر ا ن��ام��ی��م (xα)α∈A زی��ر�ت��ور ی��ک را (tβ)β∈B ت��ور

.β ∈ B ه��ر ب��رای tβ = sg(β) (ال��ف)

.γ > β ش��رط ب��ا γ ∈ B ه��ر ب��رای g(γ) > α ک��ه ب��اش��د م��وج��ود β ∈ B ،α ∈ A ه��ر ب��رای (ب)

ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م x ∈ X ب��ه ه��م��گ��را ،X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای در را (xα)α ت��ور .٧.٢.١ ت��ع��ری��ف

.xα ∈ U ب��اش��ی��م داش��ت��ه α ≥ β ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه β ∈ A ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ،x از U

آن�گ��اه ده��د، ن��ش��ان را S در A ب��س��ت��ار A گ��ر ا ،A ⊆ S ه��ر ب��رای .٨.٢.١ ق��ض��ی��ه

.sα −→ s ک��ه ب��اش��د م��وج��ود A در (sα) ت��ور ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا s ∈ A (ال��ف)

ب��اش��د. ه��م��گ��را زی��رت��ور ی��ک دارای ،A در ت��ور ه��ر گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ف��ش��رده A (ب)

و گ��ر ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه φ آن��گ��اه ب��اش��د، ت��اب��ع ی��ک φ : S −→ T و ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک ن��ی��ز T گ��ر ا ع��لاوه ب��ه

.φ(sα) −→ φ(s) ب��اش��ی��م داش��ت��ه S در s ب��ه ه��م��گ��را sα ت��ور ه��ر ب��رای گ��ر ا ت��ن��ه��ا
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دوگ��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. م��وض��ع��ی م��ح��دب ت��وپ��ول��وژی��ک ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ع��ری��ف ت� f : X −→ C �ت��ه�ی �ی��وس� پ� و خ��ط��ی �اب��ع��ک�ه��ای ت� �ه�ی �م� ه� �م��وع��ه�ی م��ج� ب��راب��ر و �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان X∗ ب��ا را X

م��ی�ک��ن��ی��م.

ب��اش��د. ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١٠.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ر ه� آن �ت �ح� ت� �ه ک� �ت اس� X روی �وژی �ول� �وپ� ت� �ن �ری� �ک�ت� �وچ� ک� ،X روی �ف �ی� �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� از �ور �ظ� �ن� م� �ف) (ال�

در X در x ب��ه (xα) ت��ور ه��م��گ��رای��ی م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش σ(X,X∗) ب��ا را ت��وپ��ول��وژی ای��ن اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه f ∈ X∗

ن��م��ای��ش x = w− limα xα ی��ا xα w−→ x ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م x ب��ه (xα) ض��ع��ی��ف ه��م��گ��رای��ی را ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی

.f ∈ X∗ ه��ر ب��رای f(xα) −→ f(x) گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا xα w−→ x ک��ه ک��ن��ی��م ت��وج��ه م��ی�ده��ی��م.

آن، در �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت� x 7−→ x̂ �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� را φ : X −→ X∗∗ �ت �اش� �گ� ن� (ب)

از �ور �ظ� �ن� م� �ت. �س� ه� �ز �ی� ن� �ک ی� �ه ب� �ک ی� �ذا ل� �ت. �اس� �پ� �ول� ط� و �ی �ط� خ� φ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� .x̂(f) = f(x) (f ∈ X∗)

را φ(X) �واده�ی �ان� خ� �ای �ض� اع� �ام �م� ت� �ه ک� �ت اس� X∗ روی �وژی �ول� �وپ� ت� �ن �ری� �ک�ت� �وچ� ک� ،X∗ روی �ی��ف∗ �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت�

ت��وپ��ول��وژی ای��ن در f ب��ه (fα) ت��ور ه��م��گ��رای��ی م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش σ(X∗, X) ب��ا را ت��وپ��ول��وژی ای��ن م��ی�س��ازد. پ��ی��وس��ت��ه

ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش f = w∗ − limα fα ی��ا fα w∗
−→ f ن��م��اده��ای ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م f ب��ه fα ض��ع��ی��ف∗، ه��م��گ��رای��ی را

.x ∈ X ه��ر ب��رای fα(x) −→ f(x) ک��ه ای��ن ب��ا اس��ت م��ع��ادل

ت��ح��ت f ∈ X∗ ه��ر ک��ه اس��ت خ��اص��ی��ت ای��ن ب��ا X ب��ر ت��وپ��ول��وژی ک��وچ��ک�ت��ری��ن ض��ع��ی��ف، ت��وپ��ول��وژی .١١.٢.١ ت��ذک��ر

روی ن��رم از ح��اص��ل ت��وپ��ول��وژی از ض��ع��ی��ف�ت��ر ض��ع��ی��ف، ت��وپ��ول��وژی ک��ه گ��ف��ت م��ی�ت��وان وض��وح ب��ه ل��ذا ش��ود. پ��ی��وس��ت��ه آن

روی ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی و T ب��ا را X ب��ان��اخ ف��ض��ای ن��رم از ح��اص��ل ت��وپ��ول��وژی گ��ر ا ی��ع��ن��ی اس��ت. X ب��ان��اخ ف��ض��ای

.Tw ⊆ T آن�گ��اه ده��ی��م ن��م��ای��ش Tw ب��ا را X

م��ی�پ��ردازی��م. ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��اه��ای در آن�ه��ا ن��ت��ای��ج و م��ش��ه��ور ق��ض��ی��ه چ��ن��د ب��ی��ان ب��ه ادام��ه، در

ب��اش��د X خ��ط��ی زی��رف��ض��ای ی��ک Y و ن��رم�دار ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض (ه��ان-ب��ان��اخ). ١٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

.∥f∥ = ∥g∥ و g = f
∣∣
Y
ک��ه دارد وج��ود f ∈ X∗ ص��ورت ای��ن در .g ∈ Y ∗ و

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [۴٣] از ۵.٣ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��رق��رارن��د. زی��ر گ��زاره�ه��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��رم�دار ب��رداری ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١٣.٢.١ ن��ت��ی��ج��ه

.∥f۰∥ = ۱ و f(x۰) = ∥x۰∥ ک��ه اس��ت م��وج��ود f ∈ X∗ ت��اب��ع��ک ،x۰ ∈ X − {۰} ب��رای (ال��ف)
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.f
∣∣
Y
= ۰ و f ̸= ۰ ک��ه اس��ت م��وج��ود f ∈ X∗ آن�گ��اه ب��اش��د، X از س��ره ب��س��ت��ه�ی زی��رف��ض��ای ی��ک Y گ��ر ا (ب)

X∗∗ در X �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �رم�دار ن� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن). �ای� �ت� �دش� �ل� (گ� ١۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت. ض��ع��ی��ف∗-چ��گ��ال

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [۴] از ١۶.٢ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

از BX∗ ی��ک��ه�ی گ��وی ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض (ب��ان��اخ-آلاغ��ل��و). ١۵.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ض��ع��ی��ف∗-ف��ش��رده� ،X∗

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [۴] از ٣.١۵ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��ا ک��ه A م��ح��دب غ��لاف از م��ن��ظ��ور ب��اش��د. ن��ات��ه��ی A ⊆ X و خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

واق��ع، در ه��س��ت��ن��د. A ش��ام��ل ک��ه اس��ت X م��ح��دب زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ه��م��ه�ی اش��ت��راک م��ی�ش��ود؛ داده ن��م��ای��ش co(A)

co(A) =
{

n∑
i=۱

tixi : n ≥ ۱,
n∑

i=۱

ti = ۱, ti ≥ ۰, ∀i, xi ∈ A

}
.

،xα w−→ x ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د X در ت��ور ی��ک (xα)α∈D و ن��رم�دار ف��ض��ای ی��ک X گ��ر ا (م��ازور). ١٧.٢.١ ق��ض��ی��ه

.x ∈ co({xα : α ∈ D}) آن�گ��اه

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [۴] از ٣-٣ ب��خ��ش ب��ه . ب��ره��ان

و خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ه��م��ه�ی ف��ض��ای B(X,Y ) ب��اش��ن��د. ن��رم�دار ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��م ف��رض .١٨.٢.١ ت��ع��ری��ف

،Y = C �ال��ت ح� در .∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ۱} آن در �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� را Y �ه ب� X از T �ران�دار ک�

�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ⟨f, x⟩ �ا ی� f(x) �ا ب� x ∈ X در را f ∈ X∗ �دار �ق� م� و X∗ �ان �م� ه� B(X, Y )

ب��اش��د. ک��ام��ل Y گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ک��ام��ل B(X, Y )

�ری �گ� �ل� �م� ع� �وژی �ول� �وپ� ت� از �ور �ظ� �ن� م� �د. �ن� �اش� ب� �رم�دار ن� �ای �اه� �ض� ف� Y و X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٩.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ه��ی �وع� �م� �ج� م� از �ل �ک� �ش� �ت� م� �ر �ف� ص� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ه�ی �ای� پ� از �ل �اص� ح� �وژی �ول� �وپ� ت� ،B(X, Y ) روی �وی ق�

را ت��وپ��ول��وژی ای��ن اس��ت. ϵ > ۰ و م��ت��ن��اه��ی A ⊆ X آن در ک��ه اس��ت {T ∈ B(X, Y ) : ∥Tx∥ < ϵ, x ∈ A}

گ��ر ا اس��ت ص��ف��ر ب��ه ه��م��گ��را ق��وی ع��م��ل��گ��ری ت��وپ��ول��وژی در (Tα) ⊆ B(X,Y ) ت��ور واق��ع در م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش so ب��ا

�اه آن�گ� ،Y = C �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ر �ف� ص� �ه ب� Y در (Tαx) �ور ت� ،x ∈ X �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و

اس��ت. م��ن��ط��ب��ق ض��ع��ی��ف∗ ت��وپ��ول��وژی ب��ر X∗ = B(X,C) روی ق��وی ع��م��ل��گ��ری ت��وپ��ول��وژی
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ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٢٠.٢.١ ت��ع��ری��ف

ص��ورت ب��ه و داده ن��ش��ان M⊥ ن��م��اد ب��ا را X∗ در M م��ت��ع��ام��د ف��ض��ای ،X از M زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ب��رای (ال��ف)

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر

M⊥ =
{
f ∈ X∗ : f(x) = ۰, ∀x ∈M

}
.

زی��ر ص��ورت ب��ه و داده ن��ش��ان N⊤ ن��م��اد ب��ا را X در N م��ت��ع��ام��د ف��ض��ای ،X∗ از N زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ب��رای (ب)

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف

N⊤ =
{
a ∈ X : f(a) = ۰, ∀f ∈ N

}
.

در �ن��د. ب��اش� X∗ از زی��رف��ض��ای��ی N و X از زی��رف��ض��ای��ی M و ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک X �ی��م �ن� ک� ف��رض .٢١.٢.١ ق��ض��ی��ه

ص��ورت ای��ن

.(M⊥)⊤ = M̄ (ال��ف)

.(N⊤)⊥ = N̄w∗ (ب)

■ ش��ود. رج��وع [۴٢] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان

ان��دازه�پ��ذی��ر ف��ض��اه��ای ٣.١

در σ-ج��ب��ر ی��ک را X زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از Σ خ��ان��واده�ی ب��اش��د. م��ج��م��وع��ه ی��ک X �ن��ی��م ک� ف��رض .٢٢.٣.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. زی��ر خ��واص دارای Σ ه��رگ��اه گ��وی��ی��م X

.X ∈ Σ (ال��ف)

اس��ت. X ب��ه ن��س��ب��ت E م��ت��م��م Ec آن در ک��ه Ec ∈ Σ آن�گ��اه ،E ∈ Σ گ��ر ا (ب)

.
∪∞

i=۱Ei ∈ Σ آن�گ��اه ،E۱, E۲, ... ∈ Σ گ��ر ا (ج)

�ورت ص� �ن ای� در �ت. اس� Σ �ر �ب� σ-ج� �ه ب� �ز �ه� �ج� م� X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ،(X,Σ) �ر �ذی� �دازه�پ� ان� �ای �ض� ف� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م�

م��ی�ن��ام��ی��م. X در ان��دازه�پ��ذی��ر م��ج��م��وع��ه�ه��ای را Σ اع��ض��ای
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م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای ک��ه ب��اش��د گ��ون��ه�ای ب��ه f : X −→ C ت��اب��ع و ب��اش��د ان��دازه�پ��ذی��ر ف��ض��ای ی��ک (X,Σ) ه��رگ��اه

اس��ت. ان��دازه�پ��ذی��ر f گ��وی��ی��م ب��اش��د ان��دازه�پ��ذی��ر ،f−۱(V ) ⊆ X ،C در V ب��از

ط��وری ب��ه اس��ت µ : Σ −→ [۰,∞] �ن��د م��ان� ت��اب��ع��ی �ث��ب��ت م� ان��دازه ی��ک ،(X,Σ) ان��دازه�پ��ذی��ر ف��ض��ای ی��ک ب��رای

�ه �ت� داش� Σ م��ج��زای �ه�دو دوب� �ر �اص� �ن� ع� از (En) �ه�ی �ال� �ب� دن� �رای ب� �ن��ی �ع� ی� �د؛ �اش� ب� �ر �ذی� �م��ارش�پ� ش� �ع��ی �م� ج� µ و µ(∅) = ۰ �ه ک�

ب��اش��ی��م

µ(
∞∪
i=۱

Ei) =
∞∑
i=۱

µ(Ei).

µ م��ث��ب��ت ان��دازه�ی ع��لاوه، ب��ه م��ی�ن��ام��ی��م. ان��دازه ف��ض��ای ی��ک را (X,µ) س��اده ط��ور ب��ه ی��ا (X,Σ, µ) ح��ال��ت، ای��ن در

�ی �ع� �م� ج� �ی �ع� �اب� ت� ،X روی �ط �ل� �ت� �خ� م� �دازه�ی ان� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م� .µ(X) < ∞ �اه �رگ� ه� �ت اس� �ی �اه� �ن� �ت� م� �دازه�ی ان� �ک ی�

�ا ب� را |µ| : Σ −→ [۰,∞] �اب��ع ت� ،Σ روی µ �ل��ط �ت� �خ� م� �دازه�ی ان� �ر ه� �رای ب� اس��ت. µ : Σ −→ C �ن��د �ان� م� �ارش��ی �م� ش�

م��ی�ن��ام��ی��م µ ک��ل��ی ت��غ��ی��ی��ر زی��ر دس��ت��ور

|µ|(E) = sup
n∑

i=۱

|µ(Ei)| (E ∈ Σ),

|µ| و �ن��د �ی�ک� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� Σ �ر �اص� �ن� ع� از �ک��ل �ش� �ت� م� E از {Ei}ni=۱ �اه��ی �ن� �ت� م� �ای �رازه� اف� �ه�ی �م� ه� روی �م �م� �ری� �وپ� س� آن در �ه ک�

اس��ت. X روی م��ت��ن��اه��ی م��ث��ب��ت ان��دازه�ی ی��ک

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ان��دازه ف��ض��ای ی��ک (X,Σ, µ) ک��ن��ی��م ف��رض .٢٣.٣.١ ت��ع��ری��ف

واق��ع، در دارد. �ام ن� �اده س� �ع �اب� ت� ی��ک اس��ت �اه��ی �ن� �ت� م� �رد ب� دارای �ه ک� X �ر ب� s �دار �ق� م� - �ل��ط �ت� �خ� م� �ع �اب� ت� �ر ه� (ال��ف)

�اه آن�گ� ،Ei = {x ∈ X : s(x) = ti} �م �ی� ده� �رار ق� و �د �ن� �اش� ب� s �اده�ی س� �ع �اب� ت� �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �ادی� �ق� م� tn, ..., t۱ �ر گ� ا

اس��ت. X روی ش��ده ت��ع��ری��ف Ei م��ش��خ��ص��ه�ی ت��اب��ع χEi
آن در ک��ه s =

∑n
i=۱ tiχEi

�ورت ص� �ن ای� در .E ∈ Σ و �د �اش� ب� �ر �ذی� �دازه�پ� ان� �اده�ی س� �ع �اب� ت� �ک ی� s : X −→ [۰,∞) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� (ب)

م��ی�ک��ن��ی��م ∫ت��ع��ری��ف
E

sdµ =
n∑

i=۱

µ(Ei ∩ E).

∫و
E

fdµ = sup
۰⩽s⩽f

∫
E

sdµ.
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اس��ت. ان��دازه�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی f : X −→ [۰,∞] آن در ک��ه

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را f− و f+ ن��ام��ن��ف��ی ت��واب��ع ،X روی f ح��ق��ی��ق��ی-م��ق��دار ت��اب��ع ه��ر ب��رای (ج)

f+ = max{f, ۰}, f− = −min{f, ۰}.

�د، �ن� �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م�
∫
X
f−dµ و

∫
X
f+dµ �ر گ� ا �ال ح� .|f | = f+ + f− و f = f+ − f− �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب�

م��ی�ده��ی��م ق��رار ∫آن�گ��اه
X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ.

�ری��ف �ع� ت�
∫
X
fidµ �رال �گ� �ت� ان� i = ۱,۲ �رای ب� �ر گ� ا ،X روی f = f۱ + if۲ �دار �ق� �ط-م� �ل� �ت� �خ� م� �ع �اب� ت� �ر ه� �رای ب� �ذا ل�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف آن�گ��اه ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی و ∫ش��ده
X

fdµ =

∫
X

f۱dµ+ i

∫
X

f۲dµ.

ش��رط ب��ا X روی f ان��دازه�پ��ذی��ر ت��واب��ع ه��م��ه�ی خ��ان��واده�ی ،۱ ⩽ p <∞ ه��ر ب��رای (د)

∥f∥p = (

∫
X

|f(x)|pdµ(x))۱/p <∞.

�ن ای� در �م؛ �ری� �ی� �ی�گ� م� �ی �ک� ی� را �ان �س� �ک� ی� �ا ج� �ه �م� ه� �ا �ب� �ری� �ق� ت� �ع �واب� ت� Lp(X,µ) در �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Lp(X,µ) �ا ب� را

ان��دازه�ی µ گ��ر ا اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ∥.∥p ن��رم و ت��واب��ع اس��ک��ال��ر ض��رب و ج��م��ع اع��م��ال ب��ا Lp(X,µ) ص��ورت

�ی، �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه ب� و �ا �وه� �ض� ع� �داد �ع� ت� �ی، �اه� �ن� �ت� م� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه ب� �ه ک� �دازه�ای ان� �ی �ن� �ع� ی� �د؛ �اش� ب� �ی �ارش� �م� ش�

ه��م��ه�ی ف��ض��ای ℓp(X) واق��ع، در م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ن��ی��ز ℓp(X) ب��ا را Lp(X,µ) آن�گ��اه م��ی�ک��ن��د، ن��ظ��ی��ر را ب��ی�ن��ه��ای��ت

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت f : X −→ C ت��واب��ع

∥f∥p = (
∑
x∈X

|f(x)|p)۱/p <∞.

آن در ک��ه

∑
x∈X

|f(x)|p = sup
{∑

{f(x)}p : م��ت��ن��اه��ی f ⊆ X
}
.

.c۰(X)∗ ∼= ℓ۱(X) ی��م دار گ��س��س��ت��ه ت��وپ��ول��وژی ب��ا ه��م��راه X م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای و
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ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .٢۴.٣.١ ت��ع��ری��ف

و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� B(X) �ا ب� را X �ه�ی �ت� �س� ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ام �م� ت� �ل �ام� ش� �ر �ب� σ-ج� �ن �ری� �ک�ت� �وچ� ک� �ف) (ال�

واق��ع، در گ��وی��ی��م. ب��ورل م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک را B(X) ع��ض��و ه��ر ض��م��ن، در م��ی�ن��ام��ی��م. X ب��ورل م��ج��م��وع��ه�ه��ای σ-ج��ب��ر

اس��ت. ان��دازه�پ��ذی��ر ف��ض��ای ی��ک (X,B(X))

ب��اش��د. ش��ده ت��ع��ری��ف B(X) روی گ��ر ا ن��ام��ی��م ب��ورل را X روی µ م��خ��ت��ل��ط ی��ا م��ث��ب��ت ان��دازه�ی (ب)

ه��رگ��اه گ��وی��ی��م E ∈ B(X) روی ب��ی��رون��ی م��ن��ظ��م را X روی µ ب��ورل م��ث��ب��ت ان��دازه�ی (ج)

µ(E) = inf{µ(V ) : Vب��از ⊇ E}.

گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م درون��ی م��ن��ظ��م را µ و

µ(E) = sup{µ(K) : Kف��ش��رده ⊆ E}.

ب��اش��د. ب��ی��رون��ی م��ن��ظ��م و درون��ی م��ن��ظ��م ه��رگ��اه گ��وی��ی��م E روی م��ن��ظ��م را µ ب��الاخ��ره

ب��اش��د. م��ن��ظ��م E روی |µ| گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م م��ن��ظ��م E روی را µ ب��ورل م��خ��ت��ل��ط ان��دازه�ی

روی �ی، �اه� �ن� �ت� م� �دار �ق� م� �رده �ش� ف� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� روی �ر گ� ا �م �ی� �ام� �ی�ن� م� رادون را X روی µ �ت �ب� �ث� م� �دازه�ی ان� (د)

ب��اش��د. درون��ی م��ن��ظ��م ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای روی و ب��ی��رون��ی م��ن��ظ��م ب��ورل، م��ج��م��وع��ه�ه��ای

ب��رای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م پ��وچ م��وض��ع��ی ط��ور ب��ه را A ⊆ X ب��اش��د، X روی رادون ان��دازه�ی ی��ک µ ک��ه ح��ال��ت��ی در (ه)

.µ(A ∩K) = ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه K ⊆ X ف��ش��رده�ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ر

دارای ک��ه ن��ق��اط��ی م��ج��م��وع��ه�ی ه��رگ��اه اس��ت ب��رق��رار X در ت��ق��ری��ب��ا م��وض��ع��ی ط��ور ب��ه x ∈ X ب��ه واب��س��ت��ه خ��اص��ی��ت ی��ک

ب��اش��د. پ��وچ م��وض��ع��ی ط��ور ب��ه ن��ی��س��ت، خ��اص��ی��ت آن

ک��ه اس��ت X روی f م��ق��دار - م��خ��ت��ل��ط ان��دازه�پ��ذی��ر ت��واب��ع ه��م��ه�ی خ��ان��واده�ی م��ع��رف L∞(X,µ) (و)

∥f∥∞ = inf
{
t ∈ R : t ⩾ ۰, |f(x)| ⩽ t ج��ا ه��م��ه ت��ق��ری��ب��ا

}
<∞.

�ن ای� در �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ی �ک� ی� �د، �ن� �ت� �س� ه� �ان �س� �ک� ی� �ا ج� �ه �م� ه� �ا �ب� �ری� �ق� ت� �ی �ع� �وض� م� �ور ط� �ه ب� �ه ک� را �ی �ع� �واب� ت� �ز �ی� ن� L∞(X,µ) در

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ∥.∥∞ ن��رم و ن��ق��ط��ه�ای اع��م��ال ب��ا ه��م��راه L∞(X,µ) ص��ورت

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر دس��ت��ور ب��ا را ،ex : X −→ C ت��اب��ع ،x ∈ X ه��ر ب��رای (ز)

ex(y) =

 ۱ x = y

۰ x ̸= y
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�ت، �اراس� �م� ش� coz(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ،f ∈ ℓp(X) �ر ه� �رای ب� �ون چ� �ورت ص� �ن ای� در

ن��وش��ت زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را f ∈ ℓp(X)

f =
∑
x∈X

f(x)ex.

ن��وش��ت م��ی�ت��وان واق��ع در

f =
∑
x∈X

ciexi
.

ه��س��ت��ن��د. م��خ��ت��ل��ط اع��دادی ciه��ا و coz(f) در م��ت��م��ای��ز ع��ن��اص��ر ت��م��ام xiه��ا آن در ک��ه

ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� X روی �ظ��م �ن� م� �ورل ب� �ل��ط �ت� �خ� م� �ای �دازه�ه� ان� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� M(X) �م �ی� �ن� ک� ف��رض (ح)

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک (µ ∈ X)∥µ∥ = |µ|(X) ن��رم و اس��ک��ال��ر ض��رب ج��م��ع، ب��ا ه��م��راه M(X)

δx(E) = χE(x) ص��ورت �ه ب� X از E �ورل ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �رای ب� �ه ک� X روی δx ∈ M(X) �دازه�ی ان�

م��ی�ده��د. ن��ش��ان را X روی E م��ش��خ��ص��ه�ی ت��اب��ع χE آن در ک��ه م��ی�ن��ام��ی��م، x در دی��راک ان��دازه�ی م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف

�ع��ک �اب� ت� ی��ک P و �اس��دورف ه� �ع��ی م��وض� �رده��ی ف��ش� �ای ف��ض� ی��ک X �ی��م �ن� ک� ف��رض ری��س). �ای��ش �م� (ن� ٢۵.٣.١ �ی��ه ق��ض�

�ه ب� دارد �ود وج� X روی µ �د �ن� �ان� م� �ا �ت� �ک� ی� رادون �دازه�ی ان� �ک ی� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� Cc(X) روی �ت �ب� �ث� م� �ی �ط� خ�

و ∥P∥ = ∥µ∥ ک��ه ط��وری

P (f) =

∫
X

fdµ (f ∈ Cc(X)).

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٠] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان

�ران�دار ک� �ی �ط� خ� �ع��ک �اب� ت� ی��ک P و �اس��دورف ه� �ع��ی م��وض� �رده��ی �ش� ف� �ای ف��ض� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢۶.٣.١ �ج��ه �ی� �ت� ن�

و ∥P∥ = ∥µ∥ ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود µ ∈M(X) ی��ک��ت��ای ان��دازه�ی ی��ک ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. C۰(X) روی

P (f) =

∫
X

fdµ (f ∈ C۰(X)).

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٠] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان
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ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای ۴.١

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. C م��ی��دان روی خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض .٢٧.۴.١ ت��ع��ری��ف

ن��ی��م A ع��م��ل ای��ن ت��ح��ت ک��ه ط��وری ب��ه ش��ود ت��ع��ری��ف ab ض��رب ،A ع��ن��اص��ر از b و a ج��ف��ت ه��ر ب��رای گ��ر ا (ال��ف)

زی��ر وی��ژگ��ی�ه��ای دارای t ∈ C و a, b, c ∈ A ه��ر ب��رای A در خ��ط��ی �ل��گ��ره��ای ع��م� ب��ه �ت��ه واب��س� ض��رب و ب��اش��د گ��روه

ب��اش��د

+a(b؛ c) = ab+ ac (١)

+a)؛ b)c = ac+ bc (٢)

b(ta)؛ = a(tb) = t(ab) (٣)

م��ی�ن��ام��ی��م. C روی ج��ب��ر ی��ک را A آن�گ��اه

ب��اش��د. ج��ب��ر ی��ک A اع��م��ال ب��ا ه��م��راه ه��رگ��اه اس��ت A ج��ب��ر از زی��رج��ب��ر ی��ک B ⊆ A (ب)

راس��ت(چ��پ) ای��دآل و .(AI ⊆ I)IA ⊆ I ه��رگ��اه اس��ت A راس��ت(چ��پ) ای��دآل ی��ک A از I زی��رج��ب��ر (ج)

.(I = Aa)I = aA ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود a ∈ I ی��ک ه��رگ��اه ن��ام��ی��م دوری را I

ب��اش��ی��م داش��ت��ه a, b ∈ A ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ن��رم�دار خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک ه��رگ��اه اس��ت ن��رم�دار A ج��ب��ر (د)

∥ab∥؛ ≦ ∥a∥∥b∥ (۴)

�ل �م� ع� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ث �اع� ب� �رم، ن� �ت �ی� �اص� خ� �ن ای� �ه ک� �ت اس� �ح واض� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ری �ب� ج� �رم ن� �ک ی� را ∥ · ∥ �ال��ت ح� �ن ای� در

م��ی�ش��ود. A ج��ب��ر ض��رب

�اخ) �ان� ب� �ای �ض� �ل(ف� �ام� ک� �رم�دار ن� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� ی��ک �وان �ن� ع� �ه ب� �اه �رگ� ه� اس��ت �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج� ی��ک A �رم�دار ن� �ر �ب� ج� (ه)

ب��اش��د.

م��ث��ل ی��ک��ت��ا ع��ن��ص��ری ی��ع��ن��ی ب��اش��د، داش��ت��ه ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر ض��رب ت��ح��ت ه��رگ��اه ن��ام��ی��م، ی��ک��دار را A ن��رم�دار ج��ب��ر (و)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود A در e

ae = ea = a.

ن��ام��ی��م. ی��ک��ان��ی ج��ب��ر ی��ک را A آن��گ��اه ،∥e∥ = ۱ گ��ر ا ع��لاوه ب��ه

ب��اش��ی��م داش��ت��ه a, b ∈ A ه��ر ب��رای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ج��ا�ب��ه�ج��ای��ی را A ج��ب��ر (ز)

ab = ba.
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م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را زی��ر دک��ارت��ی ض��رب ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض (ح)

A♯ = A× C

م��ی�ب��اش��د. (۰,۱) ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر ب��ا ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک زی��ر ض��رب و ن��رم ب��ا ه��م��راه A♯ ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده ب��ه�راح��ت��ی

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ) , ∥ (a, λ) ∥=∥ a ∥ + | λ | (a, b ∈ A , µ, λ ∈ C).

A ش��ده ی��ک��دار را A♯ اس��ت. ی��ک ه��م��ب��ع��د ب��ا ب��س��ت��ه ای��دآل ی��ک ک��ه م��ی�ب��اش��د، A ∼= A× {۰} ش��ام��ل A♯ ب��ه�وض��وح

م��ی�ن��ام��ی��م.

�ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ه ب� �ز �ه� �ج� م� X �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� �اخ، �ان� ب� �دول م� -A از �ور �ظ� �ن� م� ،A �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج� �ک ی� ازای �ه ب� (ط)

،a, b ∈ A ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت X ب��ه X ×A از (x, a) 7→ x · a و X ب��ه A×X از (a, x) 7→ a ·x

ی��م دار t ∈ C و x, y ∈ X

،a · (tx+ y) = t(a · x) + a · y و (tx+ y) · a = t(x · a) + y · a (١)

،a · (x · b) = (a · x) · b و (ab) · x = a · (b · x) ،x · (ab) = (x · a) · b (٢)

،x ∈ X و a ∈ A ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود c ن��ام��ن��ف��ی و ث��اب��ت م��ق��دار (٣)ی��ک

∥a · x∥ ≤ c∥a∥∥x∥ , ∥x · a∥ ≤ c∥a∥∥x∥.

�اه �رگ� ه� �ی��م �ام� ن� م��دولار را A �ب��ر ج� در I ای��دآل ب��اش��د. �ای��ی �ه�ج� �ا�ب� ج� �ان��اخ ب� �ر �ب� ج� ی��ک A �ی��م �ن� ک� ف��رض .٢٨.۴.١ �ع��ری��ف ت�

،a ∈ A ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود A ب��ه م��ت��ع��ل��ق u چ��ون ع��ض��وی

a− ua ∈ I, a− au ∈ I.

�دآل ای� �ک ی� �ز �ی� ن� �دولار م� �دآل ای� �ک ی� �ل �ام� ش� �دآل ای� �ر ه� �ه ک� �م �ی� �اب� �ی�ی� م� در �دولار م� �دآل ای� �ف �ری� �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �وح �ه�وض� ب�

�ر �ب� ج� در I �دولار م� و �ح��ض م� �دآل ای� �ر ه� �ه ک� �ت �رف� گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �وان �ی�ت� م� زُرن �م ل� از �ی �ادگ� س� �ه ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �دولار م�

ج��ب��ر م��ح��ض ای��دآل ی��ک J ک��ه م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه م��ی�گ��ی��رد. ق��رار J م��ث��ل م��دولار ک��زی��م��ال م��ا ای��دآل ی��ک درون ،A ب��ان��اخ

ن��م��ی�گ��ی��رد. ق��رار خ��ودش ج��ز ،A م��دولار و م��ح��ض ای��دآل ه��ی��چ درون ک��ه اس��ت A

A ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. [۰,۱] ف��اص��ل��ه روی پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ه��م��ه ج��ب��ر A = C[۰,۱] ک��ن��ی��م ف��رض .٢٩.۴.١ م��ث��ال

آن�گ��اه، ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب دل��خ��واه را x ∈ [۰,۱] گ��ر ا اس��ت. ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک ی��ک��ن��واخ��ت ن��رم و ن��ق��ط��ه�ای ض��رب ب��ا ه��م��راه
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A در �دولار م� �ال �م� �زی� ک� �ا م� �دآل ای� �ک ی� Ix = {f ∈ A : f(x) = ۰} �ه �ت� �س� ب� �دآل ای� �ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ت� راح� �ه ب�

م��ی�ب��اش��د. Ix ب��رای م��دولار ه��م��ان��ی ی��ک g آن�گ��اه ،g(x) = ۱ و g ∈ A گ��ر ا ک��ه ط��وری ب��ه م��ی�ب��اش��د

م��دولار و ک��زی��م��ال م��ا ای��دآل ه��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ج��ا�ب��ه�ج��ای��ی ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض .٣٠.۴.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ض��رب��ی خ��ط��ی ت��اب��ع��ک ی��ک پ��وچ ف��ض��ای ،A ج��ب��ر

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [۵] از ٧٩ ص��ف��ح��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��رداری ض��رب ب��ا ه��م��راه A/J ف��ض��ای آن�گ��اه ب��اش��د، A ن��رم�دار ج��ب��ر ب��س��ت��ه�ی ای��دآل ی��ک J گ��ر ا .٣١.۴.١ ت��ذک��ر

(a+ J)(b+ J) = ab+ J (a, b ∈ A)

A/J آن�گ��اه ب��اش��د، ک��ام��ل A ک��ه ح��ال��ت��ی در اس��ت. ن��رم�دار ج��ب��ر ی��ک ∥a+ J∥ = inf{∥a+ b∥ : b ∈ J} ن��رم و

اس��ت. ک��ام��ل ن��ی��ز

ب��رای راس��ت ت��ق��ری��ب��ی ه��م��ان��ی ی��ک (eα) ⊆ A ت��ور گ��وی��ی��م ب��اش��د. ن��رم�دار ج��ب��ر ی��ک A ک��ن��ی��م ف��رض .٣٢.۴.١ ت��ع��ری��ف

،a ∈ A ه��ر ب��رای گ��ر ا اس��ت A

∥aeα − a∥ −→ ۰.

ت��ق��ری��ب��ی ه��م��ان��ی ی��ک A ب��رای ت��ق��ری��ب��ی ه��م��ان��ی ی��ک از م��ن��ظ��ور م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه چ��پ ت��ق��ری��ب��ی ه��م��ان��ی

اس��ت. راس��ت و چ��پ

�ه ب� �د �اش� ب� A �ه ب� �ل��ق �ع� �ت� م� ع��ض��وی a و e �ان��ی �م� ه� �ر �ن��ص� ع� �ا ب� �ان��ی �ک� ی� �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج� ی��ک A �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٣٣.۴.١ �ی��ه ق��ض�

�ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� A در b چ��ون �ری �ن��ص� ع� �ی �ن� �ع� ی� اس��ت؛ �ر �ذی� �ک��وس�پ� �ع� م� A در ،e− a �اه آن�گ� .∥a∥ < ۱ �ه ک� �وری ط�

.(e− a)b = b(e− a) = e ک��ه ط��وری

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٧] از ٧ ص��ف��ح��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

ب��ا را A �ب��ر ج� �ی��ف ط� ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دل��خ��واه �ای��ی �ه�ج� �ا�ب� ج� �ان��اخ ب� �ر �ب� ج� ی��ک A �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣۴.۴.١ ت��ع��ری��ف

A روی �ه �ت� �وس� �ی� پ� و �ر �ف� �اص� ن� �ی �رب� ض� �ی �ط� خ� �ای �ع��ک�ه� �اب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر �راب� ب� را آن و �م �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� ∆(A)

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف


