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ଘم৤قدৎ

ماభم଒ز৯دজ࣓مراॠد৘ون඼ෙय़و੩ࠝوभࢌآنਗیداৣم.

৮در،඼ෙय़با਩یज़ࡰࡼق،ୀدباروحاਗی.

ঙࢡඥرمি଒شا੪ॸଡفاਙঀیభز৯دਛیૼنا॥ت.

دනෆرمන෤঳଒رଌن঳ھا�ଡیزಶඌীنૼنا॥ت.

سه



پای تا داد، قرار اختیارم در را بͬ�پایانش نعمت�های هزاران از دیͽری نعمت که شاکرم را متعال خدای

نعمت این قدر چند هر بͺاهم است نادانسته�هایم آنچه از و بیفزایم دانسته�هایم بر که بͽذارم راهͬ در

ندانستم. بدرستͬ

بودن که دوستانͬ از تشͺر و جستم. بهره محضرشان از سال دو به قریب که گرانقدری اساتید از سپاس

افزود. راهم ادامه بر را انͽیزه�ام کنارشان در

ایشان با آشنایͬ که مͬ�کنم تقدیم خسروی بهنام دکتر آقای جناب عزیزم استاد به را خود ویژه سپاس

شادمانم و نورزیدند. دریغ دشوارم راه طͬ در تلاشͬ هیچ از ایشان بود زندگͬ�ام بزرگ تحولات از ͬͺی

شد. رهنمون راه بدین مرا که

چهار



چͺیده

گراف�های و مͬ�پردازیم نیم�حلقه�ها و حلقه�ها صفر علیه مقسوم گراف�های بررسͬ به پایان�نامه این در

و جابجایͬ حلقه�های همه�ی همچنین کرد. خواهیم مطالعه را منتظم و کامل k-بخشͬ صفر علیه مقسوم

ͷی حداقل و ی٣ͷ-دور فقط دارای آن�ها صفر علیه گرافمقسوم که را جمعͬ حلقه�هایحذف�پذیر نیم

حلقه�ها ویژگͬ�های مطالعه�ی به ادامه در و کرد خواهیم سازی مشخص را باشد n ≥ ۴ برای n-دور

حذف�پذیر نیم�حلقه�های و حلقه�ها همه�ی و مͬ�پردازیم آن�ها صفر علیه مقسوم گراف و نیم�حلقه�ها و

و ۴-دور دو ۴-دور، ͷی ٣-دور، ͷی فقط دارای آن�ها صفر علیه مقسوم گراف که جابجایͬ جمعͬ

کرد. خواهیم سازی مشخص را هستند ۴-دور سه

پنج



فهرست
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پیش�گفتار

فصل در است. نیم�حلقه�ها و حلقه�ها صفر علیه مقسوم گراف�های بررسͬ نامه پایان این� اصلͬ هدف

فصل در پرداخت. خواهیم گراف نظریه�ی و حلقه�ها نظریه�ی از اولیه تعاریف برخͬ یادآوری به ͷی

دارای گراف�های بررسͬ به نیم�حلقه�ها، صفر علیه مقسوم گراف�های ویژگͬ�های برخͬ بیان از پس دوم

علیه مقسوم گراف�های که نیم�حلقه�هایͬ مشخصسازی به همچنین پرداخت. خواهیم دور فاقد و دور

فصل در مͬ�پردازیم. هستند، n ≥ ۴ که یnͷ-دور حداقل و ٣ طول به دور ͷی تنها دارای آن�ها صفر

به دور سه حداکثر دارای آن�ها صفر علیه مقسوم گراف که کرد خواهیم بررسͬ را نیم�حلقه�هایͬ سوم

هستند. چهار طول

را ناصفر عضو هر داشتن جمعͬ فرضوارون که است حلقه�ای نیم�حلقه، ͷی دقیق، غیر و ساده زبان به

یعنͬ روزمره جبری ساختار همان نیست، حلقه که نیم�حلقه�ای از مثال بدیهͬ�ترین کرده�ایم. حذف آن از

و جمع با نیز مثبت حقیقͬ اعداد مشابه طور به است. معمولͬ ضرب و جمع همراه به طبیعͬ اعداد

ریاضͬ�دان کارهای در بار نخستین نیم�حلقه�ها بدیهͬ غیر مثال�های است. نیم�حلقه ͷی معمولͬ ضرب

ارتباط مطالعه�ی به مقاله، این در او شد. ظاهر ١٨٩۴ سال در [٨] در ددکیند ریچارد آلمانͬ معروف

دو هر ضرب و ایده�آل دو هر جمع که کنید (توجه پرداخت جابجایͬ حلقه�ی ͷی ایده�آل�های جبر بین

این بعدها باشد). ایده�آل ͷی همیشه نمͬ�تواند ایده�آل دو تفاضل به�وضوح ولͬ است ایده�آل ͷی ایده�آل

و مطالعه مورد ١ وندیور مثل بودند آمریͺایͬ آن�ها اکثر که دیͽری معروف ریاضͬ�دانان توسط ساختار

گرفتند. قرار بررسͬ

١ V andiver

١



ساختار این توانست تلاش�هایش با که دانست کسانͬ اصلͬ�ترین از ͬͺی را وندیور بتوان شاید واقع در

ساختار این اهمیت کند. معرفͬ جهان به ارزش با و کاربردی بسیار ساختار ͷی عنوان به را ریاضیاتͬ

البته .[١٧] است کراندار توزیع�پذیر مشبͺه�های و حلقه�ها شامل که دانست حیث این از مͬ�توان را

زمانͬ تا نشد برخوردار زیادی توجه از ١٩۶٠ دهه�ی تا ساختار این وندیور، تلاش�های تمام با متاسفانه

زبان به ١ ایلنبرگ سامویل که بود دهه این در واقع در شد. شناخته آن واقعͬ و مهم کاربردهای که

شوزنبرگ مارسل ،٢ سالوما مانند کسانͬ کارهای از استفاده با و شد علاقه�مند اتوماتا و زبان�ها نظریه�ی

ساختار این رسید. چاپ به ١٩٧۴ سال در که شد جبری نظریه�ای ارایه�ی به موفق ۴ رایت جس و ٣

جز امروز، به تا حتͬ که ارزش�ترین�شان با شاید آن�ها میان از که بود نیم�حلقه�ها همان واقع در جبری

ͷاری توسط مبسوط طور به بار اولین که است نیم�حلقه�ی جبری ساختارهای کاربردی�ترین و به�روزترین

عمیقͬ بسیار کاربردهای دارای که است ارزش با بسیار جهت آن از نیم�حلقه این شد. معرفͬ ۵ پین

جدی صورت به نیم�حلقه�ها کاربرد بحث که است ذکر شایان البته است. بیوشیمͬ و بهینه�سازی در

مطرح ١٩٧٩ سال در ۶ گرین کانیͽهام ریموند انͽلیسͬ، ریاضͬ�دان توسط بار اولین بهینه�سازی، در

اعظم قسمت اگرچه بود. ٧ گیفلر آمریͺایͬ معروف ریاضͬ�دان نتایج پایه�ی بر مطالعاتش اساس که شد

نشده�اند. منتشر او کارهای بیشتر دلیل همین به و بود نظامͬ مسایل مورد در گیفلر کارهای

١ SamuelErlenberg

٢ Salomaa

٣ MarcelSchutzenberger

۴ JessWright

۵ EricP in

۶ RaymondCuninghameGreen

٧ Giffler

٢



جبر مفهوم ارایه�ی با همͺارانش و ١ برگسترا کارهای در ١٩٨٠ سال در نیم�حلقه�ها، سوم کاربرد زمینه

سیستم معرفͬ با ٢ هوآر توسط ١٩۶٩ سال در دیͽر زمینه .([۶] شد(مرجع شناخته مراوده�ای فرآیندهای

بعدها بحث این البته که شد مطرح کامپیوتری های برنامه مطالعات در ٣ هوآر منطق به معروفشموسوم

معرفͬ با [١٢] در ۵ دیوید�هارد و [١۴] در ۴ کوزن�دنتر مثل دیͽری ریاضͬ�دانان توسط ،١٩٨٠ دهه�ی در

کرد. پیدا ادامه ٧ کلین جبر و ۶ ͷدینامی جبر ساختار

نیم�حلقه�هایͬ دلیل این به و برخوردارند فازی محاسبات در بالایͬ بسیار اهمیت از همچنین نیم�حلقه�ها

کاربردهای از بخواهیم اگر اما راببینید) [١٩] و [١١] (مرجع شده�اند معرفͬ خاص رویͺرد همین با

نخستین که ترکیبیاتͬ بهینه�سازی در نیم�حلقه�ها کاربرد قطعا کنیم ذکر را مورد چند نیز ساختار این اخیر

کاربردهای از چون است مناسب بسیار مثالͬ شد مطرح [۵] در ٨ ͷباروین توسط ١٩٩٣ سال در بار

ببینید). را [١۶] ) است برخوردار موازی کامپیوترهای در زیادی بسیار

١ Bergstra

٢ Hoare

٣ Hoarelogic

۴ DenterKozen

۵ DavidHared

۶ Dynamicalgebra

٧ Kleenealgebra

٨ Barvinok

٣



اول فصل

مقدمات و تعاریف

برخͬ یادآوری به سپس و مͬ�پردازیم حلقه�ها نظریه�ی از تعاریف برخͬ یادآوری به نخست فصل این در

مطالب، این ͷکم به پایانͬ بخش در نهایت در پرداخت خواهیم گراف�ها نظریه�ی از نیاز مورد مطالب

داد. خواهیم ارایه را نیم�حلقه�ها صفر علیه مقسوم گراف تعریف

صفر علیه مقسوم ١.١

یعنͬ است، ١ همانͬ عنصر با تͺواره ͷی ∗ دوتایͬ عمل همراه به S مجموعه�ی .١.١.١ تعریف

،(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) داریم a, b, c ∈ S هر برای -

.a ∗ ١ = ١ ∗ a = a داریم a ∈ S هر برای -

اگر مͬ�گویند، نیم�حلقه١ را · و + دوتایͬ اعمال همراه به S مجموعه�ی .٢.١.١ تعریف

١ Semiring

۴



یعنͬ است، ٠ همانͬ عنصر با جابجایͬ تͺواره ͷی + دوتایͬ عمل همراه به S مجموعه .١

،(a+ b) + c = a+ (b+ c) داریم a, b, c ∈ S هر برای -

،a+ ٠ = ٠+ a = a داریم a ∈ S هر برای -

.a+ b = b+ a داریم a, b ∈ S هر برای -

یعنͬ است، ١ همانͬ عنصر با تͺواره ͷی · دوتایͬ عمل همراه به S مجموعه .٢

،(a · b) · c = a · (b · c) داریم a, b, c ∈ S هر برای -

.a · ١ = ١ · a = a داریم a ∈ S هر برای -

داریم. a, b, c ∈ S هر برای پذیری توزیع قانون .٣

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

(a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

باشد. ساز پوچ عضو دارای (S, ·) تͺواره .۴

.a · ٠ = ٠ · a = ٠ داریم a ∈ S هر برای -

است. نیم�حلقه ͷی حلقه، هر .٣.١.١ مثال

نیم�حلقه ͷی معمولͬ، ضرب و جمع اعمال با نامنفͬ (حقیقͬ) صحیح اعداد مجموعه�ی .۴.١.١ مثال

است.

نیم�حلقه ͷی معمولͬ، ضرب و جمع اعمال با Q٠ = Q+ ∪ {٠} نامنفͬ گویای اعداد .۵.١.١ مثال

نیست. حلقه که است

۵



هر برای یعنͬ باشد، ,S)جابجایͬ ·) تͺواره هرگاه گوییم، جابجایͬ را S نیم�حلقه�ی .۶.١.١ تعریف

باشیم داشته a, b ∈ S

a · b = b · a

مͬ�نامیم. ناجابجایͬ را S نیم�حلقه�ی این�صورت غیر در

صورتجداول به آن در دوتایͬ اعمال که {٠, ١} مجموعه روی بولین دوتایͬ نیم�حلقه�ی .٧.١.١ مثال

است. زیر

+ ٠ ١ · ٠ ١

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠

١ ١ ١ ١ ٠ ١

.١+ ١ ̸= ٠ زیرا نیستند ͬͺی (Z,+, ·) و بولین دوتایͬ نیم�حلقه�ی که کنید توجه

متناهͬ S نیم�حلقه�ی اعضای تعداد هرگاه گوییم متناهͬ کاردینال با را S نیم�حلقه�ی .٨.١.١ تعریف

یا |S| با را S کاردینال که کنید توجه مͬ�گوییم. نامتناهͬ کاردینال با را S این�صورت غیر در و باشد

مͬ�دهیم. نمایش o(S)

نیم�حلقه�ی ͷی از مثالͬ کردیم معرفͬ (٧.١.١) مثال در که بولین دوتایͬ نیم�حلقه�ی .٩.١.١ مثال

مثال�هایͬ ،(۵.١.١) و (۴.١.١) مثال�های در شده ارایه نیم�حلقه�های استو متناهͬ کاردینال با جابجایͬ

هستند. نامتناهͬ کاردینال با جابجایͬ نیم�حلقه�های از

هستند. جابجایͬ (۵.١.١) و (۴.١.١) مثال�های از ͷی هر در شده ارائه نیم�حلقه�های که است واضح

مثال ͷی عنوان به بحث ادامه در که مͬ�دهیم ارایه را جابجایͬ نیم�حلقه�ی ͷی از مثال ساده�ترین زیر در

هر که است واضح نیم�حلقه�ها، تعریف از استفاده با که داریم توجه البته نیازمندیم. آن به کاربردی

است. ناجابجایͬ نیم�حلقه�ی ͷی ناجابجایͬ، حلقه�ی

۶



است. نامتناهͬ کاردینال با نیم�حلقه�ای همچنین زیر مثال

کنیم فرض .١٠.١.١ مثال

S = M٢×٢ =


 a b

c d

 : a, b, c, d ∈ Z+ ∪ {٠}


اعمال با (S,+, ·) این�صورت در باشد. Z+ ∪ {٠} در درایه�هایͬ با ٢ × ٢ ماتریس�های مجموعه�ی

همانͬ عضو

 ١ ٠

٠ ١

 و است نامتناهͬ کاردینال با ناجابجایͬ نیم�حلقه�ی ماتریس�ها، ضرب و جمع

نیست). حلقه که است نیم�حلقه ͷی از مثالͬ نیز S که کنید (توجه است S نیم�حلقه�ی ضرب عمل

دهد، نتیجه ab = فرض٠ ،a, b ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم، کامل را S نیم�حلقه�ی تعریف١١.١.١.

.b = ٠ یا a = ٠

است. جابجایͬ کامل نیم�حلقه�ی ͷی از مثالͬ R صحیح دامنه�ی هر که داریم توجه .١٢.١.١ مثال

نیم�حلقه�هایͬ از مثال�هایͬ ͬͽهم ،(۵.١.١) و مثال�های(١.١.۴) در شده ارایه نیم�حلقه�های .١٣.١.١ تذکر

از مثالͬ (١٠.١.١) مثال در شده ارایه نیم�حلقه�ی همچنین نیستند. حلقه که هستند کامل و جابجایͬ

ͷی از مثالͬ نباشد، میدان که R تقسیم حلقه�ی هر طرفͬ از است. ناجابجایͬ کامل غیر نیم�حلقه�ی ͷی

است. کامل که است ناجابجایͬ نیم�حلقه�ی

a+c = b+cفرض ،a, b, c ∈ S هر برای اگر است، جمعͬ حذف�پذیر S نیم�حلقه�ی تعریف١.١.١۴.

.a = b دهد نتیجه

مفهوم چه اگر است جمعͬ حذف�پذیر نیم�حلقه�ی ͷی حلقه، هر وضوح به که مͬ�دهد نشان زیر مثال

است. حلقه�ها مفهوم از کلͬ�تر بسیار جمعͬ، حذف�پذیر نیم�حلقه�های

صحیح اعداد مجموعه�ی N٠ آن در که R = {(x, y)|x ∈ N٠, y = ٠, ١} کنیم فرض .١۵.١.١ مثال

٧



مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به R مجموعه�ی روی را ضرب و جمع اعمال است. نامنفͬ

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, r) , r
٢≡ (y + y′)

(x, y) · (x′, y′) = (xx′, s) , s
٢≡ (xy′ + yx′)

(١, ٠) و جمع عمل همانͬ عضو (٠, ٠) که است جابجایͬ نیم�حلقه�ی ͷی (R,+, ·) داد نشان مͬ�توان

زیرا است جمعͬ حذف�پذیر نیم�حلقه�ای (R,+, ·) همچنین است. ضرب عمل همانͬ عضو

(x, y) + (x′, y′) = (x′′, y′′) + (x′, y′) ⇒ (x+ x′, y + y′) = (x+ x′′, y′′ + y′)

طرفͬ از x = x′′ داریم لذا است جمعͬ حذف�پذیر N٠ چون x+ x′ = x′′ + x′ داریم نتیجه در

y + y′ = y′′ + y′ ⇒ y − y′ = ٠ ⇒ y = y′.

مشبͺه١ها کرد، استفاده نیم�حلقه�ها ساخت در آن از مͬ�توان معمول صورت به که ساختارهایͬ از ͬͺی

ریاضͬ مطالعات در بالایͬ بسیار کارآیͬ از عمل در بودنشان جزیͬ مرتب خاصیت دلیل به که هستند

مختصری بحث سپس و مͬ�پردازیم. مشبͺه مفهوم یادآوری به اختصار به ادامه در هستند. برخوردار

کرد. خواهیم نیم�حلقه�ها نظریه�ی در آن�ها کاربرد نحوه�ی درمورد

برای که قسمͬ به ∨ و ∧ دوتایͬ عمل دو با L ناتهͬ مجموعه�ی (L,∧,∨) مشبͺه .١۶.١.١ تعریف

است. برقرار زیر شرایط x, y, z ∈ L هر

x ∧ y = y ∧ x و x ∨ y = y ∨ x جابجایͬ قانون .١

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z و x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z شرکت�پذیری قانون .٢

x ∨ (x ∧ y) = x و x ∧ (x ∨ y) = x جذب قانون .٣

Lattice ١

٨



x ∧ x = x و x ∨ x = x خودتوانͬ قانون .۴

است. معادل زیر تعریف با مشبͺه، از بالا تعریف که کرد ثابت توان مͬ

sup{x, y} = ،x, y ∈ L هر برای هرگاه مͬ�نامیم مشبͺه را (L,≤)مرتب مجموعه�ی تعریف١٧.١.١.

باشند. موجود L در inf{x, y} = x ∧ y و x ∨ y

است. مشبͺه ͷی max و min اعمال با طبیعͬ اعداد مجموعه (N,min.max) .١٨.١.١ مثال

زیر زنجیر که است مشبͺه ͷی supو inf اعمال با L آنͽاه ،L = {٠, ١, ٣, ۵, ٧} اگر .١٩.١.١ مثال

است. آن نمودار

..٠.

١

.

٣

.

۵

.

٧

اگر تنها و اگر x ≤ y مͬ�کنیم تعریف صورت این در باشد، مشبͺه ͷی (L,∧,∨) اگر .٢٠.١.١ تذکر

(L,≤) دید مͬ�توان سادگͬ به صورت این در .(x ∨ y = y اگر تنها و اگر ،x ≤ y (یا x ∧ y = x

است. جزئͬ مرتب مجموعه

است ١ عنصر بزرگترین و ٠ عنصر کوچͺترین دارای که (L,∧,∨) متناهͬ مشبͺه�ی هر برای وضوح به

.x ∧ ١ = x و x ∨ ٠ = x داریم x ∈ L هر ازای به

∧ را آن جمع عمل و ∨ را نیم�حلقه ضرب (عمل است نیم�حلقه ͷی متناهͬ مشبͺه هر که آنجایͬ از

هر که کنید توجه همچنین است. نیم�حلقه صفر ،( L,≤ ) زنجیر ابتدایͬ عضو مͬ�کنیم)، تعریف

است. کامل نیم�حلقه�ی کلͬ، مرتب متناهͬ مشبͺه

٩



تغییر ∨ و ∧ جای عمل در و است نشده استفاده (١۶.١.١) مشابه تعریف از نیم�حلقه تعریف در اگرچه

همان (یعنͬ (L,∨,∧) که دید سادگͬ به مͬ�توان (L,∧,∨) مشبͺه�ی برای که کنید توجه است کرده

دوگان را مشبͺه این است. مشبͺه ͷی نیز کرده�ایم) عوض را اعمالش جای که L زمینه�ی مجموعه�ی

بحث تͺرار از را ما که هستند اهمیت حایز حیث این از مشبͺه�ها این مͬ�نامیم. (L,∧,∨) مشبͺه�ی

دوگانش مورد در مͬ�توان را مشبͺه ͷی مورد در نتایج که مͬ�شود ثابت جامع جبر در زیرا مͬ�کند بͬ�نیاز

لزوما که مͬ�شوند نیم�حلقه�هایͬ به تبدیل بالا روش به مشبͺه�ها که است ذکر به لازم کرد. ثابت نیز

نیستند. حلقه

جمعͬ وارون دارای لزوما عنصر هر زیرا نیست، حلقه استو نیم�حلقه (L,∧,∨)هͺمشب .٢١.١.١ تذکر

نیست.

∀x ∈ L, ∃!y : x ∧ y = ١

باشد. زیر صورت به S مشبͺه نمودار کنیم فرض .٢٢.١.١ مثال

..

e

.
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.
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١

.٠

بزرگترین و عضو دو بالای کران کوچͺترین دوتایͬ اعمال با جابجایͬ نیم�حلقه�ی S این�صورت در

زیرا است کامل غیر S علاوه به و است متناهͬ S کاردینال همچنین است. عضو دو پایین کران

.b · f = b ∧ f = ٠

S٢ و S١ این�صورتحاصلضربمستقیم در باشند. نیم�حلقه دو S٢ و S١ فرضکنیم تعریف٢٣.١.١.

S١ ×S٢ = {(s١, s٢)|s١ ∈ S١, s٢ ∈ S٢} از است عبارت عناصرش مجموعه�ی که است نیم�حلقه�ای

١٠



از متناهͬ تعداد هر ازای به مشابه طور به شده�اند. تعریف مولفه�ای صورت به آن دوتایͬ اعمال و

مجموعه�ی که است، نیم�حلقه نیز نیم�حلقه�ها این مستقیم ضرب حاصل ،S١, S٢, · · · , Sn نیم�حلقه�های

هستند. مولفه�ای دوتایͬ�اش اعمال و ��Siها دکارتͬ ضرب همان راس�هایش

S١ × S٢ × · · · × Sn = {(s١, s٢, · · · , sn)|si ∈ Si, i = ١, ٢, · · ·n}

S از زیرنیم�حلقه�ای P این�صورت در .P ⊆ S و باشد نیم�حلقه ͷی S کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف

باشد. S از القایͬ اعمال همان با نیم�حلقه ͷی P اگر تنها و اگر است

،Z٠[x] = {f(x) ∈ Z[x]| هستند نامنفͬ f(x)ضرایب تمام } و Z٠ = Z+∪{٠} اگر .٢۵.١.١ مثال

است. Z٠[x] از زیرنیم�حلقه�ای توابع معمولͬ ضرب و جمع اعمال با Z٠ ⊆ Z٠[x] آنͽاه

که صورتͬ در گوییم صفر علیه مقسوم ͷی را a ∈ R عنصر باشد، حلقه ͷی R اگر که داریم یاد به

علیه�های مقسوم همه�ی مجموعه�ی .ba = ٠ یا ab = ٠ که باشد موجود چنان b ∈ R ناصفر عنصر

نیم�حلقه�ها صفر علیه مقسوم مفهوم مͬ�توان مشابه طور به مͬ�دهیم. نمایش Z(R) با Rرا حلقه�ی صفر

کرد. تعریف را

با را S صفر علیه�های مقسوم تمام مجموعه�ی باشد. نیم�حلقه ͷی S کنید فرض .٢۶.١.١ تعریف

آنͽاه مͬ�دهیم نماش Z(S)

Z(S) = {x ∈ S | ∃ ٠ ̸= y ∈ S که قسمͬ به xy = ٠ یا yx = ٠}

.x · x = x٢ = x اگر گوییم، خودتوان را x ∈ S عنصر باشد، نیم�حلقه ͷی S اگر .٢٧.١.١ تعریف

A⊕B = A∪B اعمال Xباشد، توانͬ مجموعه�ی P (X) و ناتهͬ Xمجموعه�ی اگر .٢٨.١.١ مثال

است نیم�حلقه�ای (P (X),⊕,⊙) این�صورت در مͬ�کنیم. تعریف P (X) در را A ⊙ B = A ∩ B و

زیرا هستند، خودتوان اعضا کلیه�ی نیم�حلقه، این در است. آن ١ عضو X و ٠ عضو ∅ که

١١



.∀A ∈ P (X) : A⊙ A = A ∩ A = A

نمودار و است نیم�حلقه� ͷی S این�صورت در باشد توزیع�پذیر مشبͺه�ی S کنیم فرض .٢٩.١.١ مثال

است. زیر صورت به آن

..

٠

.

b

.

a

.

١

برای چون که داریم توجه است. نیم�حلقه� ͷی S نتیجه در است توزیع�پذیر مشبͺه�ی S چون مͬ�دانیم

S نیم�حلقه�ی طرفͬ از هستند. S نیم�حلقه�ی صفر علیه مقسوم دو b و aپس a · b = ٠ داریم a, b ∈ S

.b٢ = b و a٢ = a زیرا است b و a خودتوان عناصر دارای

y ∈ S اگر است معͺوس دارای x ∈ S عنصر باشد. یͺدار S نیم�حلقه�ی فرضکنیم تعریف٣٠.١.١.

.xy = yx = ١ که طوری به باشد داشته وجود ای

است، نیم�حلقه خود نیم�حلقه دو مستقیم ضرب حاصل و است نیم�حلقه ͷی Q٠ چون .٣١.١.١ مثال

کنیم فرض است. ضرب عمل تحت آن همانͬ عضو (١, ١) که است نیم�حلقه�ای S = Q٠ × Q٠ لذا

.ab = (١, ١) زیرا است a عنصر معͺوس b = (٣۵ ,
٧
٢) ∈ S این�صورت در a = (۵٣ ,

٢
٧) ∈ S

است. پذیر وارون عنصرش هر که است نیم�حلقه ͷی تقسیم) (حلقه�ی میدان هر که داریم یاد به

مجموعه ͷی توسط شده تولید زیر�نیم�حلقه�ی ١.١.١

را ناتهͬ مجموعه�ی ͷی توسط زیرنیم�حلقه ͷی تولید خصوص در مختصری توضیح بخش زیر این در

مͬ�کنیم. بیان

از است عبارت S نیم�حلقه�ی در X ⊆ S مجموعه�ی توسط شده تولید زیر�حلقه�ی .٣٢.١.١ تعریف

١٢



هستند. X شامل که S زیر�نیم�حلقه�های تمام اشتراک

زیر�نیم�حلقه�ی و گرفت کار به را آن راحتͬ به نمͬ�توان عمل در ولͬ است جامع بسیار تعریف این چه اگر

این تمام بایستͬ نیم�حلقه�ها، این محاسبه�ی برای زیرا کرد محاسبه را مجموعه زیر ͷی توسط شده تولید

و طولانͬ بسیار محاسباتͬ عمل در که بشناسیم را هستند زیر�مجموعه آن شامل که نیم�حلقه�هایͬ زیر

مͬ�دهیم. ارایه شده تولید نیم�حلقه�ی زیر محاسبه�ی برای ابزاری زیر در دلیل این به دارد، نیاز را پیجیده

ͷی توسط شده تولید زیر�نیم�حلقه�ی جامع، جبر قضایای بنابر که مͬ�کنیم یادآوری .٣٣.١.١ تذکر

حاصل�ضرب�های از متناهͬ مجموع�های از شده تشͺیل مجموعه از است عبارت X ناتهͬ مجموعه

ببینید). را [٧] مرجع بیشتر مطالعه�ی (برای X مجموعه�ی روی متناهͬ

داریم چون این�صورت در .X = {a, e} کنیم فرض (٢٢.١.١) مثال در .٣۴.١.١ مثال

e · e = e , a · a = a , e · a = ٠

a · ٠ = ٠ , e · ٠ = ٠

مجموعه�ی با برابر نیم�حلقه، آن در X = {a, e} مجموعه�ی توسط شده تولید نیم�حلقه�ی زیر لذا

است. {٠, a, e}

گراف ٢.١

بین فاصله�ی مسیر، همچون مفاهیم برخͬ بیان به آن اجزای و گراف ͷی تعریف از پس بخش این در

را K△(r١,r٢,r٣)
m,n و دوستاره همچون گراف�هایͬ ادامه در و مͬ�پردازیم گراف کمر و دور قطر، راس، دو

کرد. خواهیم معرفͬ

آن در که مͬ�کنیم تعریف (V (G), E(G)) مرتب زوج صورت به را G ساده گراف .١.٢.١ تعریف

١٣


