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, �'!-��� .��'% �	��	'!	& , �'&�� /0�% ����% �# �%	1����2	�	� 3�- ��
���� 4.��'% �	��	'!	& 2-�� �# ������ �	�	
� 3'��5 �61 �� 	# 78&
��9- : � ;<�����% �-�" ��=	0% ��% �'&�� /0�%  �� >- -� 	�	
� 3�-
�	������ �-� <��-! 2	?1 ; @	#��% ���� 3�- �� ����������� �&��#
),A� �# �=	*&- �	������ ��9 �# ������ �	�	
� �,� ���������� �0!
�� ��'?�# B�	'1 ���������� �	������ ��9� 3��C�� ; �'�� )��?�
�	�	
��-�# -��,	1 �	
���>������% �# 2-���% 4���D >-  ����%E�'F%G=	�
4E�'F% �����������	������ �# 2 @�, $%��9 �� �( ��1 )�	@-������

;��-� G�H% I&	�

JG&- )�# ��> ���=	K% �%	1�2	�	� 3�- ��9- LD�%

�	������ 4�������	�	
� 4.��'%�	��	'!	& 4�'&��/0�% J� ��(2	5M-,

;���������� �	'�# 4����������



N=	0% G&�O�

P �% K%

Q �'&�� /0�% P
Q ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; �'�#-, �	��2	#> , .��'%�	'!	& P;P
R ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; �'&�� /0�% �� ���� S % <��	T% U;P
PR ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; �5��?� , V�W-�� Q;P
UP ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; 	� �#	� X;P
UY ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; �'&�� /0�% �� 	��Z�	� Y;P
U[ ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; .��'% �	��	'!	& �� ����������� \;P
QP ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; Z�	�� ]�-�> , G�%>	D R;P
QQ ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ��-�> �5- �+ ^;P

QY ������ �	�	
� ���� S % 	# ��	�@_ U
QY ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; �-��15 �+ /0�% P;U
QR ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; 	��2_ `-! , ������ �	��	
� U;U
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����� ��	
�1

XQ ������ �	�	
� �,� ���������� �0! �	������ Q
XQ ; ; ; ; �K�K� ������ �	�	
� �,� ���������� �	������ P;Q
YX ; ; ; ; E�'F% ������ �	�	
� �,� ���������� �	������ U;Q

Y[ 	���#>	#

\a �&�	� �# �����1- �%	1�)M-,

\U �����1- �# �&�	� �%	1�)M-,



�% K%

4���5��% �-�" �&��# ��% �'&�� /0�% )	5 �� >- �( ��	������ >- �*�
; @	#��% (IHS) ��	�'%	1  �# 	# bE�'F% 	� �K�K�c ������ �	�	
� ����
�	���5d�, >- κ��	�'%	1 S	����	( �� >-G�%>	D ,2�# �- �	�−ω 4��-�> �5- �+

;G&- �-@� ��( 	����������� �&��# 	%- ; @	#��% ���� 3�-
����=	0% 4 eXf P 2���,- )�( �� ���������� �	��L#	� g��$� , ��h�� >- 7�
���D >- G��5 �-�" �D� ��% .��'% �	��	'!	& �� ���������� �	��L#	�
; ���5 ��=	0% ������ �	�	
� ���� �� ���������� �	��L#	� , 	������%
�,� ���������� �0! �	������ ����=	0% 4�%	1�2	�	� 3�- �� 	% ��9- : �

; @	#��% ������ �	�	
�
.� A ⊆ M , .��'% �	'!	& .� M �5- 4S,- ����% ���� S % /#	0%
)	�1_ 4 @	# ����������iA L#	� .� 4f : M −→ M , 	��'%-�	� >- ����%

;� @	#��% ���������� �	'�# dcl �( f(x) ∈ dcl(Ax) <��-� x ∈ M �� �-�#
�����������	��L#	� <�1-���% 4 @	# ) @�'!	�@ dcl �(���� �� �� 43�-�#	�#

;<��	�1 jF?% -�
�	
� �	'�# �#-�# 	��'%-�	� >- ����%.� ���������� �	'�# IHS�	��S % ��

; @	#��% ) @ �=�
+Urysohn sphere

+



����.

 �#i��	�'%	1 bE�'F% 	�c�K�K� ������ �	
� H  ��( k�� J ��9- ��
"
�=	*&-l�	��������9�# 4H�,� �����������0!�	������ )	�1_ 4 @	#

l )��?� ),A� �#
����� I : H −→ H 4 bλ ∈ Cc λ ∈ R 2_ �� �( λI +K ��9 �# ����  �'��

; @	#��% )��?� ����� .� K : H −→ H , �1	��
,  �'��1 ���������� �2�,�Z+,G&-� S	K'1- �	������ �*��-  �1	%���	'1
��9- ��
" >- 4 �@	#��% �'�# ���5�m	$=- G$� ���������� �0! �	������

; �_��% G&� �#
G&� ���������� �	������ �-�# ��'?�# B�	'1 �# E�'F%G=	� �� 3��C��
�	�	
� �-�# -��,	1 �	
���> ������% �# 2-���% 4���D 2_ >- �( <�#	���%

;��1 )�	@- ������
JG&- ��> n�@ �# �%	1�2	�	� ��( N=	0%

S % , <�>-�����%.��'% �	��	'!	& , �'&�� /0�% ����% �# S,- go� ��
i<�	��2= 4�5��?���������
"gH%��O%�	�	
"3��C�� , �'&��/0�%����

;<��(��% 2	�# -� &,�� , &-�� <=*&-
���� ����=	0% �# , )��( 2	�# -� ������ �	�	
� �	���5d�, p,� go���

;<�>-�����% 	�	
� 3�-
3�- ��9- : � �( ������ �	�	
� �� ����������� �&��# �# p& go� ��
<��-! n�@ -� 2_ >- g9	� B�	'1 , ��9- ��
" , �'!-��� 4 @	#��% �%	1�2	�	�

;�-�



P go�

�'&�� /0�%

�'�#-, �	��2	#> , .��'%�	'!	& P;P
>	q_ �'&�� /0�% , .��'% �	��	'!	& >- ��o'F% n�@ 	# -� ]F# 3�-
eUf >- go� 3�- N=	0% �'?�# ;<�>-�����% 	��2_ /�"� ����� �# 78& ,

; @	#��%
�	
� .� �15 �� �( G&- �-��15 �+ �	'!	& .� 4.��'% �	'!	& .�
��	��o��g%	@ �	'!	&3�- 43�- �# ),A� ; @	#��%��	�'% �0" >- g%	(.��'%
�- 1-�( �	������%��> �# 	���15 >- ��	��L#	� , 	���15 3�# ��	��L#	�  �1	%
>- ��	��S	H% ; �@	# G!-�*� ���'&�� �'��	# 	��L#	� 3�- �(  @	#��% R

�	�	
� 4r	1	# �	���*�@ 4r	1	# �	�	
� 4.��'% �	�	
� g%	@ 	��	'!	& 3�-
; @	#��% )��q , S	�'�-

4G��1N&	�%.��'%�	��	'!	&����=	0%�-�# S,- ����%/0�% �(���	�1_ >-
���% �	�����61 4 P G�H% �- 1-�( �	��S%�� /0�% 	��	'!	& 3�- �&��# �-�#

+positive bounded formulas

,



������ ���� ��2

/0�% 4	��2_ 2	�% >- �( G&- ) @ �	O�?�� �'&�� /0�% , bcatc U )��?�
, 	��)�-h5 2	�# �1�1 �-�# ; @	#��% �-��!�# ��'?�# �->	�'%- >- �'&��
/0�% 3�- -�= ,  @	#��% �'1	&_ �'&�� /0�% �� �& �� , h�=	1_ >- 	����	��

;G&- �'�&	�% 4.��'% �	��	'!	& �&��# �-�#
/0�% �� ;<���( �	�'!- {0, 1}������% -� �'&��s>�- S,- ����% /0�% ��
/0�% �� 3��C�� ;<�����% s�'�5 [0, 1] �# {0, 1} >- -� ����% 3�- �'&��
�	
� .� >- ��	��L#	� 4 �@	#��% �,	�� ���0#-� g%	@ �( 	���0#-� �'&��
inf , sup 	��5- �+ , [0, 1] �,� �'&�� �	��L#	� 	� �#	� 4 [0, 1] �# ���%>

; �'��
i<�	��2= 4�5��?�  �1	% ��O% �	�	
" (CFO) �'&�� S,- ����% /0�% ��
��	��# ,Z�	�]�-�> 4��-�> �5- �+ 43��� , ) �(_ �	��S % �D, 4<=*&-
L"-, �� ;G&- �-�"�# (FOL) S,- ����% /0�% ���� S % �-���	� �	����
" >-

; @	#��% FOLs�'�5 CFO

;<��(��% 2	�# -� 4G&- >	�1 ��% �%-�- �� �( �����  �+ 2�(-

B  �1	% �K�K� � � )	5�� <��5 �- 1-�( -� (M, d).��'% �	
� ;P;P;P �����
; d(x, y) ≤ B <�@	# �'@-� x, y ∈ M �� �->- �# �(  @	# �'@-� �D,

m 9 m� t�@ �� �(G&- �K�K� � � 3��'*+( (M, d).��'% �	
� �0"
;<�����% ]�	�1 diam(M,d) 	# -� 2_ �( 4 �(

L#	� f : M → M ′ ,  �@	# .��'% �	�	
� (M ′, d′), (M, d) �5- ;U;P;P �����
f �-�# G!-�*� ��'&�� ���1	��� Δ : (0, 1] → (0, 1] <��5 4 @	# )-F=�

J<�@	# �'@-� x, y ∈ M �� , ε ∈ (0, 1] �� �-�# )	5�� G&-

d(x, y) < Δ(ε) =⇒ d′(f(x), f(y)) ≤ ε

.compact abstract theories



3������ �������� �  !	��"��#�� ����

�'@-� G!-�*� ��'&�� ���1	��� .� �5- <��5 G!-�*� ���'&�� -� f

; @	#

,  �@	# .��'% �	�	
� i = 1, ..., n �-�# (Mi, di)  ��( k�� ;Q;P;P �����

M = M1 ×M2 ××.........×Mn

x = (x1, ..., xn)�-�# ���� <���5��% �61 �� <���(	% �'% 	# -�M ��9 3�- ��
,

J <�����% �-�" y = (y1, ..., yn)

d(x, y) = max{di(xi, yi)|i = 1, ..., n}

;<�>-�����% �'&�� /0�% �� �	'!	& , 2	#> ����� �# S	�
R = {R1, R2, .....}�-��0#-��	��	�1 >- ����%.�g%	@ 4�'&��/0�% �� L2	#>
F = {f1, f2, .....}��#	��	��	�1 >- ����%.� 4R ∈ R ���-�# nRu�$9� � ,
C = {c1, c2, .....}G#	v �	��	�1 >- ����%.� , f ∈ F �� �-�# nf u�$9 � � ,

; @	#��%
�- �- >- IR �- 1-�( ���'�# ����)>	#.� R�-��0#-� �	�1 �� �-�# 2	#> �� 3��C��
�	�1 �� �->- �# , ΔR : (0, 1] → (0, 1]G!-�*� ��'&�� ���1	���.� , �K�K�
<��(��% �	�'!- -� Δf : (0, 1] → (0, 1]G!-�*� ��'&�� ���1	��� .� f ��#	�
�61 �� 4 @	#��% g%	( .��'% �	
� �0" �( -� DL �T�%	1 �K�K� � � .� ,

;<���5��%
�-��0#-� g��& �� �-�# , DL = 1 4b G��( 2�-� G&� >- 2, #c 4�5�	& �-�#

;<��(��% �	�'!- IR = [0, 1] 4 R
��> �	�Aw- �����&, �# 4 M G!	&−L .� ; @	# 2	#> .� L  ��( k��



������ ���� ��4

J�@��% jF?%
; @	#��%M �����%> ����% �( M �O���q ������% .�i

Mn >- RM G!-�*� ���'&�� L#	� .� 4R ��	D−n �-���0#-� �	�1 �� �->- �#i
; IR �#

Mn >- fM G!-�*� ���'&�� L#	�.� 4f ∈ L��	D−n��#	� �	�1 �� �->- �#i
;M �#

; M >- cM �o��.� 4c ∈ LG#	v �	�1 �� �->- �#i
3��+ b DL �H(- � �0" 	# c 4 @	# �- 1-�( g%	( .��'% �	
� .� (M,d) �5-
J<�����%]�	�1 ��>��9�# �( ;�@��% ) �%	1.��'% �	'!	&.���	'!	&

M = (M,Ri, fj, ck|i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K)

	��2_ ������������������������������������������������ �5- 4 �@	# �O�  �1-���% I, J,K 7� 1- �	��������% >- .� ��
; @	#��% )�& �- 1-�( .��'% �	
� .�M 4 �@	# �O�

J.��'% �	���	'!	& >- ��	��S	H%
�	'!	& x�� 2, # b DL �H(- � �0" 	# c �- 1-�( 4g%	( .��'% �	
� �� bPc

;G&- .��'% G!	&−L.� 4(L = ∅) ��	W-
.� S,- ����% /0�% �� �	'!	& �� 4�'��5 .��'% 3'��5�61 �� 	# bUc

; @	#��% .��'% �	'!	&
J<�>	�# ��> ��9 �# -�.��'% �	'!	&.� <�1-���% �=	�'�- ��D �� >- bQc

(B,∪,∩, c, 0, 1, μ)

μ : B −→ R
+



5������ ���� "$ �"�%& '� (���)� �*��

J�(���w

μ(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

x ∧ y = 0 =⇒ μ(x ∨ y) = μ(x) + μ(y)

J ��� �-�" )	�1_

d(x, y) = μ(xΔy)

; ��5��% �=	�'�- ��D -� 2_ 4 μ(1) = 1 �5-
�9	�� -� 0, 1 �9	�� , �-��0#-� �	�1 μ , 2	#> ��#	� �	��	�1 2-�� �# -� ∪,∩, c

;G@-�<��-!.��'% �	'!	&.� 4<���5��% �61 �� (M, d).��'%�	
�G#	v

�'&�� /0�% �� ���� S % <��	T% U;P
�	��	�1 ,  �@	#��%L�K0�%��q�	��	�1 	��G#	v ,�-��0#-� 4��#	� �	��	�1
,  1�-� -� 	� �#	� ]K1 �( u : [0, 1]n −→ [0, 1] �'&�� L#-�  �1	% �K0�%

; 1�-� /0�% �� -� 	��5- �+]K1 �( inf , sup 3��C��
��	�'%	1 S	����	( 3��'*+( 4<�����% 2	?1 cardL 	# �( -� L 2	#> S	����	(

; @	#��% L �K0�%��q �	��	�1 �- �� >- �'�(	1

; @	#��% p��−L.�G#	v �	�1 �� , ��y'% �� ; 1@��% �'!	& -�K'&- 	# 	��p��
.� f(t1, ..., tn) )	�1_ 4 �@	# p��−L 4t1, ....., tn , ��	D−n ��#	� �	�1 .� f �5-

;G&- p��−L

R(t1, ..., tn) )	�1_ 4 �@	# p��−L 4t1, ...., tn , L ��	D−n �-��0#-� �	�1 .� R �5-
�K0�% �	�1 ; �'�� p��−L 4t2 , t1 �( d(t1, t2)  �1	% ;G&- L���- S%�� .�



������ ���� ��6

�� �,	�� �	�1  �1	% /�"���w��#  �(��% �	'�� )��y'%,� �-���0#-� �	�1 �#	?% d
;S,- ����% /0�%

Jg%	@ zA( 3��'*+( 4	��S%��−L

;���- �	��S%�� −L bPc
u(ϕ1, ...., ϕn) )	�1_ 4 �@	# S%��−L 4ϕ1, ...., ϕn , �'&�� u : [0, 1]n −→ [0, 1] �5- bUc

; @	#��% S%��−L.�
S%��−L 4 infxϕ , supxϕ )	�1_  @	# ��y'% .� x , S%��−L .� ϕ �5- bQc

; �'��

�# 2, # ���- �	��S%�� >- -�K'&- 	# �5- <�%	1 �5- �+��# -� S%��−L .�
�� �5- 4<�%	1��% Q �'�# -� x ��y'% ; @	# ) %_ G&� �# infx 	� supx 2��# �	(
.� ;<��5 �->_ ��y'% -� 2_ ��9 �3�- ��q �� 4����# �-�" infx 	� supx ��%-�

; @	# �'@- 1 �->_ ��y'% �( G&- �=%��−L 4���D−L

�	���y'% <��(  �(	� 	� <�����%]�	�1 ϕ(x1, ..., xn)��9�# -� S%��−L.�
; �'�� x1, ....., xn 3�# 42_ �->_

J�&	�@ 	��%
 @	# �% [0, 1] )>	# �� �K�K� � �.�M �� σ s>�- 4σ ���D−L(M) �� �-�#
�,� �# -�K'&- 	# -� �'&�� /0�% �&	�@	��% 2�(- ;<�����%]�	�1 σM 	# ,

;<��(��% �{-�- 	��S%��
J t1, t2 �� �-�# bPc

(d(t1, t2))
M = dM(tM1 , tM2 )

,bound



-������ ���� "$ �"�%& '� (���)� �*��

J t1, ..., tn ��, L >- R 4��	D−n �-��0#-� �	�1 �� �-�# bUc

(R(t1, ..., tn))
M = RM(tM1 , ..., tMn )

J σ1, ...., σn �	�����D−L(M) , u : [0, 1]n −→ [0, 1] �'&�� L#	� �� �-�# bQc

(u(σ1, ..., σn))
M = u(σM

1 , ..., σM
n )

4ϕ(x) S%��−L(M) �� �-�# bXc
(sup

x
ϕ(x))M ≡ sup{ϕ(a)M : aεM}ε[0, 1]

4ϕ(x) S%��−L(M) �� �-�# bYc

(inf
x
ϕ(x))M ≡ inf{ϕ(a)M : aεM}ε[0, 1]

Mn >- ��#	� ϕM ;G&- ) @ )�-� ϕ(x1, ..., xn) S%��−L(M) .� ;P;U;P �����
;�@��������% ����� ϕM(a1, ..., an) = (ϕ(a1, ...., an))

M ��9 ��# �(  @	#��% [0, 1] �#
; ��(��% ����� -� G!-�*� �'&�� �	��L#	� 4�'&�� /0�% �� 	��S%��

�	
� -� (M0, d0) ;<�'�� ,���#,� 	�1�.��'% �	
� .� 	# 4L"-% �'?�# ��
.� d0 : M0 ×M0 −→ R ,  @	#��% ����% .� M0 �(��1	%>  ��5 	�1�.��'%

4 x, y, z ∈ M0 �� �-�# ���� G&- 	�1�.��'%



������ ���� ��+7

d0(x, x) = 0

d0(x, y) = d0(y, x)

d0(x, z) ≤ d0(x, y) + d0(y, z)

J	�1�	'!	&�−L

DL �0" 	# 	�1�.��'% �	
� .� (M0, d0)  ��( k�� ; ����# �61�� -� L 2	#>
JG&- ��> �	�Aw- g%	@ ��	'!	& 4M0 �	�1�	'!	&−L ; @	#

>- RM0 G!-�*� ���'&�� L#	� .� 4L >- R ��	�−n �-��0#-� �	�1 �� �-�# bPc
; IR �# Mn

0

Mn
0 >- fM0 G!-�*� ���'&�� L#	�.� 4L >- f ��	�−n��#	� �	�1 �� �-�# bUc

; M0 �#
; M0 >- cM0 
�.� 4L >- cG#	v �	�1 �� �-�# bQc
;��( g� �� �	'!	&.� �# 2-���% -� 	�1�	'!	& ��

;<�>	&��% ��>��9�# (M0, d0)�	�1�.��'%�	
� >- -� (M,d).��'%�	
�S	�
J<���5��% �61 �� ��> ��9 �# -� M0 �,� �>�-�<� �0#-�

x ∼ y ⇐⇒ d0(x, y) = 0

; M = M0/ ∼ J ��� �-�"
G@	�1 π : M0 −→ M 2_ �� �( <��(��% ����� ��> ��9 �# -� M �,� d L#	�

; @	#��% �'��"�|�	!

d(π(x), π(y)) = d0(x, y)

�'��"�|�	!.��'% �	
� -� 2_ �( cG&-.��'% �	
�.� (M, d)nW, �#
b; ��5��% (M0, d0) ���&,��# ) @���� �=�


