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نتایج مالکیت و نشر و طبع حق فرم

بخشی یا پایان نامه کل بصورت برداري کپی .هرگونه می باشد آن نویسنده به متعلق پایان نامه این تکثیر و چاپ 1-حق

می باشد. مجاز طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه پایه علوم دانشکده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از

دانشگاه کتبی اجازه بدون و می باشد طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه به متعلق اثر این معنوي حقوق 2-کلیه

مرجع ذکر بدون پایان نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین نیست. واگذاري قابل ثالث شخص به

نمی باشد. مجاز



پایه علوم دانشکده
ریاضی گروه

پایان نامه
ارشد کارشناسی مدرك اخذ جهت
جبر گرایش محض ریاضی رشته

دانشجو: نام
بشیري بهاره

: عنوان تحت
جابه جایی حلقه یک از جمعی گراف

رسید. نهایی تصویب به درجه با و بررسی زیر داوران هیأت توسط 1392/7/29 تاریخ در

امضاء: دانشیار علمی مرتبه ي با مهر نیک جواد محمد دکتر پایان نامه راهنماي استاد -1

امضاء: استادیار علمی مرتبه ي با قربانی ابراهیم دکتر گروه داخل داور استاد -2

امضاء: دانشیار علمی مرتبه ي با کیانی داریوش دکتر گروه خارج داور استاد -3



گزاري... سپاس

فرماید. می خداوند فاطرکه مبارکه ي سوره ي از 10 شریفه آیه ي استناد به

یرفعه” الصالح العمل و الطیب الکلم یصعد االله ”

می ظاهر را خود آثار همواره و کرده پیدا سنخیت ابدیت با و می کند صعود خدا سوي به ارزشمند کلام و سخنان

حسن با صدر، سعه ي کمال در که نیک مهر جواد محمد دکتر آقاي جناب بزرگوارم، استاد از است، سزاوار سازند؛

داشتند، عهده بر را پایان نامه این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی و خلق

آقاي جناب و قربانی ابراهیم دکتر آقاي جناب گرانقدرم اساتید از همچنین باشم. داشته را قدردانی و تشکر کمال

و سپاسگزارم بی نهایت شدند متقبل را پایان نامه این داوري و مطالعه زحمت ممتحن سمت در که کیانی داریوش دکتر

کنم. تشکر صمیمانه بودند، همراهم و یاور مسیر این تمام در که دوستانم و خانواده از



به... تقدیم

... پدرم دستان بر بوسه با تقدیم
حضور مدیون را خواستنم جسارت و کنم تجربه را ایستادگی زندگی، عرصه در چگونه تا آموخت من به عالمانه که

دانم... می او سبز

مادرم... زندگی ام مهربان قلب به تقدیم
سخت مسیرهاي همیشگی همراه استوارش گام هاي و است من روح شریان هاي در جاري حیات گرمش نفسهاي که

است... من

... ملت ها همه آزاد جان هاي به تقدیم و

می برند... رنج که کسانی

... پیکارمی کنند

می شوند... پیروز و



چکیده
مجموعه Reg(R) و مقسوم علیه صفر مجموعه Z(R) و جابه جایی حلقه R پایان نامه این در

حلقه روي T (Γ(R)) جمعی می باشد.گراف پوچتوان عناصر ایده آل Nil(R) و منظم عناصر

دو و باشند R حلقه عناصر جمعی، گراف این رئوس که می گیریم نظر در طوري را R جابه جایی

همچنین باشد. مقسوم علیه صفر یک آن ها مجموع که می باشند مجاور هم با زمانی گراف این رأس

است Z(Γ(R)) و Nil(Γ(R)) و Reg(Γ(R)) القایی زیرگراف سه داراي جمعی گراف این

(قطر، شامل گراف خواص ازاینرو می باشند.  متفاوت هم با ها زیرگراف این از کدام هر رئوس که

می کنیم. بررسی آن زیرگراف القایی و گراف جمعی این روي را و...) بودن کامل همبند، دور،

کلیدي: کلمات

مقسوم علیه صفر. منظم، عناصر مقسوم علیه صفر، گراف جابه جایی، حلقه
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پیشگفتار
مجموعه اي از متشکل نموداري وسیله به راحتی به می توان را واقعی دنیاي وضیعت هاي از بسیاري

مثلاً کرد. توصیف کنند، می وصل هم به را نقاط این از معینی زوج هاي که خطوطی و نقاط از

یا و باشند دوستی ها معرف می توانند زوج ها بین واصل خطوط باشند، افراد معرف توانند می نقاط

توجه مورد بیشتر آنچه نمودارهایی چنین در باشند. آنها بین ارتباط هاي مراکز است ممکن نقاط

وصل شیوه نه؛ یا اند شده وصل هم به خط یک وسیله به مفروض نقطه دو آیا که است آن است

منجر گراف مفهوم پیداش به نوع، این از وضیعت هایی ریاضیاتی تجرید نیست. مهم هم به نقاط

به را وضیعت ها این می توان که می نامند گراف دلیل این به را ریاضی شاخه این است. شده

را آنها خواص از بسیاري تا می کند کمک ما به نمودارها این داد، نمایش (نمودار) گراف صورت

هم به را گراف رأس دو که خطی وسیله به هریال و نقطه وسیله به رأس هر درگراف کنیم. درك

به آنها ویال هاي رأس ها بین را وقوع رابطه صرفاً گراف نمودار می شود. مشخص می کند، وصل

است ریاضیات در ومهم مستقل ي شاخه خود که این بر علاوه گراف نظریه می گذارد. نمایش

دارد. غیره و احتمالات و عملیات در تحقیق الکترونیک، مهندسی نظیر موضوعات در مهمی نقش

حلقه R اینکه به باتوجه بداوي2 1و اندرسون ،2008 سال در که مقاله اي به مربوط مذکور پایان نامه

وابسته که کردند توصیف را جمعی گراف نه، یا است R از ایده آلی Z(R) و یکدار و جابه جایی

آن رئوس که است Tگرافی (Γ(R)) می دهند. نمایش T (Γ(R)) نماد با و است حلقه به
1Anderson
2Badawi
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در آن ها مجموع که می باشد مجاور هم با زمانی گراف این رأس دو و حلقه عناصر مجموعه

درنظر می توان القایی زیرگراف سه گراف این براي بگیرند. قرار مقسوم علیه هاي صفر مجموعه

روي را گراف ویژگی هاي ما که دارند هم از مجزا رئوس زیرگراف ها این از کدام هر که گرفت

می کنیم. بررسی آن القایی زیرگراف سه و جمعی گراف

شده اقتباس که جابه جایی جبر و حلقه ومفاهیم ازتعاریف مطالبی شامل پایان نامه، این اول فصل

که را آن انواع و گراف مفاهیم اول، فصل دیگر دربخش و است هراشتاین و شارپ مراجع از

دارد. پایان نامه این اصلی قضایاي اثبات در مهمی نقش که مورتی - باندي کتاب از شده اقتباس

زیرگرافهاي و جابه جایی حلقه یک از جمعی گراف روي را گراف ویژگی هاي سوم و دوم در فصل

می دهیم. قرار بررسی مورد نه، یا است R از ایده آلی Z(R) که حالتی دو در را آن القایی
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واختصارات علائم فهرست

جبري علائم

جابه جایی حلقه : R

R مقسوم علیه صفر مجموعه : Z(R)

R حلقه یکال عناصر مجموعه : U(R)

R حلقه منظم عناصر مجموعه : Reg(R)

R حلقه پوچتوان ایده آل هاي از مجموعه اي : Nil(R)

R عناصرمقسوم علیه ناصفر مجموعه : Z(R)∗

Z(R) توسط شده تولید ایده آل مجموعه : (Z(R))

کسري کامل حلقه : T (R)

صحیح اعداد : Z

n پیمانه به صحیح عدد مانده اي هاي رده حلقه : Zn

مدول :M

کسري حلقه : S−١R

متناهی حلقه هاي ضرب حاصل :
∏

α∈
∧Rα

S و R حلقه هاي حاصلضرب : R× S

Zمیدان روي چندجمله اي حلقه : R = Z[X١, X٢, . . . , Xn]

11



R حلقه مشخصه : charR

گراف نظریه به مربوط علائم

جابه جایی حلقه یک از جمعی گراف : T (Γ(R))

جمعی گراف رئوس مجموعه : V (T (Γ(R))

جمعی گراف یال هاي مجموعه : E(T (Γ(R))

R حلقه از منظم القایی زیرگراف : Reg(Γ(R))

R حلقه مقسوم علیه صفراز القایی زیرگراف : Z(Γ(R))

کامل گراف : Kn

کامل دوبخشی گراف : Kr,s

جمعی گراف در مسیر : v◦ − v١ − · · · − vn

T (Γ(R(+)M) درگراف مسیر : (a, b)− (c, d)− · · · − (e, f)

v و u رأس بین فاصله : d(u, v)

جابه جایی حلقه یک از جمعی گراف قطر : diam(T (Γ(R)))

R حلقه صفراز مقسوم علیه القایی قطرزیرگراف : diam(Z(Γ(R)))

R حلقه از منظم القایی قطرزیرگراف : diam(Reg(Γ(R)))

R حلقه از پوچتوان القایی قطرزیرگراف : diam(Nil(Γ(R)))

جابه جایی حلقه یک از جمعی کمرگراف : gr(T (Γ(R)))
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Rحلقه مقسوم علیه صفراز القایی کمرزیرگراف : gr(Z(Γ(R)))

R حلقه از منظم القایی زیرگراف کمر : gr(Reg(Γ(R)))

R حلقه از پوچتوان القایی کمرزیرگراف : gr(Nil(Γ(R)))
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم
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بر قضایا بعضی می شوند. بیان بعدي فصل هاي در نیاز مورد وقضایاي تعاریف فصل این در

شده اند. بیان مرجع ذکر با تنها دیگر برخی و اثبات با نیاز حسب 

حلقه ومفاهیم تعاریف 1 . 1

باشد موجود ◦ ̸= b ∈ R هرگاه است مقسوم علیه صفر R حلقه از a عضو .1 . 1 . 1 تعریف

مقسوم علیه  مجموعه و Z(R) نماد با را R حلقه صفر مقسوم علیه مجموعه .ab = ◦ بطوریکه

می دهند. نمایش Z(R)∗ نماد با را R ناصفر

می نامیم پوچتوان را r ∈ R عنصر دراینصورت باشد. حلقه یک R کنید فرض .2 . 1 . 1 تعریف

حلقه پوچتوان عناصر ایده آل مجموعه .rn = ◦ بطوریکه باشد داشته وجود n طبیعی عدد گاه هر

می دهند. نمایش Nil(R) نماد با را

مقسوم علیه که Rرا حلقه از عنصر هر دراینصورت باشد. حلقه Rیک کنید فرض .3 . 1 . 1 تعریف

می دهند نمایش زیر نماد با را R حلقه منظم عناصر مجموعه می گویند. منظم عنصر نباشد  صفر

Reg(R) = R \ Z(R).

دراینصورت باشد. R حلقه از ایده آل یک I کنید فرض .4 . 1 . 1 تعریف

√
I = {r ∈ R : ∃n ∈ N, rn ∈ I}.

می نامند. پوچ رادیکال را
√

(◦) آنگاه باشد، صفر ایده آل اگر
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که می نامند R در a پوچساز را AnnR(a) ، a ∈ R و حلقه یک R کنید فرض .5 . 1 . 1 تعریف

می شود تعریف زیر صورت به

AnnR(a) = {r| r ∈ R, ra = ◦}.

nx = ◦ ، x مانند حلقه عنصر هر ازاي به که n ومثبت عددصحیح کوچکترین .6 . 1 . 1 تعریف

را حلقه مشخصه باشد نداشته وجود ي n چنین اگر می شود. نامیده R حلقه مشخصه را باشد

داریم و می دهیم نمایش charR با را R حلقه مشخصه می کنیم. تعریف صفر

charZ = ◦ , charZn = n

است. اول عددي یا صفر صحیح، حوزه هر مشخصه .7 . 1 . 1 نکته

مقسوم علیه هاي و ١ حلقه، عناصرخودتوان اینصورت در باشد. یکدار Rحلقه کنید فرض .8 . 1 . 1 قضیه

می باشند. R عناصرخودتوان ١ و ◦ آنگاه باشد، صحیح حوزه R اگر خاص درحالت هستند.  صفر

دراینصورت باشد. خودتوان عنصر یک R حلقه در a عنصر کنید فرض برهان.

a٢ = a⇒ a٢ − a = ◦ ⇒ a(a− ١) = ◦.

R آنگاه باشد، صحیح حوزه R اگر همچنین است. مقسوم علیه صفر a یا a = ١ اینرو از

.a = ١ یا a = ◦ بالا عبارت به باتوجه بنابراین ندارد. بدیهی غیر مقسوم علیه صفر

اولند هم به نسبت ایده آل دو دراینصورت باشند. R ایده آل دو Jو I کنید فرض .9 . 1 . 1 تعریف

باشد. I + J = R اگر
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ایده آل هاي In ، ... ، I١ و یکدار حلقه یک R کنید فرض چینی): باقیمانده (قضیه .10 . 1 . 1 قضیه

و شده داده عناصر ازاي به دراینصورت .Ii + Ij = R ، i ̸= j هر ازاي به بطوریکه باشند، R

.x− xi ∈ Ii ، i هر براي بطوریکه دارد وجود x ∈ R عنصر ،R در xn ، ... ، x١

وجود a٢ ∈ I٢ و a١ ∈ I١ که می گیریم نتیجه پس .I١+ I٢ = R آنگاه ،n = اگر ٢ برهان.

دیده سادگی به آنگاه ، x = a١x٢+ a٢x١ دهیم قرار اگر حال .a١+ a٢ = ١ بطوریکه دارند

.x− x٢ ∈ I٢ و x− x١ ∈ I١ که می شود

پس .ai + bi = ١ بطوریکه دارند وجود bi ∈ Ii و ai ∈ Ii عناصر i ≥ ٢ هر براي اکنون

١ = (a٢ + b٢)(a٣ + b٣) . . . (an + bn) ∈ I١ +
n∏

i=٢

Ii

.١ = y٢+y١ ، y١ ∈
∏n

i=٢ Ii و y٢ ∈ I١ هر براي بنابراین .R = I١+
∏n

i=٢ Ii نتیجه در

وجود yj−١ ∈ Ij و yj ∈ Ii عناصر ، n = ٢ حالت به بنا نتیجه در ، i ̸= j کنید فرض حال

x = x١y١+ · · ·+xnyn صورت به x عنصر انتخاب با پس .Ii+ Ij = R بطوریکه دارند

می کنیم. تمام را برهان

بطوریکه باشد، R ایده آل هاي In ، ... ، I١ و باشد یکدار حلقه یک R کنید فرض .11 . 1 . 1 قضیه

دراینصورت .Ii + Ij = R داریم i ̸= j هر ازاي به

R∩n
i=١ Ii

∼=
R

I١
× · · · × R

In
.

می گیریم درنظر زیر ضابطه با را f نگاشت برهان.
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f : R −→ R
I١
× · · · × R

In

f(r) = (r + I١, . . . , r + In) ∀r ∈ R

است: زیر صورت به f هسته حلقه هاست. همریختی یک f که گرفت نتیجه می توان سادگی به

r ∈ kerf =⇒ f(r) = (I١, . . . , In)⇐⇒ ∀i = ١, . . . , n, r ∈ Ii

که ri ∈ R هر براي می توان چینی باقیمانده قضیه به توجه با .kerf =
∩n

i=١ Ii بنابراین

نتیجه: در r − ri ∈ I بطوریکه یافت را r ∈ R ،١ ≤ i ≤ n

f(r) = (r + I١, . . . , r + In) = (r١ + I١, . . . , rn + In)

است. کامل برهان حلقه ها یکریختی اول قضیه به باتوجه و پوشاست f پس

R×S حلقه عناصر دراینصورت باشند. جابه جایی حلقه دو S Rو کنید فرض .12 . 1 . 1 تعریف

داراي زیر اعمال با که می  دهند نمایش R × S = {(a, b)| a ∈ R, b ∈ S} صورت به

می باشد حلقه ساختار

.(r,m) + (s,m) = (r + s,m+ n) .1

.(r,m)(s, n) = (rs,mn) .2

نماد با را حلقه منظم عناصر و T (Γ(R× S)) نماد با را R× S حلقه به وابسته جمعی گراف

داریم و می دهند نمایش Reg(R× S)

Reg(R× S) = Reg(R)×Reg(S).
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و (a, s) ازاي به باشد، R جابه جایی ازحلقه بسته ضربی مجموعه زیر S کنید فرض .13 . 1 . 1 لم

می کنیم: تعریف زیر صورت به R× S روي ∼ رابطه R× S درحلقه (b, t)

(a, s) ∼ (b, t)⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ◦

است. R× S روي ارزي هم رابطه ∼ صورت این در

دراینصورت باشد. R جابه جایی حلقه از بسته ضربی مجموعه زیر S کنید فرض .14 . 1 . 1 تعریف

با را ∼ ارزي هم هاي رده ومجموعه a
s با را (a, s) شامل ارزي هم رده (a, s) ∈ R × S

عملهاي تحت S−١R صورت این در می دهیم. نمایش S−١R

a

s

b

t
=
ab

st
,
a

s
+
b

t
=
ta+ sb

st

حلقه این است. جابه جایی حلقه ، S به متعلق هاي s و t و R به متعلق هاي b و a ازاي به که

ضربی همانی و ◦١ با را آن صفر عضو می شود. نامیده S به Rنسبت کسرهاي حلقه S−١R جدید

می دهند. نمایش ١١ با را آن

اگر اگروتنها a
s = ◦S−١R ، s ∈ Sو a ∈ R هر ازاي به S−١R حلقه در .15 . 1 . 1 نکته

.ta = ◦ که باشد داشته وجود t ∈ S

عنصر هر ، S = R− P و R از اول ایده آل یک P و حلقه یک R کنید فرض .16 . 1 . 1 قضیه

به S−١R حلقه از نایکال هاي مجموعه اینرو از .a ∈ S اگر اگروتنها است یکال a
s ∈ S

−١R
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