
ریاضͬ علوم دانشͺده
محض ریاضͬ گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای

ریاضͬ آنالیز گرایش محض، ریاضͬ

عنوان

در زیرفضاها پایه�های و قاب�ها
فضاهایهیلبرت

راهنما اساتید

دනرേॐیدواࠝی
دනرख़مد૮ࣹن༙روی

پژوهشͽر

اඵෂرॲࣣعو
١٣٨٩



اশثاروازऒودথذಶඍن ଘپاسඵ෭ৎر࣓ࠝمواিسایشانازک࢙ૡه
ଘپاسعاهໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشانభاଌنໆردଌୃنروزگاران

නرଌن௵نا॥ت
ଘپاسقࢋیБЗرঝشان່یادرسا॥توໆرඟ໋دایوୃسসభناشان

९ଘجاࠥتਗیඟ໋اید
وଘپاسख़࡛ࢴتیਟیభࡂشان່ච໋ଽوইشਖ৶یند

اଌنहख़ࢤوଐرا৮ଘدروماସభ୍مৎقدمਗی࣒م.



೯دایا...
لطیفͬ معارفِ وحشͬ جهالت به و ساز محروم نیاید مردم کار به که فضائلͬ ی همه از مرا خدایا
چشمͬ عمق در گرسنگͬ برق ماوراء، های معراج اوج و بلند های احساس جذبه در که مͺن مبتلا
های حیرت و ارجمند های غم بزرگ، های اضطراب دید. نتوانم پشتͬ، به را تازیانه کبود خط و

ریز. جانم بر عزیز های درد و بخش حقیرت بندگان به را ها لذت کن، عطا روحم به را عظیم
کار سلاح، بی جهاد همراه، بی رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به خدایا
نان، بی خدمت نام، بی عظمت نمود، بی خوبی دنیا، بی دین سͺوت، در فداکاری پاداش، بی
و جمعیت انبوه در تنهایی هوس، بی عشق غرور، بی مناعت خامͬ، بی گستاخͬ ریا، بی ایمان

کن. روزی بداند، دوست آنکه بی داشتن دوست
نقشکرده�اند، من در که را هایی یقین همه تا بیافروز من در چنان آن را ͷآتشمقدسش خدایا
طلوع غبار هر از شسته یقینͬ، صبح لبهای بر مهراوه لبخند خاکستر، این توده پس از آنگاه و بسوزد

کند.
گذشته زیستن برای که ای لحظه ثمری بی بر مرگ لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به خدایا

نباشم. سوگوار بیهودگیش بر که کن عطا مردنͬ و نخورم حسرت است،
«هست» از هجرت ِ شاهبال دو بر که را پرست مصلحت ِ حسابͽر ِ بین خورده خردِ این خدایا
شوق قرار بی های شعله کاروان این های گام زیر در را زند مͬ بسیار های بند باشدم، به «معراج» و
کشاند، مͬ تباهͬ به را ماندن انسان آنچه هر برابر در خدایا کن. نابود گذرد، مͬ شتابان من در که

کن. تن روئین نخواستن و نداشتن با مرا
و تو دشمن :«من که مبر من یاد از هرگز ای کرده الهام روسو به که را مقدسͬ کلام این خدایا

کنم». فدا تو عقاید و تو آزادی برای را جانم حاضرم اما هستم، تو عقاید

ඟ໔زசندേࢯवی�ਗرන෩ঊیฬوآ آฬیਗசی�वࢯേندசزਗඟ໔ی�ইുند
ਗی�دঘند.೯دایاਗیऒواকماززইඟ໔شانباॵم.



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

محمدحسن جنابآقایدکتر راهنمایخود، اساتید زحماتبی�دریغ از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه واعظͬ، حمید جنابآقایدکتر و فاروقͬ

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده�

زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را پایان�نامه این داوری که رنجبری اصغر دکتر آقای جناب از

مͬ�نمایم. تشͺر کردند، تقبل

کمال اینجانب متعدد سوالات به پاسخ�گویی خاطر به رحمانͬ مرتضͬ دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان

محبت�های با و بودند من همراه سال دو این طͬ در که دوستانͬ تمامͬ از مͬ�دانم لازم همچنین

باشم. داشته را قدردانͬ کمال ساختند، من برای زیبا سال دو فراوان�شان

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

شفیعلو امیر

١٣٨٩ پاییز



امیر نام: شفیعلو خانوادگͬ: نام

هیلبرت فضاهای در زیرفضاها پایه�های و قاب�ها

فاروقͬ محمدحسن دکتر و واعظͬ حمید دکتر راهنما: اساتید
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همانͬ، اتمͬ تجزیه فضاها، زیر متعامد پایه قاب، عملͽر زیرفضاها، قاب قاب، کلیدواژه�ها:

اتمͬ تجزیه عملͽر

چͺیده

برای را زیرفضاها قاب��های نظریه است، شده تنظیم [١] مرجع اساس بر که پایان�نامه این در

قاب هر برای که داد خواهیم نشان مͬ�دهیم. توسعه تفکی�ͷپذیر هیلبرت فضای زیرفضاهای

ͷی و K ⊇ H هیلبرت فضای ͷی ،H هیلبرت فضای در {Wi}i∈I زیرفضاهای پارسوال

تصویر ͷی P که داشت خواهد وجود Wi = P (Ni) که H برای {Ni}i∈I یͺه متعامد پایه

ارائه هیلبرت فضای در اتمͬ همانͬ تجزیه از جدید تعریف ͷی است. H روی به K از متعامد

مͬ�کنیم تعریف همانͬ اتمͬ تجزیه برای اتمͬ، تجزیه عملͽر ͷی خاص، حالت در مͬ�دهیم.

مͬ�دهد. بدست شده بازسازی فرمول ͷی که
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چ مطالب فهرست
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مقدمه

مطالعه برای ١٩۵٢ سال در [٩] شیفر٢ دافین١و توسط رسمͬ طور به هیلبرت فضای برای قاب
صورت به که دنباله�هایی دیͽر عبارت به یا ͷغیر�هارمونی فوریه سری�های در عمیق مسائل از برخͬ
اساساً تعریفشد. هستند، مختلط یا حقیقͬ اعداد از ای خانواده {λn}n∈Z آن در که {eiλnx}n∈Z
دادند. ارائه سیͽنال�ها پردازش برای گابور٣ قاب اساسͬ مفهوم از مختصری تعریف شیفر و دافین
دابیچیز۴، مقاله انتشار با اینکه تا نکرد جلب را ریاضͬ�دانان توجه اساسͬ، کار این ظاهراً ولͬ
انتشار کار، این نتیجه و داد روی زمینه این در انقلابی ،١٩٨۶ سال در مͬ�یر۶[٧] گراسمان۵و
توسط قاب�ها، عمومͬ نظریه بعدها بود. مختلف زمینه�های در آنها فراوان کاربرد و متعدد مقالات
کاسازا، توسط زیرفضاها، قاب�های عمومͬ نظریه اخیر سال�های در شد. ارائه کتینیاک٨ و کاسازا٧
معرفͬ هیلبرت فضای در قاب�ها نظریه طبیعͬ تعریف ͷی عنوان به [١٠] فورنثیر٩ و کتینیاک[٣]

است. شده
توسعه جدید کاربردهای که چرا کرده، رشد سرعت به قاب�ها نظریه اخیر سال�های طͬ در
مͬ�یافتند. توسعه باید جدید روش�های قاب�ها، نوظهور کاربردهای این از استفاده برای است. یافته
کل برای قاب آوردن بدست برای یͺدیͽر با آنها ترکیب و موضعͬ قاب�های ساخت شروع نقطه
قاب�های همواره یا بسازیم را قاب�ها مͬ�توانیم ابتدا ایده این از استفاده با �که آنجایی از فضاست.
قاب�ها ساختار تسهیل ایده، این مزایای از ͬͺی کنیم، انتخاب کوچͺتر فضاهای برای را معینͬ
ضروری بنابراین آن�هاست. از فضا کل برای قاب ساخت دوم گام است. خاص کاربردهای برای

١Duffin
٢Schaeffer
٣Gabor
۴Daubechies
۵Grossman
۶meyer
٧P.G. Casazza
٨Kutyniok
٩Fornasier

ح



خ مقدمه

برای قاب ͷی که باشد موجود ساختار ͷی که کنیم استنتاج طوری اجزا این برای را شرایط است
برای بردارها از خانواده�ای ترکیب گوناگون روش�های دهد. نتیجه خاص ویژگͬ�های با فضا کل
اساسͬ کار به است، شده انجام اخیر سال�های طول در که فضا کل برای قاب ͷی آوردن بدست
قاب نیز و ،١٠ͷموج در استفاده مورد روش، ͷی برمͬ�گردد. اند، داده انجام شیفر[٩] و دافین که
قاب�ها یͺدیͽر با آن�ها ترکیب با و مͬ�شوند شروع قاب غیر دنباله�های با که است گابور١١[٧]
با آنها متعامد ترکیب و موضعͬ قاب�های ساختن دیͽر، روش مͬ�شوند. ساخته فضا کل برای
هیل به روش�ها این عالͬ مقدمه ͷی برای است. سراسری قاب�های آوردن بدست برای یͺدیͽر
است. شده معرفͬ فورنثیر١٣[١٠] توسط دیͽری روش اخیراً مͬ�کنیم. ارجاع والنت١٢[١٢] و
برای یͺدیͽر با آنها ترکیب و موضعͬ قاب�های ساخت برای متعامد شبه زیرفضاهای از فورنثیر

مͬ�کند. استفاده سراسری قاب�های آوردن بدست
پردازش پردازشسیͽنال�ها، در زیرفضاها قاب مخصوصاً و قاب�ها آنجایی�که از پایان�نامه، این
زیرفضاها قاب�های بررسͬ به دارند فراوان کاربرد نمونه�سازی نظریه اطلاعاتو سازی فشرده تصویر،

مͬ�پردازد. هیلبرت فضاهای برای
است. شده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این موضوع، پیوستگͬ حفظ منظور به

ویژگͬ�های از برخͬ ادامه در و مͬ�پردازیم تابعͬ آنالیز مقدماتͬ تعاریف به ابتدا اول فصل در
مͬ�کنیم. بیان را است یافته تعمیم بعدی فصل�های در که قاب�ها اساسͬ

مͬ�آوریم. بدست را زیرفضاها قاب عملͽر و کرده معرفͬ را زیرفضاها قاب�های دوم فصل در
و تعاریف از برخͬ است. قاب مفهوم از تعمیمͬ دیدگاهͬ از زیرفضاها قاب مفهوم گفت مͬ�توان

مͬ�دهیم. تعمیم زیرفضاها قاب برای را قاب�ها نظریه قضایای
قاب�ها، مورد در همانͬ تجزیه معرفͬ با سپس مͬ�کنیم آغاز ریس تعریفتجزیه با را سوم فصل
نام به جدید تعریف ͷی با ادامه در و مͬ�آوریم بدست را قاب� همانͬ تجریه ویژگͬ�های از برخͬ
را تعریف این ویژگͬ��های از برخͬ همانͬ، اتمͬ تجزیه عملͽر آوردن بدست و همانͬ اتمͬ تجزیه

مͬ�کنیم. بررسͬ

١٠wavelet
١١Gabor
١٢Heil and Walnut
١٣Fornasier



١ فصل

هیلبرت فضاهای در قاب�ها

مقدماتͬ تعاریف ١.١

که Xاست روی مقدار حقیقͬ تابعͬ X برداری فضای روی نرم ͷی از منظور .١.١.١ تعریف

است: زیر خواص دارای

∥x∥ ≥ ٠ .١

∥x∥ = ٠⇐⇒ x = ٠ .٢

∥αx∥ = |α|∥x∥ .٣

مثلثͬ) (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

فضای ͷی X بردای فضای است. اسͺالر ͷی α و X از دلخواه بردارهای y و x اینجا در که

باشد. داشته وجود آن روی نرمͬ اگر مͬ�شود، نامیده نرمدار

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ℓ∞ و ℓp ،c٠ فضاهای .٢.١.١ تعریف

شده تعریف صورت این به آن روی نرم که c٠ = {x = {xn} : limn→∞ xn = ٠} الف)

است:

∥x∥ = sup
n≥١

|xn|

١



٢ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

است: تعریفشده صورت این به آن روی نرم که ℓp = {x = {xn} :
∑∞

n=١ |xn|p < ∞} ب)

∥x∥ =

( ∞∑
n=١

|xn|p
)١
p
, ١ ≤ p < ∞.

صورت این به آن روی نرم که ℓ∞ = {x = {xn} : ∃Mx > ٠, supn≥١ |xn| < Mx} ج)

است: شده تعریف

∥x∥ = sup
n≥١

|xn|.

مͬ�نامیم. باناخ١ فضای را کامل نرمدار فضای هر .٣.١.١ تعریف

Y برداری فضای به X برداری فضای از دوسویی نگاشت ͷی یͺریختͬ، ͷی .۴.١.١ تعریف

و x, y ∈ X هر برای دیͽر عبارت به است. اسͺالر ضرب و جمع جبری عمل دو حافظ که است

داریم: α اسͺالر

T (x+ y) = Tx+ Ty, T (αx) = αTx.

است. شده نشانده Y در X گوییم باشد، یͺریخت Y فضای زیر ͷی با X اگر

را T : X → Y خطͬ نگاشت باشند. نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .۵.١.١ تعریف

گاه: هر نامند طولپایی

∥Tx∥Y = ∥x∥X , ∀x ∈ X.

از نگاشتͬ اگر مͬ�شود نامیده داخلͬ ضرب فضای ͷی X مختلط برداری فضای .۶.١.١ تعریف

⟨x, y⟩ مختلط عدد ،y و x بردارهای از مرتب زوج هر برای که باشد موجود C میدان به X ×X

باشد: زیر خواص دارای که طوری به کند متناظر را

است.) ⟨x, y⟩ مزدوج (⟨x, y⟩که) ⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ .١

.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ .٢
١Banach



٣ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

.⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ ،α ∈ C هر برای .٣

.⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ X هر برای .۴

.⟨x, x⟩ = ٠⇐⇒ x = ٠ .۵

E,F ⊂ X اگر مͬ�دهیم. نشان x ⊥ y نماد با و عمودند y و x گوییم ،⟨x, y⟩ = ٠ اگر

همچنین .x ⊥ y ،y ∈ F و x ∈ E هر برای که است معنͬ بدین E ⊥ F باشند،

E⊥ = {y ∈ X : y ⊥ x,∀x ∈ E}.

مͬ�شود: نرمدار فضای به تبدیل زیر نرم با داخلͬ ضرب فضای هر

∥x∥ = ⟨x, x⟩١/٢.

با و مͬ�نامیم هیلبرت فضای را باشد کامل فوق نرم با که داخلͬ ضرب فضای هر .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان H

زیر دارای گاه هر نامیم، (جدایی�پذیر) تفکی�ͷپذیر را X ͬͺتوپولوژی فضای .٨.١.١ تعریف

باشد. شمارش�پذیر و چͽال مجموعه

آنگاه: است، داخلͬ ضرب فضای ͷی X آن در که x, y ∈ X اگر .٩.١.١ قضیه

.|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ .١

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٢

داریم: λ ∈ C هر برای .٣

∥y∥ ≤ ∥λx+ y∥ ⇐⇒ x ⊥ y.

.١٢.٢ قضیه ،[١۵] مرجع به شود رجوع برهان.



۴ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

به و مͬ�شود نامیده X از Z و Y فضای زیر دو مستقیم جمع X برداری فضای .١٠.١.١ تعریف

صورت

X = Y ⊕ Z

اگر مͬ�شود، داده نشان

. X ∩ Y = {٠} الف)

که: طوری به باشد داشته وجود z ∈ Z و y ∈ Y ،x ∈ X هر برای ب)

x = y + z

آنگاه: باشد، H هیلبرت فضای بسته فضای زیر ͷیM اگر .١١.١.١ قضیه

H = M ⊕M⊥.

داریم: را زیر بفرد منحصر نمایش ،x ∈ H هر برای دیͽر عبارت به

x = y + z y ∈ M, z ∈ M⊥. (١.١)

.٣.٣-۴ قضیه ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

آنگاه: باشد، H هیلبرت فضای بسته فضای زیر ͷیM اگر .١٢.١.١ لم

(M⊥)⊥ = M.

.٣.٣-۶ قضیه ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

V روی H متعامد تصویر باشد، H هیلبرت فضای بسته فضای زیر ͷی V اگر .١٣.١.١ تعریف

که: طوری به است P : H → H عملͽر

Px = x, x ∈ V,

Px = ٠, x ∈ V ⊥.



۵ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

باشد. خطͬ عملͽر ͷی T : X → Y و باشند نرمدار فضاهای Y و X اگر .١۴.١.١ تعریف

هر برای که طوری به باشد موجود c > ٠ حقیقͬ عدد اگر مͬ�شود، خوانده کراندار T عملͽر

x ∈ X

∥Tx∥Y ≤ c∥x∥X .

عملͽر نرم همچنین مͬ�دهیم. نمایش B(X) با را X روی کراندار خطͬ عملͽرهای مجموعه

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به T کراندار

∥T∥ = sup
x∈X, ∥x∥≤١

∥Tx∥
∥x∥

.

داریم: را زیر مهم ولͬ ساده نامساوی�های تعریف، از استفاده با

∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥

∥T−١−∥١∥x∥ ≤ ∥T (x)∥.

کراندار خطͬ عملͽرهای از دنباله�ای {Tn} اگر یͺنواخت) کرانداری (اصل .١۵.١.١ قضیه

x ∈ X هر برای {∥Tnx∥} که طوری به باشد Y نرمدار فضای Xبه باناخ فضای از Tn : X → Y

یعنͬ: باشد، کراندار

∥Tnx∥ ≤ cx, n = ١,٢,٣, ...

c > ٠ که معنͬ بدین است، کراندار ∥Tn∥نرم�های دنباله آنگاه است. حقیقͬ یͷعدد cx آن در که

طوری�که: به دارد وجود

∥Tn∥ ≤ c, n = ١,٢,٣, ....

شود. مراجعه ۴.٣-٧ قضیه ،[١٣] مرجع به اثبات برای برهان.

به باشد داشته وجود T ∗ ∈ B(H) یͺتای عملͽر اگر .T ∈ B(H) کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

که: طوری

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, (x, y ∈ H).

مͬ�نامند. H روی T الحاقͬ عملͽر را T ∗ آنگاه



۶ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

است: زیر خواص دارای H روی T → T ∗ که مͬ�شود اثبات راحتͬ به

.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ .١

.(αT )∗ = αT ∗ .٢

.(ST )∗ = T ∗S∗ .٣

.T ∗∗ = T .۴

.∥T ∗∥ = ∥T∥ .۵

.∥T ∗T∥ = ∥T∥٢ .۶

آنگاه: باشد، T ∈ B(H) اگر .١٧.١.١ قضیه

.N (T ∗) = R(T )⊥ .١

.N (T ) = R(T ∗)⊥ .٢

شود. مراجعه ١٢.١٠ قضیه ،[١۵] مرجع به اثبات برای برهان.

زیر صورت به ترتیب به T برد و پوچ فضای آنگاه باشد، Y به X از نگاشتͬ T اگر که شود توجه

مͬ�شوند: داده نمایش

N (T ) = {x ∈ X : Tx = ٠}

R(T ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : Tx = y}.

خطͬ عملͽر ͷی U : K → H کنید فرض باشند. هیلبرت فضاهای H و K اگر .١٨.١.١ قضیه

است. برقرار زیر روابط آنگاه باشد،

باشد. بسته K در RU∗ اگر تنها و اگر است بسته H در RU .١

که: طوری به باشد داشته وجود C > ثابت٠ اگر تنها و اگر پوشاست U .٢

∥U∗y∥ ≥ C∥y∥, ∀y ∈ H.



٧ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

.A.۶.١ لم ،[۴] مرجع به شود رجوع برهان.

: T ∈ B(H) عملͽر .١٩.١.١ تعریف

.TT ∗ = T ∗T اگر است نرمال .١

.T ∗ = T اگر است الحاق خود .٢

است. H روی همانͬ عملͽر I آن در که باشد TT ∗ = I = T ∗T اگر است یͺانͬ .٣

.T٢ = T اگر است تصویر ͷی .۴

مͬ�دهد: نتیجه را دیͽر ویژگͬ سه P ∈ B(H) تصویر ویژگͬ چهار از کدام هر .٢٠.١.١ قضیه

است. الحاق خود P .١

است. نرمال P .٢

.R(P ) = N (P )⊥ .٣

.∀x ∈ H, ⟨Px, x⟩ = ∥Px∥٢ .۴

شود. مراجعه ١٢.١۴ قضیه ،[١۵] مرجع به اثبات برای برهان.

اگر تنها و اگر ST = ٠ آنگاه باشد. الحاق خود S و S, T ∈ B(H) کنید فرض .٢١.١.١ قضیه

.R(T ) ⊥ R(S)

شود. مراجعه ١٢.١۵ قضیه ،[١۵] مرجع به اثبات برای برهان.

آنگاه: باشد، نرمال T ∈ B(H) اگر .٢٢.١.١ قضیه

∥T∥ = sup{|⟨Tx, x⟩| : x ∈ H, ∥x∥ ≤ ١}.

شود. مراجعه ١٢.٢۵ قضیه ،[١۵] مرجع به اثبات برای برهان.



٨ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

کنید فرض همچنین باشند. الحاق خود عملͽرهای U٣ و U٢ ،U١ کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

.U١U٣ ≤ U٢U٣ آنگاه باشد. U٢ و U١ با تعویض�پذیر U٣ و U٣ ≥ ٠ و U١ ≤ U٢

.A.۶.۵ لم ،[۴] مرجع به شود رجوع برهان.

عملͽر ͷی ،T : X → Y عملͽر باشند. نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

T (M) تصویر ،X از M کراندار زیرمجموعه هر برای صورتͬ�که در مͬ�شود نامیده فشرده خطͬ

باشد. فشرده T (M) دیͽر عبارت به باشد نسبی فشرده

آنگاه باشند نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .٢۵.١.١ لم

است. کراندار T : X → Y خطͬ فشرده عملͽر هر .١

نیست. فشرده I : X → X همانͬ عملͽر ،dimX = ∞ اگر .٢

.٢-٨.١ لم ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

باشد. خطͬ عملͽر ͷی ،T : X → Y و نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .٢۶.١.١ قضیه

ͷی Y در T (xn) دنباله ،X در {xn} کراندار دنباله هر برای اگر تنها و اگر است فشرده T آنگاه

باشد. داشته همͽرا دنباله زیر

.٣-٨.١ قضیه ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

آنگاه: باشند باناخ فضاهای Y و X اگر .٢٧.١.١ قضیه

.dimR(T ) < ∞ آنگاه باشد، بسته R(T ) و فشرده T ∈ B(X,Y ) اگر الف)

.dimN (T − λ) < ∞ آنگاه ،λ ̸= ٠ و فشرده T ∈ B(X) اگر ب)

فشرده�اند. نیز TS و ST آنگاه باشد، فشرده T و S, T ∈ B(X) اگر ج)

شود. مراجعه ۴.١٨ قضیه ،[١۵] مرجع به اثبات برای



٩ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

باشد. خطͬ عملͽر ͷی ،T : X → Y و نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .٢٨.١.١ قضیه

آنگاه:

است. فشرده T آنگاه ،dimT (X) < ∞ و کراندار T اگر .١

است. فشرده T آنگاه ،dimX < ∞ اگر .٢

.٨.١-۴ قضیه ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

آنگاه باشد. فشرده عملͽر ͷی U : K → H کنید فرض .٢٩.١.١ لم

است. فشرده نیز T ∗ الحاقͬ عملͽر باشد، فشرده T اگر .١

Xاست. روی همانͬ عملͽر I است. بسته برد دارای U−λI آنگاه ،λ ̸= ٠ Kو = H اگر .٢

.A.۶.٢ لم ،[۴] مرجع به شود رجوع برهان.

،∥T∥ < ١ اگر است. باناخ فضای ͷی X آن در که T ∈ B(X,X) فرضکنید .٣٠.١.١ قضیه

و است همانͬ عملͽر I آن در که است معکوس�پذیر (I − T )−١ آنگاه

(I − T )−١ =
∞∑
i=o

T i = I + T + T٢ + · · · .

.١-٧.٣ قضیه ،[١٣] مرجع به شود رجوع برهان.

f ∈ X به
∑∞

k=١ ckfk سری گوییم ،ck ∈ C و X برداری فضای در دنباله�ای {fk}∞k=١ اگر

هرگاه: همͽراست

lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=١
ckfk

∥∥∥∥∥ = ٠.

مͬ�نویسیم شرایط این در

f =

∞∑
k=١

ckfk.

و {fk}∞k=١ دنباله به تنها نه f =
∑∞

k=١ ckfk سری همͽرایی کنیم توجه که است مهم بسیار

اگر شرایط ساده�ترین در حتͬ هست. وابسته نیز آن�ها ترتیب به بلͺه است، وابسته {ck}∞k=ضرایب١



١٠ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

∑∞
k=١ fσ(k) سری ولͬ باشد، همͽرا

∑∞
k=١ fk استسری ممͺن باشد، R در دنباله�ای {fk}∞k=١

اگر مͬ�شود. منجر همͽرایی تعریفدوم به مشاهده این باشد. واگرا σ جایͽشت�های از برخͬ برای

نامشروط همͽرای
∑∞

k=١ fk سری گوییم باشد، همͽرا σ جایͽشت هر برای
∑∞

k=١ fσ(k) سری

است.

فضای دامنه�اش که است کراندار خطͬ عملͽر ͷی ،f کراندار خطͬ تابعک .٣١.١.١ تعریف

را X روی کراندار خطͬ تابعک�های همه فضای است. C یا R اسͺالر میدان آن برد و X برداری

مͬ�نامند. X جبری دوگان فضای را آن و مͬ�دهیم نشان X⋆ با

ضعیف کوش٢ͬ Xیͷدنباله مختلط یا حقیقͬ نرمدار فضای در {xn} یͷدنباله تعریف٣٢.١.١.

باشد. کوشͬ C یا R در ترتیب به {f(xn)} دنباله ،f ∈ X⋆ هر برای اگر مͬ�شود نامیده X در

معادلند: باناخ فضای ͷی در
∑

n xn سری برای زیر گزاره�های .٣٣.١.١ قضیه

است. ضعیف نامشروط کوشͬ
∑

n xn الف)

داریم: (tn) ∈ ℓ∞ هر برای که طوری به دارد وجود C > ٠ ب)

sup
n

∥∥∥∥∥
n∑

k=١
tnxn

∥∥∥∥∥ ≤ C sup
n

|tn|.

همͽراست.
∑

n tnxn سری ،(tn) ∈ c٠ هر برای ج)

علامت±داریم: هر و N ∆از نامتناهͬ مجموعه زیر هر برای که طوری به دارد وجود C > ٠ د)

∥
∑
n∈∆

±xn∥ ≤ C.

.۶ قضیه ،[٨] مرجع به شود رجوع برهان.

∑
n xn سری اینکه برای کافͬ و لازم شرط باشد. باناخ Xیͷفضای فرضکنید .٣۴.١.١ قضیه

شامل X که است این باشد، نامشروط همͽرای ،x⋆ ∈ X⋆ هر برای
∑

n |x⋆xn| < ∞ شرط با

نباشد. c٠ از نسخه�ای هیچ

٢Cauchy



١١ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .١ فصل

.٨ قضیه ،[٨] مرجع به شود رجوع برهان.

به�کار پایه�های تمامͬ .[١۶] شد معرفͬ ١٩٢٧ سال در نرمدار خطͬ فضاهای در پایه مفهوم

هستند. ٣ شودر پایه�های فصل این سراسر در رفته

اگر مͬ�شود، نامیده X برای شودر پایه ͷی X باناخ فضای از {xi}i∈I دنباله .٣۵.١.١ تعریف

که طوری به باشند موجود {ci(f)}i∈I منحصربفرد اسͺالرهای f ∈ X هر برای

f =
∑
i∈I

ci(f)xi. (٢.١)

که است معنͬ این به فقط (٢.١) رابطه مͬ�نامند. {xi}i∈I پایه در f بسط را (٢.١) رابطه اغلب

(٢.١) سری اگر همͽراست. عناصر از شده انتخاب ترتیب به توجه با f =
∑

i∈I ci(f)xi سری

است. نامشروط پایه ͷی {xi}i∈I گوییم باشد، نامشروط همͽرای f ∈ X هر برای

مͬ�کند. توصیف را شودر پایه باناخ، از زیر قضیه

تنها و اگر Xاست برای پایه ͷی باناخ فضای صفر غیر عناصر از {xi}∞i=١ دنباله .٣۶.١.١ قضیه

اگر

.span{xi}∞i=١ = X .١

:{ci}∞i=١ اسͺالرهای از دنباله هر برای که طوری به باشد موجود k > ثابت٠ عدد .٢∥∥∥∥∥
n∑

i=١
cixi

∥∥∥∥∥ ≤ k

∥∥∥∥∥
m∑
i=١

cixi

∥∥∥∥∥ , (n 6 m).

شود. مراجعه ،[١۴] مرجع به اثبات مشاهده برای برهان.

اگر است متعامد سیستم ͷی {ek}∞k=١ دنباله .٣٧.١.١ تعریف

⟨ek, ej⟩ = δk,j =

{
١ : k = j,
٠ : k ̸= j

پایه باشد، پایه که را {ek}∞k=١ متعامد سیستم هر مͬ�شود. نامیده کرونکر دلتای δk,j آن در که

گوییم. یͺه متعامد

٣Schauder


