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චاری... ণپاس໋�

تمام نͺنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس
همه که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بͬ�منت لطف از دانسته�هایم و داشته�ها

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است رفتنͬ غم�ها
حمایت�های از مͬ�دانم واجب خود بر است شده آماده حاضر، پایان�نامه که الهͬ لطف پاس به ͷاین
نمایم. سپاس�گزاری رنجبر مجتبͬ دکتر آقای جناب خود اندیشمند و بزرگوار راهنمای استاد بͬ�دریغ
زحمت قبول که سپاس�گزارم نیز خانͬ علͬ دکتر آقای جناب و آقازاده ناصر دکتر آقای جناب از

گرفتند. عهده به را تحقیق این داوری و فرمودند
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
سرشار عاطفه پاس به مهربانم خواهر و عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و

پورصادق ویدا
١٣٩٣ مهر
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چͺیده

در مͬ�پردازد. شولز -ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله عددی جواب�های پایداری بررسͬ به پایان�نامه این
متناهͬ تفاضلات روش از استفاده با را یͺنواخت غیر شبͺه�های روی شبه�گسسته�سازی پایان�نامه این
این بررسͬ واقع در پایان�نامه، این در بحث مورد پایداری آنالیز مͬ�کنیم. بررسͬ دوم، مرتبه مرکزی
برای tA نمائͬ ماتریس برای ∥etA∥ نرم ،A شبه�گسسته ماتریس�های برای آیا که است مهم سوال

باشد؟ کراندار مͬ�تواند (t ≥ ٠)

برای مͬ�شود. اثبات غیریͺنواخت شبͺه�های روی ∥etA∥ برای مناسبͬ بالای کران پایان�نامه این در
مͬ�شود. استفاده ماکزیمم نرم مانند طیفͬ نرم�های از منظور این

متناهͬ، تفاضلات روش شبه�گسسته�سازی، شولز، - ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله کلیدی: واژه�های
انقباض. پایداری، یͺنواخت، غیر شبͺه�های

ح



پیشͽفتار

اختیارات و دارد جهانͬ تجارت در را تغییر و رشد بیشترین که است زمینه�هایͬ از ͬͺی مالͬ مسایل
قراردادهای با رابطه در تحقیق گذشته، دهه طͬ دارند. مالͬ امور زمینه در را استفاده بیشترین مالͬ
قیمت�گذاری برای ریاضͬ مدل�های از مختلفͬ انواع است. بوده برخوردار بالایͬ ارزش از اختیار

است. شولز - ͷبل اختیارات قیمت�گذاری مدل آن�ها مهم�ترین که دارد وجود اختیارات
گسترش را اختیارات قیمت�گذاری فرمول مرتون رابرت و شولز میرن بلͷو فیشر ،١٩٧٣ سال در
سیاست به مربوط ژورنال در سهام» بدهͬ�های و اختیارات «قیمت�گذاری عنوان با مقاله�ای و دادند
به را اختیارات قیمت�گذاری مساله شولز و ͷبل آقایان سال، همان در [٣] کردند. منتشر اقتصادی
در شولز و ͷبل اصلͬ ایده کردند. تبدیل متغیر ضرایب با (PDE) جدید جزئͬ دیفرانسیل معادله
قرار سهام و اختیار قیمت مرزی، شرایط کار�گیری به با ͷریس بدون بهادار اوراق ساختار با رابطه
و ١٩٨٠ دهه�های در مالͬ مهندسͬ موفقیت در محوری و اساسͬ نقش شولز - ͷبل مدل داشت.
موفق فوق، مدل اهمیت خاطر به ١٩٩٧ سال در مرتون» «رابرت و شولز» «میرن است. داشته ١٩٩٠

شدند. اقتصادی نوبل جایزه دریافت به
مسائل در اغلب که هستند معادلاتمهم جمله از مشتقاتجزئͬ با معادلات که است ذکر به لازم
بنابراین مͬ�باشد. معادلاتمشͺل این اکثر تحلیل ولͬ مͬ�شوند استفاده محاسباتمهندسͬ و ͬͺفیزی
معادلات این حل برای گوناگون عددی روش�های و معادلاتهستند این عددی حل دنبال به محققین
مورد اختیارات قیمت�گذاری به مربوط مسائل حل برای که عددی روش�های جمله از کرده�اند. ارائه
شبیه�سازی روش و متناهͬ تفاضلات روش�های دوجمله�ای، مدل از: عبارتند مͬ�گیرد، قرار استفاده

.١ کارلو - مونتو
بررسͬ به است، شده تنظیم [٢۵ ،٩] مراجع و [٢٣ ،١۴] مقاله�های اساس بر که پایان�نامه این

مͬ�پردازد. شولز - ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله حل برای متناهͬ تفاضلات روش پایداری آنالیز
کار به سهام اختیار قیمت حل برای را متناهͬ تفاضلات ͷنیͺت ،[۵] شوارتز آقای بار اولین برای
ناحیه در دیفرانسیل معادله تقریب وسیله به را شولز - ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله روش، این برد.

١Monto Carlo simulation method

خ



د پیشͽفتار

مͬ�کرد. حل جبری معادله دستͽاه ͷی توسط جواب
است: زیر شرح به پایان�نامه این کلͬ ساختار

تصادفͬ قدم�زدن مفهوم شامل دوم، فصل است. شده بیان لازم مقدمات و تعاریف اول، فصل در
از استفاده با شولز - ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله آوردن دست به نحوه و ایتو لم پایه، دارایͬ قیمت
روش�های چهارم، فصل در مͬ�پردازد. شولز ͷبل ریاضͬ مدل بیان به سوم، فصل مͬ�باشد. ایتو لم
فصل در آخر، در و است شده بیان شولز - ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله حل برای متناهͬ تفاضلات
- ͷبل جزئͬ دیفرانسیل معادله حل برای دوم مرتبه مرکزی متناهͬ تفاضلات روش پایداری پنجم،

است. شده بیان شولز



١ فصل

پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف

لازم بعدی فصل�های دانستن برای آن�ها دانستن که مͬ�شوند ارائه مفاهیمͬ و تعاریف فصل این در
است.

مالͬ اصطلاحات و مفاهیم ١.١

گویند. قرارداد را مشخص قیمت با دارایͬ فروش یا خرید بر مبتنͬ توافق�نامه�ای .١.١ تعریف

فرضشده سهام پایان�نامه این در که گویند، پایه دارایͬ را قرارداد در نیاز مورد دارایͬ .٢.١ تعریف
است.

فروشنده از خریدار که به�نحوی فروشنده، و خریدار بین است قراردادی معامله اختیار .٣.١ تعریف
دیͽر به�عبارت مͬ�کند. خریداری معین قیمت ͷی با را دارایͬ ͷی فروش یا خرید حق معامله، اختیار

دهد. انجام آینده در را معامله�ای که مͬ�دهد را الزام) (نه حق این آن، دارنده به معامله اختیار حق

دارد: وجود قرارداد نوع اساس بر معامله اختیار حق نوع دو کلͬ به�طور

مثلا قرارداد موضوع دارایͬ تا مͬ�دهد را حق این آن، دارنده به ١ خرید اختیار قرارداد .۴.١ تعریف
نماید. خریداری مشخصͬ قیمت با و آن از قبل ویا معینͬ تاریخ در را سهام

تاریخ در را قرارداد موضوع دارایͬ فروش حق آن، دارنده به ٢ فروش اختیار قرارداد .۵.١ تعریف
مͬ�دهد. مشخص قیمت با و آن از قبل ویا معین

١call option
٢put option

١



٢ پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف

گویند. قیمتاختیار را مبلغ این که دارد، شرط حق مبلغ ͷی به نیاز معامله اختیار خرید تعریف١.۶.

اعطاء مقابل طرف به را امتیازی طرف هر قراردادها، تمام همانند معامله اختیار در دیͽر بیان به
همان واقع در که مͬ�کند پرداخت شرط حق عنوان تحت مبلغͬ فروشنده به اختیار خریدار مͬ�کند،
به معین قیمت ͷی با را مذکور دارایͬ فروش یا خرید حق نیز فروشنده مͬ�باشد. معامله اختیار قیمت

مͬ�نماید. اعطاء خریدار

گویند. (S) ٣ جاری قیمت را بازار در پایه دارایͬ فعلͬ قیمت .٧.١ تعریف

گویند. (K) ۴ اعمال قیمت یا توافقͬ قیمت را قرارداد در شده تعیین قیمت .٨.١ تعریف

یا توافقͬ تاریخ اعمال، تاریخ انقضا، تاریخ اصطلاحا را قرارداد در شده ذکر تاریخ .٩.١ تعریف
گویند. (T ) ۵ سررسید تاریخ

به�صورت سررسید در خرید معامله اختیار ͷی ۶ بازده یا عایدی .١٠.١ تعریف
max(ST −K,٠)

به�صورت فروش معامله اختیار برای و
max(K − ST ,٠)

مͬ�باشد.

نوع دو این تفاوت باشد. اروپایͬ یا و آمریͺایͬ مͬ�تواند اعمال نحوه نظر از معامله اختیار هر
ندارد. جغرافیایͬ منطقه�ی به ربطͬ اختیار

در یا و سررسید تا قرارداد عمر دوره طول از زمان هر در ٧ آمریͺایͬ معامله اختیار .١١.١ تعریف
معامله اختیار سررسید زمان مدت تا سرمایه�گذار نیست لازم یعنͬ است، اعمال قابل سررسید تاریخ

[۶] کند. صبر

[۶] است. اعمال قابل آن سررسید تاریخ در تنها ٨ اروپایͬ معامله اختیار .١٢.١ تعریف

٣stock price
۴strike price - Exercise price
۵Expiration date - Exercise date - Strike date - Maturity date
۶Payoff
٧American option
٨European option



٣ پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف

هستند، آمریͺایͬ نوع از مͬ�شوند، مبادله بورس بازارهای در که معامله�هایͬ اختیار بیشتر تذکر:
آمریͺایͬ نوع معامله�های اختیار از آسان�تر عموما اروپایͬ معامله�های اختیار تحلیل و تجزیه ولͬ
استنتاج آنها نظیر اروپایͬ معامله�های اختیار از آمریͺایͬ معامله�های اختیار فرمول�های برخͬ و است

مͬ�گردد.

دارد: وجود طرفمعامله�گر دو معامله، اختیار قرارداد هر در .١٣.١ تعریف
خریده را معامله اختیار و کرده اتخاذ خرید موقعیت که است سرمایه�گذاری کننده، معامله طرف ͷی
را معامله اختیار یعنͬ است؛ کرده اتخاذ فروش موقعیت سرمایه�گذار قرارداد، دوم طرف در و است

است. فروخته یا کرده صادر

است حالͬ در این ندارد، قرارداد قبال در تعهدی هیچ�گونه معامله، اختیار دارنده یا خریدار نͺته:
قیمت مبلغ فروشنده، که معنͬ بدین است. تعهد�آور فروشنده برای معامله اختیار صدور یا فروش که
خریدار، توسط معامله اختیار اعمال صورت در که مͬ�شود متعهد مقابل در و مͬ�کند دریافت را اختیار

کند. عمل قرارداد مفاد به

دارد: وجود معامله اختیار ͷی برای موقعیت چهار کلͬ به�طور .١۴.١ تعریف
خرید اختیار قرارداد در خرید موقعیت .١
خرید اختیار قرارداد در فروش موقعیت .٢
فروش اختیار قرارداد در خرید موقعیت .٣
فروش اختیار قرارداد در فروش موقعیت .۴

مͬ�دهیم: توضیح مثال�هایͬ با را معامله اختیار مفهوم بهتر، درک برای

خرید اختیار قرارداد

برای دلار ١٠٠ اعمال قیمت با اروپایͬ خرید اختیار ͷی که بͽیرید نظر در را سرمایه�گذاری موقعیت
دارد. اختیار در را مایͺروسافت سهم ١٠٠ خرید

معامله اختیار قیمت و ماهه چهار معامله اختیار عمر و دلار ٩٨ حاضر حال در قیمتسهم فرضکنید
مͬ�باشد. دلار ۵ سهم ͷی خرید بابت

نوع از مذکور معامله اختیار که آنجایͬ از است. دلار ۵٠٠ اولیه سرمایه�گذاری مبلغ اطلاعات، این با
است. اعمال قابل آن سررسید در فقط لذا مͬ�باشد اروپایͬ

نفع به یابد، کاهش دلار ١٠٠ از کمتر به سهام قیمت ماه) (چهار معامله اختیار عمر طول در اگر
قیمت با مͬ�توان که را سهامͬ ندارد وجود (دلیلͬ نͽذارد اجرا به را خرید اختیار که است خریدار



۴ پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف

١٠٠ = اعمال قیمت و ۵ = اختیار قیمت با اروپایͬ خرید اختیار خرید زیان و سود :١.١ شͺل

بخریم). دلار ١٠٠ به معامله، اختیار حق از استفاده با نمود خریداری بازار در دلار ١٠٠ از کمتر
مͬ�دهد. دست از را اولیه سرمایه دلار ۵٠٠ مبلغ سرمایه�گذار حالت، این در بنابرین

اختیار که است خریدار نفع به یابد، افزایش دلار ١٠٠ از بالاتر به سررسید، تاریخ در سهام قیمت اگر
بͽذارد. اجرا به را خرید

سرمایه�گذار خرید، اختیار اعمال با افزایشیابد. دلار ١١۵ به قیمتسهام که فرضکنید مثال عنوان به
سهام بلافاصله فوق، سرمایه�گذار اگر بخرد. دلار ١٠٠ سهم هر قیمت به را سهم صد مͬ�تواند
در و دلار ١۵ سهم، هر ازای به بفروشد، بازار در را معامله اختیار حق از استفاده با شده خریداری

مͬ�شود. سرمایه�گذار نصیب درآمد معاملات، هزینه از صرفنظر با دلار ١۵٠٠ مجموع
کسر حاصله درآمد از را اولیه) (هزینه معامله اختیار خرید قیمت باید خالص، سود محاسبه برای

مͬ�شود. دلار ١٠٠٠ معادل سرمایه�گذار خالص سود این�صورت، در که نماییم
زمان در سهام قیمت تغییرات با را سهام خرید اختیار دارنده زیان یا خالص سود ،١.١ شͺل نمودار

مͬ�دهد. نشان مثال این برای معامله، اختیار سررسید
معامله اختیار ولͬ مͬ�شود زیان متحمل مجموع در این�که وجود با سرمایه�گذار اوقات، گاهͬ نͺته:
اختیار زمان مدت پایان در سهم هر قیمت بالا، مثال همان در که کنید فرض مͬ�کند. اعمال را

برسد. دلار ١٠٢ به معامله
یعنͬ: مͬ�سازد خود نصیب دلار ٢٠٠ معادل درآمدی معامله، اختیار اعمال با سرمایه�گذار

(١٠٢ − ١٠٠)× ١٠٠ = ٢٠٠

این در مͬ�کنیم. کسر فوق درآمد از را معامله اختیار خرید هزینه خالص، زیان یا سود محاسبه برای
اختیار اعمال عدم حالͬ�که در مͬ�گردد. دلار ٣٠٠ معادل خالصͬ زیان متحمل سرمایه�گذار صورت
در که مͬ�دهد نشان دو این مقایسه مͬ�شود. سرمایه�گذار برای دلاری ۵٠٠ زیان ایجاد باعث معامله،

است. آن اعمال عدم از بهتر خالص زیان وجود با حتͬ معامله اختیار اعمال حالت این
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٧٠ = اعمال قیمت و ٧ = اختیار قیمت با اروپایͬ فروش اختیار خرید زیان و سود :٢.١ شͺل

فروش اختیار قرارداد

٧٠ توافقͬ قیمت با را سهم صد فروش برای اروپایͬ فروش اختیار ͷی سرمایه�گذاری، کنید فرض
قیمت و ماهه سه را معامله اختیار انقضای مهلت دلار، ۶۵ را سهم جاری قیمت اگر مͬ�خرد. دلار
بابت شخص، این اولیه سرمایه�گذاری کنیم، فرض دلار ٧ را سهم ͷی فروش برای معامله اختیار
اروپایͬ نوع از مزبور معامله اختیار که آنجا از مͬ�شود. دلار ٧٠٠ مذکور سهام فروش اختیار خرید
از کمتر سهام قیمت معامله، اختیار سررسید تاریخ در که مͬ�شود اعمال صورتͬ در فقط لذا است،

باشد. دلار ٧٠
صورت آن در یابد کاهش دلار ۵۵ به سهام قیمت معامله، اختیار سررسید تاریخ در که نمایید فرض
و نموده خریداری بازار از دلار ۵۵ قیمت به را سهم هر مͬ�تواند سرمایه�گذار معامله، اختیار اعمال با
مجموع در و سهم هر بابت دلار ١۵ معادل عایدی و بفروشد دلار ٧٠ قیمت به معامله اختیار تحت

است). صفر معاملات هزینه که مͬ�کنیم فرض (مجددا سازد خود نصیب دلار ١۵٠٠
فاقد شده خریداری معامله اختیار یابد، افزایش دلار ٧٠ از بالاتر به سهام قیمت که صورتͬ در اما
شͺل نمودار مͬ�دهد. دست از را اولیه سرمایه�گذاری دلار ٧٠٠ مبلغ سرمایه�گذار و مͬ�شود ارزش
سهام احتمالͬ مختلف قیمت�های به توجه با را معامله فروش اختیار دارنده زیان یا خالص سود ،٢.١

مͬ�دهد. نشان مثال این برای معامله، اختیار سررسید تاریخ در
اختیار خریدار حالͬ�که در یابد، افزایش سهم قیمت که است امیدوار خرید اختیار خریدار تذکر:

یابد. کاهش سهم قیمت که دارد انتظار فروش
و ٣.١ نمودارهای مͬ�باشد. اختیار خریدار زیان یا سود عͺس درست اختیار، فروشنده زیان یا سود
نمودارهای در اختیار دارنده زیان و سود با مقایسه در را اختیار کننده صادر زیان و سود تغییرات ۴.١

مͬ�دهد. نشان ٢.١ و ١.١ شͺل
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١٠٠ = اعمال قیمت و ۵ = اختیار قیمت با اروپایͬ خرید اختیار فروش زیان و سود :٣.١ شͺل

٧٠ = اعمال قیمت و ٧ = اختیار قیمت با اروپایͬ فروش اختیار فروش زیان و سود :۴.١ شͺل

است. معامله اختیار قیمت بر تاثیرگذار عوامل از ͬͺی ، (r) ٩ ͷریس بدون بهره نرخ .١۵.١ تعریف
در که چیزی حال هر به ولͬ نیست روشن چندان معامله اختیار قرارداد قیمت بر نرخ این تاثیر نحوه
قیمت انتظار مورد رشد نرخ اقتصاد، در بهره نرخ افزایش با که است این است مشخص مورد این
جریانات فعلͬ ارزش کاهش موجب بهره، نرخ افزایش دیͽر، طرف از مͬ�یابد. افزایش نیز سهام
اختیار قیمت که مͬ�شود باعث پدیده، دو این همزمان تاثیر شد. خواهد معامله اختیار دارندگان نقدی

یابد. کاهش بهره نرخ افزایش با فروش معامله
که صورت این به است؛ دیͽری گونه به خرید اختیار قیمت بر بهره نرخ افزایش تاثیر حالͬ�که در
اختیار قیمت نتیجه در و مͬ�شود سهام قیمت انتظار مورد رشد نرخ افزایش باعث بهره نرخ افزایش

مͬ�یابد. افزایش خرید
شود. خرید اختیار قیمت افزایش موجب مͬ�تواند بهره نرخ افزایش که بͽیریم نتیجه مͬ�توانیم بنابرین

که است پایه دارایͬ قیمت تغییرپذیری میزان نشان�دهنده� ، (σ) قیمت١٠ نوسان�پذیری تعریف١.١۶.
اندازه�گیری برای معیاری یͷسهم، نوسان�پذیری دیͽر بیانͬ به مͬ�نامند. نیز تلاطم مالͬ ریاضیات در

مͬ�باشد. سهم آن بازده�های مورد در اطمینان عدم
مͬ�یابد. افزایش نیز سهام قیمت افزایش یا کاهش احتمال یابد، افزایش نوسان�پذیری درجه هر�گاه

٩Risk free interest rate
١٠Volatility
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سهام قیمت کاهش احتمال با مجموع در است ممͺن سهام قیمت افزایش احتمال سهامدار، برای
فرق است، سهام فروش یا خرید اختیار صاحب که شخصͬ برای وضعیت حالͬ�که در باشد، معادل
قیمت کاهش ͷریس آن�که حال و مͬ�کند سود سهام قیمت افزایش از خرید، اختیار دارنده مͬ�کند.
اختیار قیمت همان خرید، اختیار دارنده زیان بیشترین زیرا مͬ�باشد؛ محدود اوست، متوجه که سهام
قیمت افزایش ͷریس اما مͬ�برد، سود قیمت، کاهش از فروش اختیار دارنده به�همین�ترتیب، است.
ازای به فروش و خرید اختیارهای قیمت این�که نتیجه مͬ�باشد. محدود اوست، متوجه که سهام

[٩ ،٢] مͬ�یابد. افزایش دارایͬ، قیمت نوسان�پذیری درجه افزایش

یا ١٢ بͬ�قیمت سودمند، یا ١١ قیمت با از: عبارتند معامله�ها اختیار مورد در رایج اصطلاح سه
بͬ�تفاوت. یا ١٣ به�قیمت بͬ�ارزش،

فوری اعمال صورت در آن دارنده برای که است اختیاری سودمند، معامله اختیار ͷی تعریف١٧.١.
مͬ�آورد. ارمغان به مثبتͬ نقدی جریان حق، این

آن، فوری اجرای صورت در که است معامله�ای اختیار بͬ�تفاوت، معامله اختیار ͷی .١٨.١ تعریف
ندارد. همراه به ورقه این دارنده برای منفͬ یا مثبت نقدی جریان هیچ

آن، فوری اعمال صورت در که است معامله�ای اختیار بͬ�ارزش، معامله اختیار ͷی .١٩.١ تعریف
مͬ�آورد. ارمغان به معامله اختیار اوراق دارنده برای منفͬ نقدی جریان

ارزش و صفر بین مقدار حداکثر از است عبارت معامله اختیار ͷی ١۴ ذاتͬ ارزش .٢٠.١ تعریف
شود. اعمال بلافاصله که صورتͬ در معامله اختیار

احتمالͬ و آنالیزی مفاهیم ٢.١

ͷی را x, y, z, ... به نسبت u جزئͬ مشتقات و x, y, z, ..., u حسب بر معادله هر .٢١.١ تعریف
تابع برای جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ فرم نامند. (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله

است: زیر صورت به u(x, y, z, ...)
F (u, x, y, z, ..., ux, uy, uz, ..., uxx, uxy, uyy, ...) = ٠

گویند. PDE مرتبه ،PDE در شده ظاهر جزئͬ مشتق مرتبه بالاترین به .٢٢.١ تعریف
١١In the money
١٢At the money
١٣Out of the money
١۴Intrinsic value
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حقیقͬ عددی S نمونه�ای فضای از پیشامد هر به که است تابعͬ تصادفͬ، متغیر .٢٣.١ تعریف
دهد. نسبت

برای آن از بشولیه بار اولین برای که است تصادفͬ حرکت نوع ͷی ، براونͬ حرکت .٢۴.١ تعریف
سهام قیمت که کرد فرض او دقیق�تر عبارت به کرد. استفاده زمان در سهام قیمت تغییر مدل�سازی
از استفاده با را فروش و خرید اختیار قراردادهای سپس است. تصادفͬ پیش�بینͬ غیرقابل شͺل به

کرد. قیمت�گذاری آن

است کمیتتصادفͬ لͽاریتم به مربوط پیوسته تصادفͬ فرایند هندسͬ، حرکتبراونͬ تعریف١.٢۵.
[١۶ ،١٢] گویند. هندسͬ براونͬ حرکت فرایند این به مͬ�کند، پیروی براونͬ حرکت از که

به به�طوری�که است اختیار قیمت برای شده طراحͬ ریاضͬ فرمول شولز، -ͷبل مدل تعریف١.٢۶.
انقضا) (تاریخ سررسید زمان نوسان�پذیری، اعمال، قیمت سهام، قیمت متغیرهای با تابعͬ صورت
رابرت و شولز میرن ،ͷبل فیشر توسط اروپایͬ اختیارات برای ͷریس بدون بهره نرخ و سهام سود و

شده�است. کشف مرتون

تصادفͬ فرایند t ∈ R+ ،Yt کنید فرض و باشد احتمال فضای (Ω, F, P ) کنید فرض .٢٧.١ تعریف
کنید: فرض به�علاوه Y : Ω× R+ → R به�طوری�که باشد.

a(Yt, t) : Ω× R× R+ → R , b(Yt, t) : Ω× R× R+ → R

تصادفͬ دیفرانسیل معادله زیر، معادله بنابراین باشند. t ∈ R+ برای تصادفͬ انتͽرال�پذیر توابع
مͬ�شود. نامیده (SDE)

dYt = a(Yt, t)dt+ b(Yt, t)dXt (١.١)

باشد: زیر تصادفͬ انتͽرال معادله صورت به باید حتما (١.١) معادله که کنید توجه
Yt = Y٠ +

∫ t

٠
a(Ys, s)ds+

∫ t

٠
b(Ys, s)dXs (٢.١)

مͬ�شوند. نامیده (پخش) انتشار و وزش) یا (همرفت جابجایͬ توابع به�ترتیب b(Yt, t) و a(Yt, t) توابع

کند: صدق زیر معادله در Yt تصادفͬ فرایند یعنͬ ایتو فرایند .٢٨.١ تعریف
dYt = a(Yt, t)dt+ b(Yt, t)dXt

در n ∈ N ،bn دنباله به�طوری�که باشد تصادفͬ انتͽرال�پذیر تابع b = b(t) کنید فرض .٢٩.١ تعریف
کند: صدق زیر رابطه

lim
n→∞

E(

∫ T

٠
(b(t)− bn(t))

٢dt) = ٠
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مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت b تابع برای ایتو انتͽرال این�صورت، ∫در T

٠
b(t)dXt = lim

n→∞

∫ T

٠
bn(t)dXt

مجموعه بر است تابعͬ مͬ�شود، داده نشان FX(x) با که X تصادفͬ متغیر توزیع تابع تعریف٣٠.١.
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که حقیقͬ اعداد

FX(x) = P (X ≤ x)

به�صورت آن احتمال چͽالͬ اگر تنها و اگر است نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر تعریف٣١.١.

n(x;µ, σ) =
١

σ
√

٢π
e
−

١
٢ (

x− µ

σ
)٢

−∞ < x < ∞

.σ > ٠ آن در که باشد

گویند. استاندارد نرمال توزیع را ،σ = ١ و µ = ٠ با نرمال توزیع .٣٢.١ تعریف

و شود تعریف f(x٠) اگر است، پیوسته x٠ نقطه در y = f(x) تابع :(i) .٣٣.١ تعریف
lim
x→x٠

f(x) = f(x٠)

(a, b) بازه از نقطه هر در f(x) اگر است، پیوسته (a, b) = {x|a < x < b} بازه در f(x) تابع :(ii)
باشد. پیوسته

معادله زیر، معادله آن�گاه باشد. y مشتقات و y و x از معلومͬ تابع F کنید فرض .٣۴.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده n مرتبه از صریح معمولͬ دیفرانسیل

F (x, y, y
′
, ..., y(n−١)) = y(n)

است: زیر صورت به n مرتبه از ضمنͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله کل، در
F (x, y, y

′
, ..., y(n)) = ٠

خاصیت سه در اگر نامیم، نرم را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقͬ تابع .٣۵.١ تعریف
کند: صدق زیر

.x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ باشیم: داشته x ∈ X هر ازای ١)به
.∥αx∥ = |α|∥x∥ باشیم: داشته x, α ∈ R هر ازای ٢)به

مثلثͬ) نامساوی (خاصیت .∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای ٣)به



١٠ پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به برداری نرم�های x بردار برای .٣۶.١ تعریف

∥x∥١ =

n∑
j=١

|xj |

∥x∥∞ = max
١≤j≤n

|xj |

∥x∥٢ = (
n∑

j=١
|xj |٢)

١
٢

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به نرم - p باشد، ١ ≤ p < ∞ کنید فرض .٣٧.١ تعریف

∥x∥p = (
n∑

i=١
|xi|p)١/p

زیر شرایط در به�طوری�که R به Rm×n از است تابعͬ Rm×n روی ماتریسͬ نرم ͷی .٣٨.١ تعریف
کند: صدق

.A = ٠ اگر فقط و اگر ∥A∥ = ٠ بعلاوه .∥A∥ ≥ ٠ ،A ∈ Rm×n هر ازای ١)به
.∥αA∥ = |α|∥A∥ ،A ∈ Rm×n و α ∈ R هر ازای ٢)به

مثلثͬ) نامساوی (خاصیت .∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ،A,B ∈ Rm×n هر ازای ٣)به

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به ماتریسͬ نرم�های .٣٩.١ تعریف

∥A∥١ = max
١≤j≤n

m∑
i=١

|ai,j |

∥A∥∞ = max
١≤i≤m

n∑
j=١

|ai,j |

∥A∥٢ = (

n∑
j=١

m∑
i=١

|ai,j |٢)
١
٢

ماتریسͬ نرم به حالت این در شود داده بسط ماتریس�ها برای نرم تعریف هرگاه .۴٠.١ تعریف
مͬ�شود. ماتریسگفته القایͬ نرم اصطلاحا

این در باشد. القایͬ ماتریسͬ نرم ∥.∥ و باشد مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .۴١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به A ماتریس لͽاریتمͬ صورتنرم

µ[A] = lim
h↓٠+

∥I + hA∥ − ١
h

است. مثبت حقیقͬ عدد h و است A ماتریس با هم�بعد همانͬ ماتریس I آن در که
برای امر این اما است، مثبت A ̸= ٠ برای همواره ∥A∥ مͬ�دانیم ماتریسͬ نرم تعریف از که همان�طور


