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چͺیده

n-آبلی گروه�های از کلاس�هایی

وسیله�ی: به
کشوری فاطمه

باشد، G از درون�ریختͬ ͷی φn (g) = gn باضابطه φn : G −→ G و باشد صحیح عدد ͷی n اگر

نشان گوییم. -آبلͬ n گروه ͷی را G این�صورت در .(xy)n = xnyn ،x, y ∈ G هر ازای به آن�گاه

Pn(١ − n) ͷی و -گروه (١ − n) ͷی -گروه، n ͷی حاصلضرب�مستقیم -آبلͬ n گروه هر که مͬ�دهیم

تمام کلاس نشان�دهنده Bn که مͬ�پردازیم Cn و Bn کلاس�های مطالعه به نامه پایان این در است. آبلͬ -گروه

که گروه�هایی تمام کلاس نشان�دهنده Cn و بوده است، ͷبه�ی�ͷی φn درون�ریختͬ آن�ها برای که گروه�هایی

نهایت در و مͬ��کنیم تعریف را E (G) نمایی نیم�گروه هم�چنین مͬ�باشد. پوشاست، φn درون�ریختͬ آن�ها برای

آبلͬ گروه G آن� در که شرایطͬ و داده قرار ساختاری مطالعه مورد را A (G) = {n ∈ Z | φn ∈ Aut (G)}

مͬ�کنیم. بررسͬ را است

نیم�گروه�نمایی متناهͬ، نمای آبلͬ، −n گروه�های آبلͬ، گروه�های کلیدی: واژه�های

د



پیشگفتار

وی افتخار به را پذیر جا�به�جایی گروه که بود مدرن جبر گذاران پایه از نروژی ریاضیدان آبل ͷنیلسهنری

زمینه�های از بسیاری در که است جبر در مهم مفاهیم از ͬͺی آبلͬ گروه مفهوم مͬ�نامند. هم آبلͬ گروه

بیان ١ لوی توسط ١٩۴۴ سال در بار اولین -آبلͬ n مفهوم مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد دیͽر علمͬ

هم�چنین داد. ارائه را -پوچ�توان n و -حل�پذیر n گروه�های از رده�بندی ͷی ٢ بئر ١٩۵٣ سال در شد.

n مفهوم از الهام با دیͽری اشخاص کرد. رده�بندی را -آبلͬ n گروه�های ١٩٨۶ سال در ٣ آلپرین

مفاهیم -بل n گروه�های زمینه در که بود ۴ کاپه آن�ها جمله از کردند بررسͬ را دیͽری حالت�های -آبلͬ

و دلیزیا که مͬ�کنیم بیان را -آبلͬ n گروه�های از کلاس�هایی نامه پایان این در ما داد. ارائه جدیدی

مورد دیͽر فصل دو در که مقدماتͬ مفاهیم اول فصل در . کردند بررسͬ [٨] در را مطلب این تورتورا

و مͬ�کنیم بررسͬ را -آبلͬ n گروه�های خواص دوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را مͬ�گیرند قرار استفاده

ثابت هم�چنین است. -بل n گروه ͷی هم و -لوی n گروه ͷی هم -آبلͬ n گروه هر که مͬ�دهیم نشان

این اثبات برای که نیست آبلͬ -آبلͬ، n گروه هر اما است -آبلͬ n گروه ͷی آبلͬ گروه هر که مͬ�کنیم

و -گروه (١− n)ͷی -گروه، nͷی حاصلضرب�مستقیم -آبلͬ n گروه هر که مͬ�دهیم نشان مطلب

ͷبه�ی�ͷی φn درون�ریختͬ آن�ها برای که ،G گروه�های کلاسهمه است. آبلͬ -گروه Pn(١−n)ͷی

Cn نماد با را پوشاست φn درون�ریختͬ آن�ها برای که G گروه�های تمام کلاس و Bn نماد با را است

n ∈ {−١,٠,١} ازای به را کلاس�ها این از خاصͬ حالت�های نامه پایان این در مͬ�دهیم. نشان

بررسͬ را مثال�هایی و مͬ�دهیم نشان Un نماد با را Cn و Bn کلاس�های اشتراک مͬ�کنیم. مطالعه

١F. W.Levi
٢R. Bear
٣J. L. Alperin
۴L. C. Kappe

١



است. Un کلاس در گروه ͷی آن�ها در که مͬ�کنیم

لوی توسط که مͬ�کنیم بیان آن�را ویژگͬ�های و E(G) نمایی نیم�گروه مفهوم ابتدا سوم فصل در

در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را E(G) از A(G) زیرنیم�گروه مورد در نتایجͬ هم�چنین آمد. بدست

کند صدق زیر شرایط در A(G) و باشد گروه ͷی G اگر مͬ�کنیم ثابت نهایت

٢ ∈ A(G) الف)

٣ ∈ A(G) ب)

−n ∈ A (G) و n ∈ A (G) ،n صفر غیر صحیح اعداد برخͬ ازای به ج)

(n− ١,m− ١) 6 ٢ mبه�طوری�که ∈ A(G) و n ∈ A(G) د)

است. آبلͬ گروه ͷی G آن�گاه

٢



اختصاری فهرستنشانه�های

G گروه نمای :exp(G)

G اتومورفیسم�های گروه :AutG

G درون�ریختͬ�های گروه End(G)

G گروه مركز :Z(G)

G مشتق زيرگروه :G′

G پایینͬ مرکزی سری جمله -امین i :γi(G)

G بالایی مرکزی سری جمله -امین i :Zi(G)

G گروه اعضای تعداد :|G|

g ∈ G که gp همه توسط شده تولید زیرگروه :Gp

X وسیله به شده تولید زیرگروه :⟨X⟩

n اول علیه�های مقسوم همه�ی مجموعه�ی :πn

n مرتبه از دووجهͬ گروه :Dn

اول اعدد مجموعه�ی :P

bو aمشترک علیه مقسوم بزرگترین :(a, b)

٣



G گروه nام مرتبه مشتق :G(n)

(y−١xy)y عضو توسط x عضو مزدوج :xy

G در H چپ هم�دسته :xH

(x−١y−١xy) G ازگروه y و x عضو دو جابجاگر :[x, y]

۴



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

بیان بخش پنج در را مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

استفاده مورد نامه پایان این طول در که است کاربردی قضایای و تعاریف شامل اول بخش مͬ�کنیم.

بخش�های در است. پوچ�توان گروه�های شامل بخشسوم و جابه�جاگرها شامل بخشدوم مͬ�گیرد. قرار

مͬ�کنیم. معرفͬ را حلقوی حاصلضرب و نیم�مستقیم حاصلضرب ترتیب به پنجم و چهارم

۵



کاربردی قضایای و تعاریف ١-١

کوچ�ͷترین ،G گروه ١ نمای دراین�صورت باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان exp(G) با را آن و است G اعضای تمام مرتبه�ی مشترک مضرب

برمجموعه G گروه گوییم باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷیX و گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.١ تعریف

باشد داشته وجود (g, x) 7−→ gx که ρ : G × X −→ X مانند تابعͬ هرگاه مͬ�کند عمل X

باشیم داشته ،g١, g٢ ∈ G و x ∈ X هر ازای به به�طوری�که

ex = x

و

(g١g٢) x = g١ (g٢x) .

زیر .g١g٢ = g٢g١ هرگاه مͬ�شود، گفته Gجا�به�جایی�پذیر گروه از g٢ و g١ عضو دو .٣.١.١ تعریف

x١ هر برای هرگاه گوییم G اعضا�ی از جا�به�جایی�پذیر مجموعه�ی ͷی را G از X ناتهͬ مجموعه�ی

نامیده ٢ آبلͬ گروه ͷی G باشد، جا�به�جایی�پذیر مجموعه ͷی G اگر .x١x٢ = x٢x١ ،X از x٢ و

�مͬ�شود.

دراین�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۴.١.١ تعریف

Z(G) = {b ∈ G | ab = ba ∀a ∈ G}

است. G نرمال و آبلͬ زیرگروه ͷی مͬ�شود نامیده G گروه مرکز که

متناهͬ مرتبه با اعضای تمام مجموعه�ی دراین�صورت باشد آبلͬ گروه G کنید فرض .۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده G تابی زیرگروه که مͬ�دهند زیرگروه ͷی تشͺیل G

متناهͬ مرتبه از عضوی همانͬ عضو بجز هرگاه مͬ�گویند تاب بدون را G آبلͬ گروه .۶.١.١ تعریف

باشد. نداشته

H گروه وسیله به K از توسیع ͷی را G آن�گاه ،K E G و باشد گروه ͷی G اگر .٧.١.١ تعریف

باشد. Hیͺریخت با G
K

قسمتͬ خارج گروه هرگاه گوییم

١Exponent
٢Abelian

۶



نیست صفر آن�ها از ͬͺی حداقل که ،b و a مفروض صحیح عددهای ازای به [٩] .٨.١.١ قضیه

که دارند وجود y و x صحیح عددهای

(a, b) = ax+ by

مجموعه�ی این�صورت در است، اول عدد ͷی p کنید فرض [٩] .٩.١.١ لم

Zp∞ = {m
pi

+ Z|m ∈ Z, (m, p) = ١, i ∈ N ∪ {٠}}.

است. Q
Z

جمعͬ آبلͬ گروه از نامتناهͬ زیرگروهͬ

این�صورت در باشد Zp∞ از زیرگروه ͷیH و اول عدد ͷی p کنید فرض [٩] .١٠.١.١ لم

مͬ�باشد. n > ٠ͷی ازای به pn متناهͬ مرتبه دارای Zp∞ عضو هر (١

نداشته pk از بزرگ�تر مرتبه از عضوی هیچ H و بوده pk مرتبه دارای H از عضو ͷی حداقل اگر (٢

مͬ�باشد. Zpk با یͺریخت دوری Hزیرگروه آن�گاه باشد،

.H = Zp∞ آن�گاه باشد نداشته بالایی Hکران عناصر اگرمرتبه�های (٣

هستند. Cn = ⟨ ١
pn

+ Z⟩ بفرم متناهͬ و دوری گروه�های Zp∞ حقیقͬ زیرگروه�های تنها (۴

باشند G آبلͬ گروه ͷی از عنصرهایی · · · , x٢, x١ و اول عدد ͷی p کنید فرض [٩] .١١.١.١ لم

به�طوری�که

px١ = e, px٢ = x١, px٣ = x٢, ..., pxn+١ = xn, ...

است. یͺریخت Zp∞ با ها xi(i > ١) وسیله به شده تولید زیرگروه دراین�صورت

.
Zp∞

H
∼= Zp∞ آن�گاه Zp∞ ̸= H و باشد Zp∞ از زیرگروه ͷیH اگر [٩] .١٢.١.١ لم

متشͺل مجموعه) ͷی (ونه خانواده ͷی χ هرگاه گوییم گروه�ها از کلاس ͷی را χ .١٣.١.١ تعریف

باشد برقرار آن برای زیر شرایط به�طوری�که باشد گروه تعدادی از

باشد. ͷی مرتبه از گروه ͷی شامل χ الف)

.G١ ∈ χ آن�گاه باشد یͺریخت G با G١ و G ∈ χ اگر ب)

کرد. اشاره مͬ�توان آبلͬ گروه�های کلاس و متناهͬ گروه�های کلاس به مثال برای .١۴.١.١ مثال

٧



گروه�ها به که خاصیتͬ (یعنͬ باشد گروه�ها نظریه خاصیت ͷی P اگر به�طورکلͬ .١۵.١.١ تعریف

آن�گاه شود، حفظ یͺریختͬ با P و باشد دارا را P خاصیت بدیهͬ گروه به�طوری�که است) مربوط

است. گروه�ها کلاس ͷی دارند، را P خاصیت که گروه�هایی همه از متشͺل χP کلاس

شود. مͬ نامیده -گروه χͷی ،χکلاس در گروه ͷی

دوبه مثبت صحیح عددهای nr · · · , n٢, n١ کنید فرض چینͬ: باقیمانده قضیه [٩] .١۶.١.١ قضیه

خطͬ همنهشتͬ�های دستگاه دراین�صورت .(ni, nj) = ١ ،i ̸= j ازای به یعنͬ هستند متباینͬ دو

x ≡ a١(n١ پیمانه (به

x ≡ a٢(n٢ پیمانه (به
...

x ≡ ar(nr پیمانه (به

یͺتاست. n١n٢...nr صحیح عدد پیمانه�ی به که دارد جوابی

از ٠ 6 i 6 n ،Hi متناهͬ دنباله ͷی کنید فرض هم�چنین .H 6 G کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود G گروه�های زیر

H = H٠ EH١ E ...EHn−١ EHn = G

مͬ�نامیم. G به H از n طول به سری ͷی �را فوق رابطه آن�گاه

٨



جابه�جاگر�ها ١-٢

جابه�جاگر دراین�صورت باشند. G اعضای · · · , x٢, x١ و گروه� ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را x٢ و x١

[x١, x٢] = x−١
١ x−١

٢ x١x٢ = x−١
١ xx٢

١

نماد با و مͬ�نامیم ٣ مشتق زیرگروه یا جابه�جاگر زیرگروه را جابه�جاگرفوق توسط شده تولید زیرگروه و

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که مͬ�دهیم نشان G′

G′ = [G,G] = ⟨ [x١, x٢] | x١, x٢ ∈ G ⟩.

داریم H ⊆ G ازای به این، بر علاوه

[H,G] = ⟨ [h, g] | h ∈ H, g ∈ G ⟩ .

مͬ�شود تعریف زیر قانون وسیله به بازگشتͬ طور به n ≥ ٢ وزن از ساده جابه�جاگر ͷی کلͬ، به�طور

[x١, · · · , xn] = [[x١, · · · , xn−١] , xn] ,

داریم قراردادی طور به که

[x١] = x١.

است زیر صورت به مختصرنویسͬ برای مفید نماد ͷی

[x,n y] = [x, y, · · · , y︸ ︷︷ ︸
n

]

هم�چنین و

x−y = (x−١)y.

هستند. زیر خواص دارای جابه�جاگرها [١٣] .٢.٢.١ گزاره

[x, y] = [y, x]−١ الف)

[xy, z] = [x, z]y [y, z] , [x, yz] = [x, z] [x, y]z ب)

[x, y−١] = [y, x]y
−١

, [x−١, y] = [y, x]x
−١

ج)

[x, y−١, z]
y
[y, z−١, x]

z
[z, x−١, y]

x
= ١ ( هال-ویت۴ (اتحاد د)

هستند. گروه ͷی اعضای z و y ،x که

٣Derived subgroup
۴Hall-Witt identity

٩



این�صورت در باشند. G گروه از زیرگروه�هایی L Kو ،H کنید فرض .٣.٢.١ قضیه

[H,K] = [K,H] (١)

[H,G]EH آن�گاه ،H EG اگر (٢)

[H,K]EG آن�گاه ،H,K EG اگر (٣)

[H,G] 6 K اگر اگروتنها H
K

6 Z

(
G

K

)
آن�گاه ،K 6 H Kو EG اگر (۴)

آن�گاه ،H,K,LEG اگر (۵)

[HK,L] = [H,L] [K,L] , [H,KL] = [H,K] [H,L]

مͬ�رسیم. نتیجه به سادگͬ به ازتعریف١.٢.١وگزاره٢.٢.١ اثبات.

١٠



پوچ�توان گروه�های ١-٣

مͬ�پردازیم. پوچ�توان گروه�های مورد در قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

سری .١.٣.١ تعریف

١ = G٠ ▹G١ ▹ ...▹Gt = G

Gi+١

Gi

⊆ Z

(
G

Gi

)
و Gi EG ،i هر ازای به هرگاه گوییم، مرکزی را

�باشد. �داشته �مرکزی �سری ͷی� هرگاه گوییم، ۵ �پوچ�توان را G گروه .٢.٣.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده G �پوچ�توانͬ� ،کلاس G ��از� �مرکزی �سری �کوتاه�ترین طول .٣.٣.١ تعریف

گروه�های ١ کلاسحداکثر از پوچ�توان گروه�های و است ͷی مرتبه دارای کلاسصفر از پوچ�توان گروه

آبلͬ�اند.

متناهͬ حاصلضربمستقیم تصویرهمریختو تحتزیرگروه، پوچ�توان کلاسگروه�های .۴.٣.١ قضیه

است. بسته

است. پوچ�توان پوچ�توان، گروه ͷی تصویرهمریخت هر و زیرگروه هر که دید مͬ�توان آسانͬ به اثبات.

فرض منظور بدین مͬ�کنیم ثابت پوچ�توان گروه دو برای را قضیه ابتدا مستقیم، حاصلضرب برای حال

دارد وجود زیر مرکزی سری�های دراین�صورت باشند پوچ�توان گروه Kدو و H کنید

١ = H٠ ⊆ H١ ⊆ · · · ⊆ Hm = H

١ = K٠ ⊆ K١ ⊆ · · · ⊆ Kn = K

.n = m کرد فرض مͬ�توان کلیت، دادن دست از بدون تکراری، جملات کردن اضافه با و

بنابراین ،Hi ×Ki EHi+١ ×Ki+١ چون

١ = H٠ ×K٠ EH١ ×K١ E · · ·EHn ×Kn = H ×K

دراین�صورت

[Hi ×Ki, H ×K] = [Hi, H]× [Ki, K]

⊆ Hi−١ ×Ki−١.

۵Nilpotent group

١١



است. Hپوچ�توان ×K نتیجه در

نیز پوچ�توان، گروه متناهͬ تعداد هر حاصلضرب�مستقیم که داشت خواهیم ساده استقرای ͷی با حال

است. پوچ�توان

مͬ�کنیم تعریف i > ٢ هر ازای وبه γ١(G) = G کنید فرض .۵.٣.١ تعریف

γi(G) = [γi−١(G), G ].

i > ١ هر ازای به ،(۴) قسمت ٣.٢.١ قضیه�ی به توجه با

γi (G)

γi+١ (G)
⊆ Z

(
G

γi+١ (G)

)
سری پس

G = γ١ (G) > ... > γn (G) > ...

مͬ�شود. نامیده G گروه پایینͬ مرکزی سری که است مرکزی سری ͷی

مͬ�کنیم تعریف i > ٠ هر ازای به و Z٠ (G) = ١ کنید فرض .۶.٣.١ تعریف

Zi+١ (G)

Zi (G)
= Z

(
G

Zi (G)

)
.

سری و Z١ (G) = Z (G) که است واضح

١ = Z٠ (G) 6 Z١ (G) 6 ... 6 Zn (G) 6 ...

مͬ�شود. نامیده G گروه بالایی مرکزی سری که است مرکزی سری ͷی

که کنید فرض [١٣] .٧.٣.١ قضیه

١ = G٠ ▹G١ ▹ · · ·▹Gn = G

دراین�صورت باشد. G پوچ�توان گروه برای مرکزی سری ͷی

.γn+١(G) = ١ بویژه ،γi(G) 6 Gn−i+١ الف)

.Zn(G) = G بویژه ،Gi 6 Zi(G) ب)

است. بالایی مرکزی سری طول هم�چنین و پایینͬ مرکزی سری طول با برابر G پوچ�توانͬ کلاس ج)

١٢



تعداد از بعد ،G گروه پایینͬ مرکزی سری اگر فقط و اگر است Gپوچ�توان گروه [١٣] .٨.٣.١ نتیجه

متناهͬ تعداد از بعد ،G گروه بالایی مرکزی سری معادل طور به یا شود، ختم ١ به مرحله، متناهͬ

شود. ختم G به مرحله،

داریم ،٢ حداکثر کلاس از پوچ�توان گروه ͷی در [١٣] .٩.٣.١ قضیه

(xy)m = xmym [y, x ](
m
٢ ).

نیم�مستقیم حاصلضرب ۴-١

Gدراین�صورت باشند آن از زیرگروه�هایی N Hو و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .١.۴.١ تعریف

.H∩N = {١} Gو = HN HEGو NEGو هرگاه مͬ�شود Nنامیده Hو حاصلضرب�مستقیم

Gآن�گاه = H×N اگر مͬ�شود. داده Gنشان = H×N نماد با حاصلضرب�مستقیم دراین�صورت

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت G در ضرب عمل

(h١, n١) (h٢, n٢) = (h١h٢, n١n٢) .

.n١, n٢ ∈ N و h١, h٢ ∈ H آن در که

به�طوری�که باشند G از زیرگروه�هایی N و H و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .٢.۴.١ تعریف

H توسط N نیم�مستقیم�داخلͬ حاصلضرب Gدراین�صورت H ∩N = ١ و G = HN ،N EG

مͬ�شود. داده نشان G = N oH با و مͬ�شود نامیده

٢ مرتبه گروه ͷوی n مرتبه دوری گروه نیم�مستقیم حاصلضرب D٢n دووجهͬ گروه .٣.۴.١ مثال

است.

D٢n = ⟨x, a | x٢ = ١, an = ١, a−١ = ax⟩

بنابراین ⟨a⟩
∩
⟨x⟩ = {١} و ⟨a⟩ED٢n چون

⟨a⟩⟨x⟩ = {١, a, ..., an−١, x, xa, ...xan−١} = D٢n

درنتیجه است. ⟨x⟩ توسط ⟨a⟩ مستقیم نیم حاصلضرب D٢n لذا

D٢n = ⟨a⟩o ⟨x⟩

١٣



دراین�صورت باشند دلخواه گروه دو N و H کنید فرض .۴.۴.١ تعریف

θ : H −→ Aut(N)

h 7−→ θ(h)

به�طوری�که

θ(h) : N −→ N

n 7−→ θ(h)(n)

Gبه = N oH روی دوتایی عمل ͷی حال مͬ�دهیم. نشان nθ(h) نماد� با را θ(h)(n)دراین�صورت

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

(h١, n١)(h٢, n٢) := (h١h٢, n
θ(h٢)
١ n٢).

با که است گروه ͷی G = N o H این�صورت در .n١, n٢ ∈ N و h١, h٢ ∈ H آن در که

مͬ�نامیم. نیم�مستقیم�خارجͬ حاصلضرب آن�را و مͬ�شود داده نشان G = N oθ H

حلقوی حاصلضرب ۵-١

مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم ناتهͬ متناهͬ مجموعه�ی ͷی را X از[١۴]). ٢١.٨ (قضیه ١.۵.١ قضیه

عضو f١, f٢ ∈ GX هر ازای به باشد. G گروه توی به X از نگاشت�ها همه مجموعه معرف GX

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را f١f٢ ∈ GX

(f١f٢) (x) = f١ (x) f٢ (x) ∀x ∈ X

نمایش DrGX با آن�را ما که مͬ�گیرد خود به را گروه ͷی ساختار ضرب عمل این به نسبت GX

مͬ�دهیم.

مͬ�دهیم قرار x ∈ X هر ازای به

Gx = {f ∈ GX | f (y) = ١, x ̸= y ∈ X هرگاه }.

دراین�صورت

G ∼= Gx EDrGX

١۴


