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که در مدارس است  هایی از ریشه دوم آنها و همچنین بررسی روشسبه هاي محا الگوریتم
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هاي  توان روش ي یک مفهوم می هاي تاریخی درباره براي نشان دادن این موضوع که با پژوهش

آموزان پیدا کرد، و در نتیجه اهمیت مطالعه تاریخ  ن مفهوم به دانشتري را براي آموزش آ ساده
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من دریغشان چراغ راه  هاي بی هاي ارزنده و حمایت این پژوهش، با راهنمایی
  بودند؛

این مجموعه  دوینآقاي دکتر مهدي جلالوند که در ت استاد ارجمند جناب
  سهم بسزایی داشتند؛

ها نبود، هرگز  ام که اگر مهربانی، صبر و حمایت آن و تمامی اعضاي خانواده
  شد؛ ادامه تحصیل برایم میسر نمی

قبت و توفیق روزافزون مسئلت عزیزان سلامتی، حسن عااز خداوند متعال براي این 
.دارم
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 1فصل 

  ریشه دوم اعداد

  مقدمه 1-1

گونه  ندر عصر حاضر با وجود اینکه اهمیت علم ریاضی به اوج خود رسیده است، لیکن هنوز آ

عنوان ابزاري مهم در حل مسائل زندگی و مشکلات روزمره براي  که شایسته است این علم به

 عنوان م نیستند کسانی که این درس را بههمگان مشخص نشده است. هنوز در سراسر دنیا ک

آورند. شرط لازم براي یادگیري ریاضیات این  حساب می باشد، به گیري آن سخت میدرسی که یاد

 و براي تحقق این ی دست پیدا کنندآموزان به فهم دقیقی از مطالب درس ابتدا دانشاست که در 

ست آوردن د هترین شکل خود ارایه شود. براي ب مترین و قابل فه امر باید هر مفهوم به ساده

آموزان باید تاریخ آن مفهوم را بررسی کرد و تمام نتایج  ي هر مفهوم به دانش ترین راه ارایه ساده

ي آموزش آن را یافت و به آنان آموزش داد.  ت آمده را سنجید و بهترین و کارآمدترین شیوهدس هب

وار مفاهیم دشوار براي حل یک مسئله، با استفاده از  آموز به جاي حفظ طوطی در این صورت دانش

  مسئله را حل خواهد کرد. ،مفاهیمی که درك کرده است

اربرد فراوان دارد و همواره در طول تاریخ مورد در حل مسائل روزمره ک یکی از مفاهیمی که

شود. در  بتدایی هم آموزش داده مییابی اعداد است که در مدارس ا یشهتوجه بوده است مفهوم ر

اولیه روشی براي استخراج  نمحاسبا یترین ابزار تحلیل ائز اهمیت این است که مهمي ح اقع نکتهو

هاي دوم و  استخراج ریشههاي  و روشهاي دوم اعداد بوده است. در این پژوهش ابتدا تاریخ  ریشه
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

کنیم که این  را در مدارس بیان می  سپس بهبود آموزش مفهوم ریشه سوم اعداد را بررسی کرده و

  .تي یک مطالعه تاریخی و تغییر نیازهاي زمان اس تغییر روش نتیجه

  ریفاتع 1-2
دست  هب aشود، عدد  است که وقتی در خودش ضرب ، عددي a عدددوم  ریشه ،در ریاضیات  .1

4 است، زیرا 16ریشه دوم  4. مثلاً آید 4 16 .  ریشه دوم عددa  را باa دهیم نشان می. 

مثلاً،  دست آید. هب bر خودش ضرب شود عدد دبار  3، عددي است که وقتی b عدد شه سومری  .2

3است، زیرا  27یشه سوم ر 3 3 3 27  .  ریشه سوم عددb 3را با b و در دهیم،  نشان می

دست  هب cبار در خودش ضرب شود، عدد  nوقتی که ، عددي است c عدد مnحالت کلی، ریشه 

nرا با cم عدد nریشه  آید. c  توان  در واقع ریشه گرفتن عکس عمل به دهیم. نمایش می

  رساندن است.

عبارتی  ، یا بهصورت مجذور یک عدد صحیح دیگر باشد صحیح است که بهمربع کامل عددي   .3

کامل  یک مربع 25صورت ضرب یک عدد طبیعی در خودش نوشت. مثلاً عدد  بتوان آن را به

5صورت  توان آن را به است زیرا می 5  .اعدادي که مربع کامل نیستند را مربع ناکامل نوشت

  نامیم. یا مربع ناقص می

شوند و  ترتیب خاصی اجرا می هاست که به متناهی از دستورالعملاي  الگوریتم مجموعه  .4

 تحریف نام ریاضیدان بزرگ سده نهم میلادي، محمدکند. کلمه الگوریتم از  اي را حل می مسئله

صوص خ هم الگوریتم در ریاضیات معاصر و بمفهو بن موسی خوارزمی گرفته شده است.ا

کنیم  برخورد میبه این مطلب زیادي دارد. در هر گامی از دانش اي اهمیت  ریاضیات محاسبه

معناي آن است که از یک  حل کنیم و این به صورت کلی آن اي را به لهکه بتوانیم هر مسئ

  الگوریتم آگاهی داشته باشیم.
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

دست آمده است  د تاریخی بهتاریخ باستان بخشی از تاریخ است که از زمانی که نخستین اسنا  .5

شود  ال برآورد میهزار س  گیرد. این زمان در حدود پنج هاي میانه را در بر می رسیدن سده تا فرا

  دانند. طور معمول آغاز نگارش با خط میخی می هو آغاز آن را ب

بندي تاریخ اروپا  اي است که براي تقسیم ، نام یکی از چهار دوره1هاي میانه قرون وسطی یا سده  .6

دوران کلاسیک باستان، قرون وسطی، عصر نوزائی اند از  دوره عبارت شود. این چهار استفاده می

شود. قرون وسطی در تاریخ  میلادي شروع می 1600) و دوران جدید یا مدرن که از 2(رنسانس

میلادي را در  1400میلادي تا  400ترین مراحل تاریخی است که از  اروپاي غربی یکی از مهم

 گیرد. میبر

در روشی است براي نمایش یا رمزگذاري اعداد.  3سیستم نمادگذاري موضعی یا ارزش مکانی  .7

یک مضرب ثابت با  ي وسیله هبها)  (جایگاه رقمن هر مکا عدددر هر نمادگذاري موضعی سیستم 

 آن سیستم گویند. ارزش هر ي که این مضرب ثابت را مبنا یا پایهمکان مجاور در ارتباط است، 

توان این  مبنا است که در توانی از ضرب ارزش آن رقم برابر با حاصلدر یک جایگاه،  رقم

هاي  ارزش یک عدد موضعی، مجموع ارزشبنابراین، شود.  مشخص می وسیله جایگاه رقم هب

توانند  قطه اعشار)، نمادها میمبنا (ن ي با استفاده از یک نقطه .استعدد آن ارقام هاي  جایگاه

اولین سیستم موضعی توسعه  ه یابند.عددي از اعداد حقیقی توسع  بسطیا صورت کسرها و  به

ها مورد  بود و هنوز هم براي شمارش زمان و زاویه 60یافته، سیستم اعداد بابل در مبناي 

سیستم دهگان، دودویی و  اند از: دیگر عبارت هاي موضعی رایج سیستم گیرد. استفاده قرار می

 .تایی شانزده

                                                        
١ Medieval  
٢ Renaissance  
٣ Positional Notation System 
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

براي شود، یک روش عددي  نیز شناخته می 2رافسون⎽روش نیوتنعنوان که با 1روش نیوتن .8

)تابع  ي ن ریشهیتعی ) 0f x   .خواهید ریشه (محل  دارید که می فرض کنید تابعیاست

رافسون ⎽) آن را بیابید یا به اصطلاح آن را حل کنید. در روش نیوتنx برخورد تابع با محور

)عنوان حدس اولیه وارد فرمول  را به 0x ابتدا )
( )

0
1 0

0

f xx x f x   1ا کنیم ت میx دست آید.  هب

ن ترتیب خواهیم یهم به. دهیم را در فرمول قرار می 1x دهیم و این بار همین ترتیب ادامه می به

 :داشت

( )
( )1

n
n n

n

f xx x f x     

  .است تر نزدیکریشه مقدار حقیقی دست آمده به  هب  x هر چه تعداد دفعات تکرار بیشتر باشد

  در آثار تاریخی اهمیت محاسبه ریشه دوم 1-3

ریشه ترین ابزار تحلیلی محاسبان اولیه، روشی براي استخراج  اند که مهم مطالعات نشان داده

دوم بوده است. اهمیت محاسبه ریشه دوم در آثار ریاضیدانان و مهندسان بسیاري دیده شده است. 

آمیزي از جذرهاي متوالی، جدولی براي  ي نبوغ با استفاده(قرن دوم میلادي)  3مثلاً، بطلمیوس

است از ي جذر در اختیار داشته  وترها ترتیب داد. این را که بطلمیوس روشی عالی براي محاسبه

  است، بطلمیوس مقدار  3که شامل جذر  120وتر توان دریافت که براي  جا می آن

2 3
43 55 233 1 60 60 60     

است و فقط یک واحد در آخرین رقم اعشار خطا دارد. حتی  1/7320509برد که برابر  کار می را به

sin2است که برابر است با  72ي او براي وتر  تر از این، محاسبه مهم 36یعنی ،  

                                                        
١ Newton  
٢ Raphson  
٣ Bathlimous  
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

5 5
2
  

ان تا قرن هفدهم ابزار ریاضیدانترین و شاید تنها  توان دید که استخراج ریشه دوم مهم همچنین می

ي جداول  ) در محاسبه1631- 1561( 1باقی مانده بود. شاهد این ادعا این است که هنري بریگز

میلادي)، فیلسوف و  390( 2بنیادي استفاده کرده بود. تئون عنوان ابزار لگاریتم خود، از جذر به

  ي دهد که تقریباً معادل روش ما براساس رابطه اي را شرح می ریاضیدان، محاسبه

( )2 2 22a b a ab b     

  نویسد: چنین می 4500است. او براي یافتن جذر 

2
24500 67 11 67 60 60

yx      

4xسپس به روش آزمون و خطا مقادیر    55وy  را با نماد  67/0819یابد، که تقریب  را می

خاطر  ک واحد خطا دارد (باید پیوسته بهدهد که فقط در آخرین رقم اعشار ی دست می اعشاري به

  .]2[صورت اعشاري) دادند نه به نمایش می اه شصتگانها اعداد را در دستگ داشت که یونانی

شناخته است. یکی از کاراترین  هاي بهتري را نمی توان باور کرد که بطلمیوس روش نمی

مشهور است، گرچه به احتمال بسیار  "3روش هرون"هایی که تاکنون ابداع شده است به  فرمول

اند. این روش منسوب به هرون اسکندرانی  کرده ها قبل از هرون از آن استفاده می ها مدت زیاد، بابلی

اش قبل از بطلمیوس بوده است. هرون مهندسی تجربی بود و  که مطمئناً دوران شکوفایی است

ي جذر بودند. او نخستین برهان  کرد که شامل محاسبه هاي بسیاري را حل می شک باید مسئله بی

دست داده است و این برهان  ساحت مثلث برحسب طول اضلاع آن بهرا براي فرمول م  شناخته شده

  .]2[استشامل جذر 

                                                        
١ Henry Briggs 
٢ Theon  
٣ Heron's Method  
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

سنجیم، بدون  هرون میروش ها را نسبت به  تر است و برخی روش از آنجا که روش هرون رایج

  کنیم. در نظر گرفتن ترتیب تاریخی، ابتدا روش هرون را بررسی می

  الگوریتم ریشه دوم هرون 1-4
ترین  (قرن اول میلادي) ریاضیدان و مهندس یونانی بود. او را از بزرگهرون اسکندرانی 

او از بین رفته است اما برخی  هاي نوشته و یشتر آثاردانند. ب می 1مهندسان و مخترعان دوره هلنی

  .تمانده اس ندان ایرانی و عرب باقینوشته دانشم هاي کارهاي او در کتاب

صحیح  منفییک عدد نا d مثبت باشند و اعداد و n فرض کنید (روش هرون): قضیه 4-1- 1 

 قرار دهیم باشد.   1
2

nh


  ، :آنگاه  

nو  بین  nالف. 
 .است  

ب.  h n .  

پ.    21
2h n n   .  

1ت. اگر 
10dn  ،  آنگاه  < min ,2

1
210 d

nh n     
 

.  

میل کند، آنگاه  dدر مکان دهدهی  nبه  که (ت) به این معناست که اگر  h   در مکان

2d  بهn تعداد ارقام دقت را دو برابر  کار گیرید یعنی هر وقت روش هرون را بهکند.  میل می

همین دلیل است که  بل است و بهاین تخمین خطا تقریبی از مربع خطا در مرحله ق درکنید.  می

  .]9[درجه دوم است nگوییم همگرایی روش هرون به  می

ي  براي یافتن ریشه مورد خاص از روش نیوتنرسد که روش هرون فقط یک  نظر می به

( ) 0f x  م:یاست. اگر قرار ده  

  2f x x n   آنگاه ،  2f x x   و  

                                                        
  .باستان است یونانگرایی یا هلنیسم به معناي گرایش یا گسترش به فرهنگ  یونانی ١
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

   
   1

2 2 2
f n nN f
              

  .]9[همان تقریب هرون است که دقیقاً

  کند: ارزیابی می صورت زیر به را 720تقریب  هرون

فاقد ریشه دوم گویا است، باید یک تقریب نزدیک به ریشه را در این روش  720از آنجا که 

را به  720را داریم،  27است، ریشه  729، 720ترین ریشه دوم به  پیدا کنیم. از آنجایی که نزدیک

2تقسیم کنید، نتیجه  27
2را به آن اضافه کنید، نتیجه  27عدد  شود، می 326

است. نصف  353

1گیریم یعنی  این مقدار را در نظر می 1
2 1خیلی نزدیک به 720. بنابراین ریشه دوم 326 1

2 326 

1است. با ضرب 1
2 1در خودش، عدد  326

دست آمده  هآوریم، بنابراین تفاوت ب دست می هرا ب 36720

1
1است. اگر بخواهیم تفاوت کمتر از  36

باید عددي که حالا  729جاي  دست آوریم به هرا ب 36

1دست آوردیم ( هب
) را استفاده کنیم و با همین روش تقریبی را پیدا کنیم که تفاوتی کمتر 36720

1از 
  .]21[دارد 36

زده  تند شگفتدانس هاي دوم می ها چقدر درباره یافتن ریشه ممکن است شما از اینکه باستانی

را  1دنیاي ریاضیات بابل باستان تر از سال عقب 2000 تقریباً تر در اي قدیمی مونهن شوید. حال

  .کنیم بررسی می

  هاي دوم در ریاضیات بابل باستان تقریب ریشه 1-5

النهرین، سرزمین  بین "مهد تمدن"قبل از میلاد) در  1600تا  1900ز (ا سلسله بابل باستان

براي  اي ها، مستقر بوده است. شکوفایی تجارت و اقتصاد در این قسمت جهان انگیزه بین رودخانه

(مبناي شصت) با  2سیستم شصتگان د. سیستم شمارش بابل باستان اساساًتوسعه حساب بو

                                                        
١ Old Babylonian Mathematics 
٢ Sexagesimal 
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

 ،"ممیز شصتگان"ترکیبی از سیستم دهدهی بود. بابلیان قدیم اعداد را نه با یک صفر واقعی یا یک 

 . با کشف بیش از چهارصد کتیبه عددي]12[نوشتند بلکه با استفاده از نمادگذاري موضعی می

ت علم حساب آنها به محاسبا محاسباتی قابل توجهی آشکار شدند. هاي ، مهارتمربوط به آن زمان

ه هاي مربع گسترش یافت ها و ریشه مربعات و مکعب ي هاي هندسی، محاسبه جمعی و تصاعد

  .]9[بود

بابل  1YBC7289را روي لوح  2 گانتقریب چهار رقمی شصتما ابعاد مختلف ، در این بخش

دهیم که این متن به  ، نشان میبابل باستانهاي درسی  کنیم. با اشاره به کتاب باستان بررسی می

تقریب را از یک فهرست ضریب اي کاتب کارآموز است که  هاي مدرسه احتمال زیاد یکی از تمرین

اختصار  بهل هندسی در ادامه ضرایب با کاربردشان در مسائ هاي . این فهرستدست آورده است هب

ارزیابی کنیم و الگوریتمی را براي  هاي حاوي ریشه دوم را بررسی می د. ما متننشو توضیح داده می

نوعی ساختمان ساده از مطابقت دارد و  هاي مشخص بابل باستان با مثال کنیم که آنها استخراج می

  .برخوردار است ،دهد را تشکیل میهاي دیگر بابل باستان  که اساس و پایه بسیاري از روش ،هندسی

ل باستان ریاضیات باب گلیهاي  ترین لوح ، یکی از معروفاز مجموعه یل بابلی YBC7289لوح 

نی آن نشان هاي باستا درستی مشخص نیست، اما شکل گرد لوح و نوشته است. منشأ و قدمت آن به

النهرین جنوبی (عراق کنونی) در  کارآموز در منطقه بینوسیله یک کاتب  دهد که این لوح به می

ر اکثر محاسبات ریاضیات یک سوم اول هزاره دوم پیش از میلاد نوشته شده است و از آن زمان د

. براي مثال در اینجا مشاهده کنیدرا  1- 1طرح یا عکس ظاهر شده است؛ شکل  صورت بابلی به

  :]51[کنید را مشاهده میبخشی از شرح آن 

، قطرها اعداد 30مربعی با دو قطر روي این لوح ترسیم شده است. ضلع مربع عدد 

, , ,1 24 ,و  5110 ,42 25 عداد زمانی مشخص دهند. معنی این ا را نشان می 35

,شود که عدد  می , ,1 24 تواند به سادگی  ضرب کنیم، عملیاتی که می 30ا در ر 5110
                                                        

١ Yale Babylonian Collection 
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

,تقسیم  با , ,1 24 0;انجام شود زیرا و انتقال نماد اعشار به چپ  2بر  5110  30و   2

,یکدیگر هستند. نتیجه این عملیات  1معکوس(در دستگاه شصتگان)  ,42 25 35 

  باشد. می

30a بنابراین اگر   با استفاده از; , ,2 1 24 5110  به قطر; ,42 25 35d  یابیم. دست می  

هاي  شوند. نقطه ویرگول (نقطه ویرگول براي ممیز شصتگان و کاما براي جدا کردن استفاده می

براي  اند. روشی دهند فقط در جمله آخر درج شده شصتگان که اندازه کامل اعداد را نشان می

نمایش مقدار مطلق یک عدد با خط میخی وجود نداشت، نه از طریق صفرهاي نهایی و نه از طریق 

کردند یا  گیري رجوع می ها به واحدهاي اندازه هاي شصتگان. در صورت نیاز کاتب نقطه ویرگول

  ).نوشتند را پس از یک عدد براي نمایش دامنه تقریب آن می "هزار"یا  "شصت"اي مانند  کلمه

  
  

                                                        
١ reciprocal 

 

 YBC 7289: لوح بابل باستان 1-1شکل 
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 هاي دوم اعداد: ریشه1فصل 

هاي  تر شده است. ما روش تر و مشخص سال اخیر آسان 50قاعده حروف نویسی اعداد در 

بریم: اعداد بدون نمایش مقدار مطلق  کار می را به 1وسیله فریبرگ جدید و استاندارد طراحی شده به

شوند؛ دهگان و یا واحدهاي  هاي شصتگان واقع می ها بین مکان شوند؛ فاصله نویسی می  حروف

هاي شصتگان در تفسیر و ترجمه  ویرگول  شوند؛ و نقطه وسیله صفرها نمایش داده می مفقود به

  ].23شوند[ افزوده می

0; صورت بهرا  30ر اگ 30 1 2  42و در نتیجه 25 0;صورت  بهرا  35 42 25 تفسیر کنیم  35

1و  2هاي تقریب اعداد نوشته شده در برابر قطر
. بنابراین ما داراي یک دهند نشان می را 2

 2اعداد با تفسیر هندسی آنها هستیم، و تمام اعداد روي لوح ارتباط نزدیکی با جفت معکوس از 

معکوس در محاسبات ( خوبی مشخص و معلوم شده بود به بلها در ریاضیات با دارند. اهمیت معکوس

IGIبا را  nعدد  n تعداد که ده استها یافت ش هاي زیادي از این معکوس جدول دهیم). می شانن :

 معکوس آنها (اعداد مثبتی که 2ظمتمن هاي اعداد هاي استانداردي از معکوس زیادي شامل مجموعه

مربوط به  یک لوح قابل توجهظم، تمن ، برخی شامل تقریب اعداد نابسط اعشاري متناهی دارند)

هاي دیگر  از لوح کوچکی يها ظم، و بخشترقمی من هاي شش از معکوساواخر دوره سلوکیان 

شرح را هاي ریاضیاتی بابل  مشغلهخوبی   به YBC7289 متنِ . بنابراین،]53[باشند میسلوکیان 

  د. ده می

، لــوح ]3MCT]52نــام  خــود بــه ي شــده اي نوشــته خلاصــه فشــرده ســه صــفحه فریبــرگ در

YBC7289  هــاي بســیار خــوب لــوح عدســی شـکل بــا طــرح هندســی کـه تقریــب  "عنــوان  را بـه

;2 1 24 5110  ) و ;1 42 25 352 کند. تعریف می "دهد ) را نمایش می  

                                                        
١ Friberg 
٢ Regular numbers 
٣ Mathematical Cuneiform Texts 


